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CAPITULO 11

Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

de primer orden

Cuando se estudia mateméticamente una situacion de la realidad, el
modelo que se obtiene suele tener un caracter no lineal, siendo esto lo que le
confiere, en la mayoria de los casos, una gran dificultad. Uno de los
procedimientos mas utilizados dentro de la Matematica, y de la Ciencia en
general, cuando se aborda un problema dificil, es considerar un problema mas
sencillo que sea, en algun sentido, una buena aproximacion del anterior. Al
estudiar este segundo problema se intenta obtener, de las conclusiones, algun
tipo de resultado para el problema primitivo. Una de las formas mas usuales de
simplificar el problema es linealizarlo. Si se quiere estudiar un problema no
lineal, el primer paso obligado es estudiar el problema lineal asociado de la
manera mas completa posible para poder analizar asi que ocurrira en el caso
no lineal. El estudio de los sistemas lineales no es dificil y en numerosas
ocasiones se pueden obtener resultados concluyentes pues la estructura
algebraica de las soluciones es sencilla y a veces se puede dar una descripcion

de la misma en términos de funciones elementales.

Un sistema de ecuaciones diferenciales de orden superior se transforma
en un sistema de primer orden afladiendo mas variables. Por esta razén el

capitulo se centra en el estudio de los sistemas de ecuaciones diferenciales
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lineales de primer orden. La seccibn 1 comienza realizando una primera
aproximacion entre los sistemas lineales y las ecuaciones diferenciales de
orden superior y estableciendo los teoremas de existencia y unicidad. En la
seccion 2 se desarrolla la teoria general de la estructura de las soluciones de
los sistemas lineales de primer orden que es similar a la de las ecuaciones
lineales de orden superior. Asi el conjunto de soluciones de un sistema lineal
de primer orden homogéneo tiene estructura de espacio vectorial y el no
homogéneo de espacio afin. La seccion 3 est4 centrada en los métodos de
resolucion de los sistemas lineales homogéneos con coeficientes constantes.
Utilizando la teoria algebraica para calcular los autovalores y autovectores de
una matriz se establece un procedimiento que permite resolver el sistema. Otro
forma de resolver sistemas lineales es utilizando la exponencial de una matriz,
gue es el contenido de la seccién 4. El capitulo termina con la seccién 5 en la
que se desarrollan los métodos de resolucion de sistemas lineales no
homogéneos, en los que de nuevo se observa un paralelismo con los
estudiados en el capitulo anterior para resolver las ecuaciones lineales

completas de orden superior.

11.1. SISTEMAS LINEALES DE ECUACIONES

DIFERENCIALES

Un sistema de ecuaciones diferenciales de orden superior puede
transformarse facilmente en un sistema de primer orden sin mas que afadir

mas variables: si el sistema de orden superior es lineal también lo es el de
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primer orden. Por esta razon, sin pérdida de generalidad, es posible estudiar

Gnicamente los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden.

11.1.1. Conceptos previos

Definicién 11.1.1:

Un sistema de k ecuaciones diferenciales de orden superior n
expresado de la forma f(x, y(x), y'(X), y’'(X), ..., y”)(x)) = 0 se denomina lineal
cuando la funcién vectorial f es una funcién lineal con respecto a la funcién y(x)

y a todas sus derivadas.

En particular un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer
orden expresado de la forma f(X, y(x), y'(x)) = 0 se denomina lineal cuando la

funcion vectorial f es una funcion lineal respecto a y(x) y y’(X)

Cuando es posible despejar y’ el sistema se escribe de la siguiente forma:

y1(x)=f(X,¥1,+,¥Yn)

Y2(x) =f2(X.y1.¥Yn) )
. flonfn SR SR

Yn(X) =t (X,¥ 1Y)

siendo f1, fo, ..., f, funciones lineales respecto a las variables yi, y2, ..., Yn, €S

decir, también se puede expresar:

y1(X) =a11(X)y1(Xx) +a12(x)y2(X) + ... + &1n(X)yn(x) + by(x)

Y2(X) = az1(Xx)y1(X) + axa(X)y2(X) + ... + aon(X)yn(X) + ba(X)
. (11.1.1)

Yn(X)=an1(X)y1(X) + an2(x)y2(Xx) + ... + 8nn(X)yn(x) + bp(x)

siendo a;j(x) y bi(x) funciones definidas en un intervalo (a, b), Vi, j € {1, 2, ..., n}.
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El sistema anterior se puede expresar en forma vectorial: y’(x) = A(X)-y(x)
+ b(x), siendo A(x) una matriz cuadrada de orden n, formada por las funciones
aij(x) y b(x), y’'(x), y(x) funciones vectoriales de dimension n definidas en un

intervalo (a, b) de R.

En el capitulo 9 se desarroll6 una manera natural de asociar a cada
ecuacion diferencial ordinaria de orden n un sistema equivalente de ecuaciones
diferenciales de primer orden; asi mismo, dado un sistema se puede determinar
una ecuacion diferencial de orden superior asociada, aunque no hay
equivalencia ya que la ecuacién puede tener soluciones que no lo son del
sistema como se muestra en el ejemplo 11.1.3. En esta transformacién entre
sistemas de primer orden y ecuaciones de orden n, la propiedad de linealidad

se conserva como se demuestra en la siguiente proposicion.
Proposicién 11.1.1:

Si una ecuacion diferencial de orden n es lineal también es lineal el
sistema asociado de n ecuaciones diferenciales de primer orden vy
reciprocamente si el sistema es lineal también lo es su ecuacion diferencial

asociada.
Demostracion:
Dada la ecuacion diferencial lineal:
Y4 P10y + o+ Pra()y + Pa(X)-y = G(x),
realizando el cambio de variable:
Yi=YiY¥2 =Y i Y =YY,

se obtiene y', = y", y por lo tanto la ecuacién se transforma en el sistema:
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yi(x)=y2(x)
y2(x)=y3(x)

Yn(X)==Pr(X)yn(x)=Pa(X)yn_1(X) —...= Pr(X)y1(x) - G(x)
que es un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden.

Reciprocamente si y1, Y2, ..., Yn Son soluciones del sistema (11.1.1) al
derivar la primera ecuacion con respecto a Xx:
y’1=any1 +ay +aprty2 tanyst .. tanYan+amynt+thbs

y sustituir las derivadas y’1, Y2, ..., ¥'n por sus expresiones en el sistema
(11.1.1) se obtiene y;” = da1-y1 + da2'y2 + ... + don:yn + hy. Se deriva esta
expresion con respecto a X, se sustituye del modo anterior y se obtiene y;"’(x)

=dar'y1 + da2'y2 + ... + dzn-yn + ho.
Se repite el proceso hasta la derivada de orden ny se calcula:
Y1n)(x) =dn1y1 +dp2'y2 + ... + dpncyn + hpo

De esta forma se obtiene el siguiente sistema:

y1(x) = a11(X)y1(x) +ag2(x)y 2(X) ...+ agn (X)y n (x) + by (x)

Y1 (X)=do1(X)y1(X) +do2(X)y2(X) + ... +don (X)yn (X) +ho(X)
. (11.1.2)

y1" (%) = dng(X)Y1(X) + A2 (X)Y2(X) + oo+ dpn (X)Y n (X) + Dy (X)

De las n — 1 primeras ecuaciones se calculan y;, ys, ..., Yo €n funcién de
X, la funcion y; y sus derivadas hasta el orden n — 1, y al introducir estas

expresiones en la ultima ecuacion de (11.1.2) se obtiene la ecuacién diferencial

lineal de orden n:

1090 = Q100-y1"™ + ... + Qua(¥)-y1’ + Qn(x)-y1 + H(X).
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Definicién 11.1.2:
Un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales de primer orden con

coeficientes constantes se expresa de la siguiente forma:

y1(X) =a11y1(x) +a12y2(X) +...+@nyn (X) + by (X)
Y2 (X)=ap1y1(X)+azy2(X)+...+a2nYn(X)+b2(X)

Yn(X)=any1(X)+an2y2(X)+...+annyn(X) +bp(x)

donde a; € R, y bi(x) son funciones reales de variable real.

Si paratodo i, 1 <i < n, bi(x) = 0, Vx € R, el sistema se denomina

homogéneo.

Las equivalentes ecuaciones matriciales son: y’(x) = A-y(x) + b(x) para un
sistema no homogéneo y y’(x) = A-y(X) para un sistema homogéneo, donde A

es una matriz de numeros reales, cuadrada de orden n, A = (a;).

11.1.2. Teoremas de existencia y unicidad

Los teoremas fundamentales de existencia y unicidad de las
soluciones de un problema de valor inicial para sistemas lineales de
ecuaciones diferenciales de primer orden se pueden enunciar de forma similar
a los obtenidos para sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden y se

demostraran a partir de ellos.
Teorema 11.1.2: Teorema de existencia y unicidad

Sea A(x) una funcion matricial cuadrada de orden n, b(x) una funcion

vectorial, continuas en un intervalo (a, b) de R, y sea y’(x) = A(X)-y(x) + b(x) un
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sistema lineal de ecuaciones diferenciales de primer orden. Sea X € (a, b), si
se impone la condicidén inicial y(Xo) = (Y1(Xo0), Y2(X0), ---» ¥Yn(X0)) = (Yo1, Yoz, ---»
Yon), €ntonces existe una unica funcion vectorial o(X) = (p1(X), @2(X), ..., ©n(X))

que es solucion del sistema y verifica las condiciones iniciales.
Demostracion:

En el teorema 9.2.1 de existencia del capitulo 9 para sistemas de
ecuaciones diferenciales de primer orden para garantizar la existencia se exigia
la continuidad de las funciones fx(X, y), para todos los valores de k entre 1 y n.
n

En nuestro caso particular fy(x, y) = Zakj (X)-yj(x) + bk(x). Como por
j=1

hipotesis las funciones ayj(x) y bk(x) son funciones continuas en el intervalo (a,

b) se tiene garantizada la existencia de solucion de cualquier problema de valor

inicial en ese intervalo.

Ademas las derivadas parciales de las funciones fx(x, y), respecto de las
variables yj(x) son precisamente las funciones aij(x) que por hipétesis son
continuas por lo tanto, por el teorema 9.2.2, se asegura la existencia y unicidad
local de la solucion para un problema de valor inicial, y dicha soluciéon puede
extenderse a todo intervalo en el que sean continuas las funciones ay(x) y

br(x). [

Es interesante observar que para sistemas lineales el intervalo maximal
de existencia de cualquier solucion es el mismo intervalo para cualquier
condicion inicial, y coincide con el intervalo dominio de definicion de las
funciones A(x) y b(x), mientras que si el sistema es no lineal el intervalo

maximal de existencia depende de la condicion inicial.
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Ejemplos resueltos

Ejemplo 11.1.1: Clasificar los siguientes sistemas en lineales o no

lineales, homogéneos o no homogéneos, de primer orden o de orden superior.

N 1 1 Yo
(D*-2)y,-3y,=e” Y. Y Y, 7
, b) <y, H 1 0 11y, C) 5.
(D*+2)y,+y,=0 Y,
y, )1 1  0)\y, Y, y.

El sistema del apartado a) es lineal, no homogéneo de orden dos.

El sistema del apartado b) es lineal, homogéneo y de primer orden.

El sistema del apartado c) es no lineal, homogéneo y de primer orden.
Los tres ejemplos tienen los coeficientes constantes.

Ejemplo 11.1.2: Expresar en forma matricial el sistema lineal asociado a la

ecuacion diferencial lineal homogénea y” + a,-y” + a;-y’ +ap-y = 0.

Realizando el cambio de variable y; =y; y> =y’, y3 = y”, se obtiene y's =

y’"', y por lo tanto la ecuacion se transforma en el sistema:

Y1 (x)=y2(x)
y2'(x)=y3(x)
y3'(X) =—agy1(x) —agy2(x) —azyz(x)

que expresado en forma matricial:

y1' (X) 0 1 0 \(yi(x)
y2'(x)[=| 0 O 1 ]|y20(x)|.
y3'(X) -39 —a1 —ap)\y3(x)

Ejemplo 11.1.3: Calcular una ecuacién diferencial de orden dos asociada

. yi) (1 0)(vy1 : :
al sistema |~ |= : y comprobar que tiene soluciones que no son
Y2 0 1)\y2
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soluciones del sistema.

La solucién de general de este sistema es:

1 0
Y1 =Kj- % + Ks- = Y1 = Kl-ex; Yo = Kz'ex :
Y2 0 1

y no existe una ecuacion diferencial lineal de segundo orden que tenga estas
soluciones, asi por ejemplo derivando la primera ecuacion y,’ = y; se tiene y;”
= y;’. Una solucién de esta ecuacion son las funciones constantes que sin

embargo no son solucién del sistema de partida.

Ejemplo 11.1.4: Obtener una ecuacién diferencial de segundo orden

. . Y=Y, +2y, : :
asociada al sistema , Y a partir de sus soluciones resolver el
y, =3y, +2y,

sistema.

Derivando la primera ecuacion se tiene y;” =y;’ + 2y,’. Sustituyendo los

valores de y;’ e y,’ del sistema se tiene: y,” = 7y; + 6y».

. . : ] ySEYLH2Y,
Se considera el sistema en las variables y; e ya: Se

y,"=Ty,+6y,
despeja y. en la primera ecuacion: y, = %(yl’ — Y1), Y se sustituye en la

segunda, con lo que se obtiene la ecuaciény;” — 3y;’ — 4y; = 0.

La solucién general de esta ecuacién diferencial es y; = K;-e™ + K,-e™.

Sustituyendo en y, tanto y; como su derivada se obtiene: y, = gKl-e‘lx -

-X

Ko-e™.

Por lo tanto la solucion general del sistema es:
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2 1
Y1 :k1e4x +k28_x .
y2 3 -1

Ejercicios

11.1. Calcular la ecuacion diferencial asociada a cada uno de los siguientes

sistemas y a partir de sus soluciones obtener la solucion general del

sistema.
y1 0 1 0)(y .
s ! yr) (0 1) (va
a) Yo | = 0O 0 1 Yo |- b) Vo = 5 _3 : Vs .
y3' -1 3 -2)\y3

11.2. Expresar en forma matricial el sistema lineal asociado a la ecuacion

diferencial lineal homogénea y” + 2y’ +y = 0.

|: +
11.3. Resolver el sistema {yl yivy2 a partir de las soluciones de la

y2'=Yo2

ecuacion diferencial de orden dos asociada a este sistema.
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11.2. SISTEMAS LINEALES DE ECUACIONES

DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

11.2.1. Dependencia e independencia lineal
Definicion 11.2.1:

Dado un conjunto de funciones vectoriales {yi Y2, ..., yn} definidas en un
intervalo (a, b) se dice que son linealmente dependientes en el intervalo (a,
b), si existen n constantes ai, a2, ..., an NO todas nulas, tales que: ai-y1(X) +

az2'y2(X) + ... + anyn(X) =0, VX € (a, b).

Si por el contrario se verifica que esta identidad solamente se cumple
cuando a; = ay = ... = a, = 0, entonces se dice que las funciones {y1, Y2, ...,

yn} son linealmente independientes en el intervalo (a, b).
Definicion 11.2.2:

Dado un conjunto de funciones vectoriales {y1, Y2, ..., Yn}, cOn yk(X) =
(Yk1(X), Yk2(X), ..., Ykn(X)), 1 < k < n, se denomina wronskiano de estas
funciones y se denota por W[y, Y2, ..., Yn] @ la funcién definida por el siguiente

determinante:

y11(X) y21(x) ... yni(X)

W[y1, Va2, ... Yn](X) = Y12(X) Y22(X) ... Yn2(X)

Yin(X) Yon(X) ... Ypn(X)
es decir W[y, Yo, ... yn](X) = det [y1, y2, ... yn](X).

Proposicion 11.2.1:
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Si las funciones yq, Y2, ..., Yn Son linealmente dependientes en el intervalo

(a, b), entonces su wronskiano en ese intervalo es la funcién nula.
Demostracion:

Si las funciones son linealmente dependientes una de ellas yx se puede
expresar como combinacion lineal de las otras y por lo tanto, la columna k-
ésima del determinante se puede expresar como una combinacion lineal de las

otras columnas, lo que supone que el determinante es cero. [

Esta proposicion prueba que si un conjunto de funciones vectoriales es
linealmente dependiente entonces son linealmente dependientes los vectores
numéricos que se obtienen al hallar las imagenes de estas funciones en cada

punto.

El reciproco no es cierto, para algun valor de x pueden ser dichos
vectores linealmente dependientes y no serlo las funciones. Si los vectores son
linealmente independientes para algun valor, X, entonces se puede asegurar
gue son linealmente independientes las funciones. Pero incluso puede ocurrir
que para cada valor x los vectores sean linealmente dependientes y ser

linealmente independientes las funciones.

Esta anomalia de que unas funciones linealmente independientes puedan
tener valores en un punto que no lo sean, desaparece si las funciones son

solucién de un mismo sistema lineal homogéneo.

11.2.2. Estructura de las soluciones del sistema

homogéneo
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En los siguientes teoremas se supone un sistema de n ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden expresado en forma vectorial y’'(x) =
A(x)-y(x) siendo A(x) una funcién matricial cuadrada de orden n, continua en un

intervalo (a, b) de R, e y'(x), y(x) funciones vectoriales de R" en R.

Teorema 11.2.3.

Sean yi, Y2, ..., Yn Soluciones linealmente independientes del sistema
y'(X) = A(X)-y(x) en el intervalo (a, b). Entonces, dadas n constantes c;, Co, ...,

n
Cn, la funcion chyk es también solucion del sistema en el intervalo (a, b).

k=1
Demostracion:

Las funciones yk(x), 1 < k < n, son soluciones del sistema, y por tanto

verifican y'(xX) = A(xX)-yk(X). Por ser la derivada lineal se tiene que:

n

d n d n n
LS vk [= Y ek 2K = S A (X) = AX)- Dey (X))
dx{ = o X O k=1

Teorema 11.2.4:

Si las funciones y1, Y2, ..., Yn SOn soluciones linealmente independientes
en el intervalo (a, b) del sistema y’(x) = A(X)-y(x) entonces su wronskiano no se

anula en ningun punto de ese intervalo.
Demaostracion:

Se demuestra el teorema por reducciéon al absurdo, por lo que se supone

gue existe algun xq € (a, b) tal que W[y, Y2, ..., Yn](Xo) = 0.

Por lo tanto una columna del wronskiano es una combinacioén lineal de las

otras. Se supone que es la primera, entonces:
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Y1(Xo) = C2:Y2(Xo) + C3-¥Y3(Xo) + ... + Cn-Yn(Xo)
Sea z(X) = —y1(X) + C2:y2(X) + C3y3(X) + ... + Chyn(X), VX € (a, b)

Esta funcion es solucion del sistema por ser una combinacion lineal de
soluciones; ademas z(Xp) = 0, luego en el punto Xq la funcién z(x) coincide con
la funcion nula, que también es solucién del sistema. Por el teorema de

unicidad de soluciones z(x) = 0, VX € (a, b), lo que contradice que las funciones

Y1,Y2, ..., Yn Sean linealmente independientes en (a, b). [
Teorema 11.2.5:

Si las funciones yi, Y2, ..., Yn son soluciones del sistema lineal de
ecuaciones diferenciales y’(x) = A(X)-y(xX) en un intervalo (a, b), entonces su
wronskiano en ese intervalo o es la funcién nula o no se anula en ningun punto

de dicho intervalo.
Demostracion:

Se puede comprobar la siguiente expresion para la derivada del

wronskiano:

W’[yll y2| ey yn] = W[y’l) y2| ey yn] + W[yl! y’2) ey yn] + e + W[yl) y2| ey y,n]-

Comovysi, Yo, ..., Yn SON soluciones del sistema para todo k, tal que 1 <k <
n, se verifica que y'(x) = A(X)-yk(X). Sustituyendo en la expresion anterior se

tiene que W’[y1, Y2, ..., Ynl(X) = (@11(X) + a22(X) + ... + ann(X))' W[y1, Y2, ..., Ynl(X)
que es una ecuacion diferencial lineal de primer orden que tiene por solucién

JTraza(ACO)X  como fa funcion exponencial no se

Wy, Y2, ..., Ynl(X) = Ce
anula, se tiene que W[y, Y2, ..., Yn](X) = 0 s6lo cuando C es igual a 0, por lo

que W[y, Y2, ..., Yn](X) es la funcion nula o no se anula en ningun punto del
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intervalo (a, b). [

De la demostracién de este teorema se deduce que:

W' y1, Y2, ..., Yn](X) = traza(A) W[y 1, y2, ..., Yn](X).

Como conclusion de los teoremas anteriores se tiene el siguiente

corolario:
Corolario 11.2.6:

Si las funciones yi, Y2, ... Yn Son soluciones del sistema lineal
homogéneo de ecuaciones diferenciales y’'(x) = A(x)-y(x) en el intervalo (a, b),

las tres condiciones siguientes son equivalentes:

a) Las funciones y1, Y2, ..., Yn Son linealmente independientes en (a, b).

b) Existe un x € (a, b) tal que W[y, Y2, ..., Yn](X) es distinto de cero.

c) Para todo x € (a, b) se verifica que W[y1, Y2, ..., Ynl(X) es distinto de cero.

Es evidente que:

» a) = b) por el teorema 11.2.4,

» b) = a) por el teorema 11.2.1,

» b) = c) por el teorema 11.2.5,

» C) = b) trivial.

Definicion 11.2.3:

Se llama sistema fundamental de soluciones del sistema lineal
homogéneo y’'(x) = A(X)-y(x) en un intervalo (a, b), a cualquier conjunto de n

soluciones linealmente independientes en (a, b).
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Teorema 11.2.7:

Siempre existe un sistema fundamental de soluciones del sistema lineal

homogéneo de primer orden y’(x) = A(x)-y(x), en el intervalo (a, b).
Demostracion:

Sea Xg € (a, b). Por el teorema de existencia de soluciones se sabe que
existen funciones y(x), para k desde 1 hasta n, que son solucion del sistema y
cada una verifica la condicion inicial siguiente: y1(xo) = (1, 0, ..., 0), y2(Xo) = (O,

1,..0),..,¥nXx)=(0,0,..1),

Las funciones yi1(x), y2(X), ..., yn(X) son linealmente independientes, ya
que si existen n constantes ci, C1, ..., Cp tales que ciyi(X) + coy2(X) + ... +
cnyn(X) =0 VX € (a, b), se tiene que:
n
D ckYk, (X0)=0 =¢1=0.
k=1
n

CkYk,(Xg)=0=¢2=0
k=1

n
D ckYk, (X0)=0=>¢cn=0
k=1

En consecuencia las n funciones son linealmente independientes y por lo

tanto forman un sistema fundamental de soluciones. [
Teorema 11.2.8:

Si {y1, Y2, ..., Yn} €s un sistema fundamental de soluciones del sistema

lineal homogéneo de primer orden y’(x) = A(X)-y(x), en el intervalo (a, b),
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entonces toda solucion @(x) = (p1(X), ¢2(X), ..., en(X)) del sistema se puede

n
expresar de la forma ¢(x) = chyk(x), donde c,, co, ..., C, SON constantes.
k=1

Demostracion:

Sea {yi1, Y2, .., ¥Yn} un sistema fundamental de soluciones, ¢ una
solucion del sistema y’'(x) = AX)y(X), ¥ Xo un punto del intervalo (a, b),

entonces por el corolario 11.2.6, W[y1, Y2 ..., Yn](Xo0) # 0.

Se determina ¢1(Xo), @2(Xo0), ..., ®n(Xo) Y se considera el siguiente

sistema de n ecuaciones en las incégnitas c1, Co, ..., Cn:

n
D ek, (X0)=91(X0)
k=1

n
D ckYk, (X0)=02(X0)
k=1

D ek, (X0)=0n(X0)
k=1

Como WI[y1, Y2, ..., Yn](Xo) es el determinante de la matriz de los
coeficientes y es distinto de cero, el sistema tiene solucion unica, es decir

existen ci, Co, ..., Cnh constantes que verifican las n ecuaciones y por el teorema

n
de unicidad ¢ = > cyyy -
k=1

Teorema 11.2.9:

Sea A el conjunto de soluciones del sistema lineal homogéneo de primer
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orden y’(x) = A(x)-y(X) en el intervalo (a, b). Entonces A tiene estructura de

espacio vectorial de dimensién n.
Demostracion:

Como el teorema 11.2.3 garantiza la linealidad de las soluciones del
sistema y'(xX) = A(X)-y(x), y ademas se verifican los axiomas de espacio
vectorial, se tiene que A el conjunto de soluciones del sistema lineal

homogéneo tiene estructura de espacio vectorial. Un sistema fundamental de

soluciones del sistema, que existe como resultado del teorema 11.2.7, es una

base del espacio vectorial A ya que:

a) Es un sistema de generadores, pues por el teorema 11.2.8 cualquier
solucion se puede expresar como combinacion lineal de los elementos del

sistema fundamental de soluciones.
b) Por definicién son funciones linealmente independientes. []

Se puede observar que cada solucién no puede depender de mas de n
soluciones independientes, ya que suponiendo que hubiera n + 1 vy
particularizando en un punto X, Se encontrarian n + 1 vectores de R"

linealmente independientes, que es imposible.

Corolario 11.2.10:

Sea {y1, Y2, ..., Yn} un sistema fundamental de soluciones del sistema
lineal homogéneo y’(x) = A(xX)-y(x) en el intervalo (a, b). La solucion general

de este sistema se puede expresar de la forma:

n y11(x) Yn1(x)
QX)) = D Ckyk(X) =Car| .o [+t Col
k=1 Y1n(X) Ynn(X)
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11.2.3. Matriz fundamental

Definicién 11.2.4:

Se denomina matriz fundamental del sistema lineal homogéneo y’(x) =
A(X).y(X) a una matriz ®(x) cuyas columnas son n soluciones linealmente
independientes del sistema, es decir, son un sistema fundamental de

soluciones en un intervalo (a, b),

y11(X) < Yn1(Xx)
D(X) = (Y1(X), Y2(X), -...¥n(X)) = A |
Yin(X) . Ynpn(x)

Definicién 11.2.5:

Se denomina matriz solucion del sistema lineal homogéneo y’'(x) =
A(X)-y(xX) a una matriz y(x) cuyas columnas son soluciones del sistema, sean

linealmente independientes o no.
Definicion 11.2.6:

Se denomina matriz fundamental principal del sistema lineal
homogéneo y’(x) = A(x)-y(X) a una matriz fundamental ®(x) tal que para un

valor xp verifique que ®(xp) = I, siendo | la matriz identidad.

En algunos textos se dice que una matriz de soluciones linealmente

independientes es fundamental cuando ademas es principal.

La solucién general de un sistema homogéneo se puede expresar en
términos de la matriz fundamental del sistema: y = ®(x)-C, donde C es un
vector de constantes indeterminadas. Una matriz fundamental queda

caracterizada por verificar:
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a) ®'(x) = A(X)-®(x), pues es una matriz solucién, y

b) Su determinante es distinto de cero.

Propiedades de la matriz fundamental:

1. Formula de Jacobi: Si y (X) es una matriz solucion entonces:
(dety)’(x) = traza(A(x))-dety (x)

[* traza( A(s)).ds
det(¥(x))=det ¥(xg)-e™

Resultados que ya han sido comentados en la demostracion del teorema

11.2.5.

2 Sea ®(x) una matriz solucion. ®(x) es una matriz fundamental si y

sélo si existe algun X, € (a, b) tal que det(®(xo)) es distinto de cero.
Es una consecuencia del corolario 11.2.6.

3. Si @ es una matriz fundamental entonces cualquier otra matriz
fundamental es de la forma ®-P donde P es una matriz regular de orden n. Sin
embargo, como el producto de matrices no es necesariamente conmutativo,

P ® puede no ser una matriz fundamental.

4. Si @ es una matriz fundamental se comprueba que:
Y(X) = Y6 (X)+Yp (X) = 0(x)-C+ [@(x)-®7X(s)-b(s)-ds

Esta formula se estudia posteriormente en 11.5.1, y se conoce con el
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nombre de férmula de variacion de las constantes.

5. Si @ es una matriz fundamental, y si se considera el problema de

y' (x) = A(X)-y(x)+b(x)

donde (Xo, Yo) € (a, b)xR" entonces la
¥(X0)=Yo o

valor inicial: {

Unica solucién es:

X
y(x)=D(x)- D Y(xg)Xg + j@(x)-qu(s)-b(s)-ds.
Xo
Se observa que conocida la matriz fundamental se puede obtener el
conjunto de soluciones del sistema homogéneo, y que si se pudiera calcular la
integral que aparece en la propiedad 4 se tendria de manera explicita todas las
soluciones. Desgraciadamente, existen pocos tipos de sistemas en los que se

puede encontrar de manera explicita la matriz fundamental.

11.2.4. Estructura de las soluciones del sistema no

homogéneo

El conjunto de soluciones de un sistema lineal de primer orden no
homogéneo tiene estructura de espacio afin, siendo su espacio vectorial
asociado el conjunto de soluciones del sistema lineal homogéneo. El desarrollo
para obtener este resultado es muy similar al que se realizaba para determinar
la estructura de las soluciones de las ecuaciones diferenciales de orden
superior. Previamente se demuestra que una solucion general del sistema no
homogéneo se puede obtener a partir de una solucioén particular de éste y la

solucion general del sistema homogéneo. Este resultado, que ya se estudid
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para las ecuaciones lineales de primer orden y de orden superior, es esencial

para resolver sistemas no homogéneos.
Teorema 11.2.11:

Sea A(X) una funcién matricial y b(x) una funcién vectorial, continuas en
un intervalo abierto (a, b). Si y1, Y2, ..., ¥n son n soluciones linealmente
independientes del sistema lineal homogéneo de primer orden y’(x) = A(X)-y(X)
en el intervalo (a, b) y ¢p es una solucion cualquiera del sistema no
homogéneo y’(x) = AX)-y(X) + b(x), entonces para toda solucion ¢ de este
sistema, existen n constantes ¢, Cz, ..., Cn, tales que @ puede expresarse por ¢

n
=op t ZCkYK
k=1

Demostracion:

Sea ¢ una solucion arbitraria del sistema y’(x) = A(X)-y(x) + b(x). Como ¢p
también es solucion se tiene que ambas funciones verifican el sistema, por lo
que ¢'(x) = A(X)-@(x) + b(x) y p'(X) = A(X)-@p(X) + b(X).

Por lo tanto restando ambas igualdades: ¢‘(x) — ¢p'(X) = AX)-(p(X) —

op’'(X)), es decir, ¢ — @p €s una solucion del sistema homogéneo.

Por el teorema 11.2.8 existen n constantes c, Ca, ..., Cy, tales que ¢ — @p

n n
= chyk = Q=0¢p+ chyk , de donde se deduce que la solucion general
¢ del sistema no homogéneo se puede expresar como la suma de una solucion

particular de éste, @p, mas la solucion general del sistema homogéneo
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n
asociado » cyyk . [
k=1

Teorema 11.2.12:

Sea A(X) una funcién matricial y b(x) una funcién vectorial, continuas en
un intervalo abierto (a, b). El conjunto de soluciones del sistema no homogéneo
y'(xX) = A(X)y(x) + b(x) tiene estructura de espacio afin de dimension n
construido sobre el espacio vectorial de soluciones del sistema homogéneo

y'(x) = AX)-y(x).

Sea A el conjunto de soluciones del sistema homogéneo, que por el
teorema 11.2.9 tiene estructura de espacio vectorial de dimension n, y sea J el

conjunto de soluciones del sistema no homogéneo.

La aplicacion h: 3 x 3 — A, definida por h(e1, 92) = ¢ — @1 estructura a I

como espacio afin ya que:

Sig1, 92 € I = (92 — ¢1)' = (92)' — (91)" = (A(X)-92(x) +b(X)) — (A(X)-91(X)
+b(X)) = A(X)-(@2 — 91)(X) = @2 — 91 € A.

Ademas se verifican los axiomas de espacio afin:

1° Vo1 € Iy Vy € A entonces 3 ¢ € E, tal que h(@1, 92) = 92 — 01 = .

Basta tomar ¢, = @1 + v € 3. Es evidente que ¢, € I ya que ¢2'(X) = (p1
+y)(X) = 91°(x) + yi(x) = AX)-@1(X) + b(x) + AX)y(X) = AKX)-(@1 + y)(X) + b(x) =
AX)-02 (X) + b(X).

2° Si @1, @2, @3 € I entonces h(@1, ¢2) + h(p2, @3) = h(e1, @3), l0 que se

verifica ya que @2 — @1 + @3 — @2 = @3 — Q1.
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Ejemplos resueltos

) er Xe2x
Ejemplo 11.2.1: Comprobar que ®;(x) = oy of W\ oy |¥ D,(x) =
-e ~xeq" +e
2X 2X 2X
e+ >;e € son matrices fundamentales del sistema:
_xe X er _ Xer

b= 0

La matriz de los coeficientes es A = [

1
1). Para comprobar que ®1(x)

es solucion del sistema y’ = A-y, se debe verificar que ®@,’(x) = A®1(X).

202X @2X 4 oxe?X
_2e2x e2x_2XeZX

D,'(X) = [ J y coincide con A-®1(X) ya que

A (X) = 3 1) e xe2* |_[ 26X e +2xe?*
SR (T | 2% a2X _ya2X # _ 22X @2X _oya2X |

Por lo tanto es una matriz solucién y como ademas es regular (pues su
determinante vale 4e* por lo que es distinto de cero), entonces es una matriz
fundamental.

3e2X 1 2xe2* 2% 4 oxe?X

Anédlogamente ®,’(x) =
_eZX _ 2xe2x er _ 2X82X

] y A®y(x) =

3 1 2X 2X 2X 2X 2X 2X 2X
( J'[e + Xe xe | = 3e“" +2xe e“” +2xe por lo

-1 1 _XGZX er N _eZX —2xe2x er _erZX
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que ®,(X) es una matriz solucion del sistema. Ademas es regular (pues su
determinante vale e* por lo que es distinto de cero). Por lo tanto es también

una matriz fundamental.

2e2X  3eX

2X

Ejemplo 11.2.2: Dada la matriz ®(x) =
e 2e”

jencontrar un sistema

de ecuaciones diferenciales para el que ®(x) sea una matriz fundamental.

262X 3e” : : : :
y1 = ey, = . | son soluciones linealmente independientes del
2e

sistema buscado. Ademés yi’ = 2y; e y,' = y,. Por lo tanto ®(x) es una matriz

fundamental del sistema (hJ = (2 0]-(“}
y2 0 1)\y2

Ejemplo 11.2.3: Demostrar que si z; = (a + i-b)-e“*?*y z, = (a — i-b).eP*
son soluciones complejas linealmente independientes de un sistema lineal de

dos ecuaciones diferenciales entonces:
y1 = Real((a + b-i)e®*P))
y2 = Im((a + b-i)e™*P»)
son soluciones reales del sistema linealmente independientes.

Las funciones y; y y» son combinaciones lineales de las funciones z; e z5

ya que:
( 1
y1= E(Zl +2,) = €™ -(a-cos Bx — b-sen Bx),
4
yo = 2_1i(Zl —25) =e* (b-cos Bx + a-sen Bx)

\

por lo tanto son también soluciones del sistema. Ademas son linealmente
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independientes ya que:

a,cos px—b senpx b,cos fx+a,senpx
a,cos px—b,senpfx b,cos fx+a,senfx

oxX

Wly1, yo] = € = e (aiby -

azbl).

Para demostrar que a;-b, — a,-b; # 0, se calcula el wronskiano de las
soluciones z; e z,, que por hipétesis son linealmente independientes, y por lo
tanto es distinto de cero:

(ag +iby)eP*  (a; ~iby)e P*

W(z1, z2] = e**.
ne (8, +iby)eP* | (ay —iby)e P

= 2i-e°‘x-(b1a2 = bzal).

Comparando ambos determinantes se observa que las soluciones z; y z;
son linealmente independientes si y soOlo si y; e y, son linealmente

independientes.

Ejercicios

462X _e—3x

er e—3x

' 1 4
sistema (hJ = [ -(ylj.
y2 1. -2)\y2

e (1-2x)e3X
e3x 3X

11.4. Comprobar que ®(x) = j es una matriz fundamental del

11.5. Dada la matriz ®(x) = ( j encontrar un sistema de

- 2xe

ecuaciones diferenciales para el que ®(x) es una matriz fundamental.
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0 -2 0
11.6. Comprobar que ®(x) = | 0 e*  2e3* | es una matriz fundamental
eX xeX e3x
Y1 100)(y1
del sistema |y,' | =|1 3 O0/[.|y>
ys' 0 1 1)\ys

11.3. SISTEMAS LINEALES HOMOGENEOS CON

COEFICIENTES CONSTANTES

En los sistemas lineales homogéneos con coeficientes constantes es
posible dar una descripcion completa del conjunto de soluciones y de muchas
de sus propiedades cualitativas. Por razones de claridad los ejemplos se limitan
a sistemas de dos o tres ecuaciones. En esta seccion se estudian los sistemas
homogéneos, haciendo uso del célculo de autovectores y autovalores. Sélo se
contempla el caso en que los coeficientes son reales, pero el caso de
coeficientes complejos se podria estudiar de forma similar con ligeras
modificaciones, como reemplazar la transpuesta de una matriz por la hermitica

conjugada.

Un sistema lineal y homogéneo de coeficientes constantes y’ = Ay es un
sistema autbnomo pues A, al ser constante no depende de x, por lo que basta
con estudiarlo en x = 0 para tenerlo estudiado para cualquier problema de valor
inicial. Los sistemas autonomos se estudiaran con mayor profundidad en el

capitulo 12: Teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales.



© M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA Sistemas de ecuaciones diferenciales 722

Ante un sistema lineal, lo primero que se debe intentar es transformarlo
en otro mas sencillo o en una ecuacion de orden n. Las estrategias para
conseguirlo pueden ser muy diversas, como son las distintas técnicas
algebraicas que permiten resolver un sistema lineal o utilizar determinados
cambios de variable. Una forma sistematica de realizar combinaciones lineales
entre las ecuaciones del sistema de manera que se reduzca a una ecuacion de
orden superior consiste en utilizar operadores diferenciales, procedimiento que

se desarrolla a continuacion.

11.3.1. Resolucion por eliminacion mediante el operador
diferencial D
En el capitulo anterior se definia el operador diferencial D como una
aplicacion de 3 en 3 tal que Vf € S, D(f) = % siendo J la familia de funciones
reales de variable real infinitamente derivables en un intervalo (a, b).

Dado el sistema:

b11y1(X)+ b2y (X)+... + bipyp' (X) = a11y1(X) +@12y2(X) + ...+ @1nYn(X)

bogy1 (X)+bggy ' (X)+ ..ot bonYn' = Bo1y1(X)+agoY2(X) + oo BonYn(X)
(11.3.1)

bray1 (X)+Bn2y2" (X)+..4+bypyn(X) = angy1(X) +an2y2(X) +... + aynyn(X)

Aplicando que D(y) =y’ se puede expresar:
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(a17-b11D)y1(x) +(aj2 —b21D)y2(X) +...+ (g — b1y D)yp(x) =0
(a1 —b21D)y1(Xx) +(ag2 —boaD)y2(X) +...+(agn —b2nD)yp(x)=0

(an1 —bp1D)y1(x) +(apn2 —bp2D)y2(X) +...+(apy =D)yn(x) =0

0 hien en forma matricial:

all—b]_]_D aio _b12D ... Qqn _blnD Y1(X) 0

21 -P21D @z —b2oD ... @z —bapD [l ya(X)| _ [0

an1—bnD  app —bpoD ... apy —bppD Yn(x) 0
all—bllD a2 _b12D .« Qqn _blnD
ap1 —biD @y —byoD ... apn —bpaD

Sea el operador A(D) =
que se supone que no es la funcion nula. A(D) es un operador polinémico de
grado n.

SiAD)=ro+ry:D+ ... +r,-D" entonces

AD)(Yk(X)) = roYk(X) + T1:Y'k(X) + ... + Fayi(X).
Para todo k, 1 < k < n se resuelve la ecuacion diferencial homogénea de
grado n: ro-ye(X) + riy'k(X) + ... + rpy(x) = 0

Una vez obtenidas cada una de las funciones yk(x) en funcion de n

constantes, se tienen en total n? constantes que se eliminan hasta dejar sélo n

sustituyéndolas en el sistema.

Ejemplos resueltos
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Ejemplo 11.3.1: Utilizar el método por eliminacion mediante el operador D

para resolver el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas.

dy

—=y -2z
5

z
—=y+3z
dx Y

Para resolver el sistema se integra la ecuacion diferencial de segundo

orden homogénea: A(D)(z(x)) = 0.

1-D -2

A(D):‘ 1 3-D

‘: D°-4D+5=(D-(2+0)[D - (2-1)

La ecuacion (D? — 4D + 5)z(x) = 0 tiene como solucién general:
z(x) = e®.(C1-sen x + C,-cos X).
Sustituyendo esta solucién en la segunda ecuacion del sistema:

y(x) = 2e%.(C1sen x + C,cos X) + e*.(C1-cos x — Cyp-sen x) — 3e*.(C,-sen

X + C,-c0s X) = e*((-C1 — C3)-sen X + (C1 — C5)-cos X)
Por lo tanto la solucion del sistema es:
y(x) = e*.((<C1 — C)-sen x + (C1 — C5)-cos X)
z(x) = e.(C1-sen x + C,-cos X).
Ejemplo 11.3.2: Resolver el sistema:

y'-4z =0
Z'+4y =0’

utilizando el operador D.

Se expresa el operador D en forma matricial:
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D2 —4]y)_(0
4 p?)\z) \0
y por lo tanto A(D) = D* + 16.

Se resuelve la ecuacién homogénea de orden 4: (D* + 16)(y(x)) = O.

Las raices de la ecuacion caracteristica de esta ecuacion diferencial son:
A= AV2@+D); A= V2(-1+i) ke = V2 (=1 i) ha = V22 ),

y la solucién general:

y(X) = eﬁx-(Cl-cos\/Ex + Cyprseny2x) + eV (C3c0s+/2X + Cssen+/2

Al calcular y”(x) y sustituir en la primera ecuacion se obtiene z(x).

y'(X) = J2 eV ((C1 + Cp)-c0s V2 + (-C1 + Cz)-sen v/2x)) + J2 e~V2x

{((C4 = C3)-cos /2 x + (-C3 — C4)-sen /2 x)).

y'(X) = 4eV2x (C2:cos +2x — Cy-sen 42x) + 4e V2 (-C4-cOs 22X +

Cs-sen \/Ex).

z(x) = eV2x (Cocos4/2x — Cysen/2x) + e V2 (-C4cos+/2x + Casen/2

La solucion del sistema es:

fy(x) = eﬁx-(Cl-cos\/Ex + Cyprsen/2x) + eV2x (C3cos+/2x + Cusen+/2

). <

\z(x) = eV2x {(C2c05+/2X — Cy1sen~/2x) + e V2 (-Cacos+/2x + Czsen~/2
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X).

11.3.2. Resolucion buscando soluciones exponenciales.

Método de Euler

La funcién exponencial, y = e*, verifica que sus derivadas son mlltiplos
de si misma. Por lo tanto parece natural que sean de ese tipo las soluciones de

un sistema lineal homogéneo con coeficientes constantes.

Se considera el sistema y’ = A'y. Se busca una solucion de la forma y(x) =

By
-eM | Se sustituye en el sistema:
Bn

B]_;\,exx = allBlekX +a1282e7‘x + ...+a1ane7‘X

szekx = a21Ble7“X +a2282ekx +...+3aon Bnexx

y se divide entre e™*;

(all—k)Bl+a1282 +...+a1an =0
a21Bl+(a22 —}\,)BZ +...+8.2an =0

(11.3.2)
an1By+ansBs +...+(apn —A)B, =0

El resultado es un sistema algebraico lineal homogéneo en las variables
B:, B2, ..., B, que soOlo tiene solucion distinta de la trivial cuando el

determinante de los coeficientes es igual a cero, es decir:
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il —-A a2 dqn
s aoo -A .. aon -0
anl an2 aunn ann _7\4

Esta ecuacién se denomina ecuacion caracteristica. Al desarrollar el
determinante se obtiene una ecuacion polinébmica en A de grado n, en la que el

tipo de raices de la ecuacion determina la expresion de las soluciones.

Caso 1: La ecuacion caracteristica tiene todas las raices reales y

distintas.

Sean A1, A2, ..., Ap las raices de la ecuacion caracteristica, entonces
para todo k, 1 < k < n, al sustituir A por cada valor Ay en el sistema (11.3.2) se
obtiene una solucion, no trivial, del sistema algebraico (Bik, B, ..., Bnk) que
determina una solucién del sistema de ecuaciones diferenciales:

Bk
ye() = (y() = | ... |-e¥X.
Bnk

De esta forma se obtienen n soluciones que, en este caso, son
linealmente independientes, y por lo tanto determinan la solucién general del
sistema que es de la forma y(x) = C1-y1(X) + C2y2(X) + ... + Cnyn(X), y por
tanto:

B11 B12 Bin

y(X)=Cy-| ... M+ Cy| .. M* . +Cph| ... X
Bn1 Bn2 Bnn

Caso 2: La ecuacién caracteristica tiene raices complejas distintas.

En este caso se puede obtener la solucion general en funcion de
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exponenciales complejas y las soluciones de (11.3.2) pueden ser también
nameros complejos. Para analizar el caso en el que se quieren obtener
soluciones reales se supone un sistema de dos ecuaciones diferenciales cuya
ecuacion caracteristica tiene dos raices complejas conjugadas o + Bi, o — Bi, ¥y

dos soluciones linealmente independientes complejas:
y1(x) = B1-e*P = (a + ib)-e@Py
y2(x) = B2e®?* = (a - ib)-e“P>,

La parte real y la parte imaginaria de estas soluciones se obtienen como
combinacion lineal de ellas, por lo que son soluciones, son linealmente
independientes y son funciones reales, como se comprobd en el ejemplo

11.2.3. La solucién general del sistema es:

=Xl

ox by by ap
y(x)=e -(Cl-((azj -COS BX — (sz .sen Bx) + Cz-((sz -COS BX + (az] -sen Bx)).

Caso 3: La ecuacion caracteristica tiene raices multiples.

Se supone un sistema de dos ecuaciones diferenciales cuya ecuacion

caracteristica tiene una raiz doble. El caso general se estudia en el siguiente

; _ ax _ [ B11) ax
apartado. Sea A1 la raiz, entonces yi(x) = Bje = B e es una
12

solucién.

La analogia con las ecuaciones de orden n llevaria a pensar que la otra

AqX

solucion linealmente independiente con ella es y,(x) = B, xe™". Sin embargo

puede no ser asi, la otra solucion del sistema tiene la forma y,(x) = (B1x + B»).

eMX Sustituyendo esta solucion en el sistema se determinan los vectores B; y
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B..
La solucién general del sistema es:
B B B
y(x):Cl-( 11Jex1X+Cz-(( 21] +( 11].x)e7‘1x.
B21 B22 B12
Ejemplos resueltos
Ejemplo 11.3.3: Resolver el sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas:
95—y+z
ddt
Y _ 3X+z
élt
z
—=3X+
dt 4
-2 1 1
Se calculan las raices de la ecuacion caracteristica: |3 -2 1| =0=
3 1 -

22+ 70+ 6=0= (-1)-(. — 3)-(A + 2)-(r +1) = 0 = Las raices de la ecuacion

caracteristicar = 3, A = -2 y A = -1 son reales y distintas.

Para A = 3 se buscan soluciones de la forma x(t) = A;e™, y(t) = B1e™, z(t)

= Ci1e* siendo Ay, B1, C; soluciones del sistema algebraico homogéneo:

3 1 1YA) (0
3 -3 1B |=]|0],
3 1 -3)c) lo

cuya solucibnes A; =K, B; =C; = gKl, por lo que la solucién buscada es x(t)
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=2e¥, y(t) = 3e™, z(t) = 3™

Para A = —2, se buscan soluciones de la forma x(t) = A,e™?, y(t) = B,e™?,

z(t) = C,e® siendo A, B, C, soluciones del sistema algebraico homogéneo:

2 1 1YA) (O
3 1|B,|=|0],
3 1 2)c,) |o

cuya solucion es A, = K;, B, = C, = —K;, por lo que la solucion buscada es x(t)

=e? y(t) = —e?, z(t) = €.

Para . = -1, se buscan soluciones de la forma x(t) = Ase™, y(t) = Bse™, z(t)
= Cze ' siendo As, B3, C3 soluciones del sistema algebraico homogéneo:
1 1 1YAg

0
3 11|B3|=|0],
3 11)\c3) o

cuya solucion es Az =0, Bz = -C3 = K3, por lo que la solucion buscada es x(t) =

0,y(t) =e", z(t) = —e™*.
La solucién general del sistema de ecuaciones diferenciales es:
(x(t) = 2K + Ko™

y(t) = 3K, e —Kpe®' + Kg-e™

A

z(t) = 3K;-e® - Ko-e? — Kge®

\
X(t) 2 1 0

= |y(t)| =K | 3|-et+ Ky | -1|-e® +Kg| 1 [-€,
z(t) 3 -1 -1

Ejemplo 11.3.4: Resolver el sistema:
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dy
— =2y -9z
ddx y .
Z
— =y +8z
dx y
2-» -9

Se resuelve la ecuacion caracteristica:

=0=>A>- 100+ 25 =
8-

0 = (L - 5)> =0, por lo tanto la ecuacién caracteristica tiene una raiz doble y

una solucion del sistema es de la forma:

(y(x)} _ ([Alj . (Azjx)_GSX_

z(x) By B,
Al sustituir en la primera ecuacion del sistema se obtiene:
(5(A1 + AxX) + Ay)-e™ = 2(A; + Aox)-e™* = 9(B; + Box)-e>X =
3A; +9B; + A, + (3A2 +9B)x=0=
SiB, =Ky, Ay = —3K, y si By = Ky, A; = 3Ky + Ky,

y por lo tanto la solucion general del sistema es:
y(X) = (=3K1 + K5 — 3K,x)-e>,

z(x) = (K1 + Kox)-e™,

11.3.3. Ecuacion caracteristica. Autovalores y autovectores

Se considera el sistema y’ = Ay con y(x) = (Yk(X)), 1 <k < n. Se supone
que el sistema tiene una solucién de la forma y(x) = v-€™, donde v es un vector

de R" no nulo. Para que y(x) sea solucion se debe verificar que:

y'(X) = AveX=Ave™ = rv = Av,
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es decir, A-v es un mdultiplo de v, lo que indica que v es un autovector de la

matriz A y A un autovalor.

Por este procedimiento, en el caso en que se pudieran encontrar n
soluciones de este tipo linealmente independientes, se tendria resuelto el
sistema. Antes de demostrar que existe al menos una solucion de esta forma'y
de buscar un sistema fundamental de soluciones se definen los conceptos

algebraicos necesarios para desarrollar la teoria.
Definicién 11.3.1:

Dada una matriz cuadrada A de orden n, se denomina vector propio,
vector caracteristico, autovector o eigenvector de A, a un vector v real o
complejo, distinto de cero, para el que existe un valor A, tal que A-v = Av 0 lo

qgue es lo mismo (A — Al)-v = 0 donde | es la matriz identidad.
Definicion 11.3.2:

Dada una matriz cuadrada A de orden n, y v un vector caracteristico de A,
se denomina valor propio, autovalor o eigenvalor de A, a un nimero real o

complejo A que verifica que (A — Al)-v = 0.

Si para un valor A y un vector v se verifica que (A — Al)-v = 0, se dice que
A es un autovalor de la matriz A y v es un autovector de A asociado al autovalor

A.
Definicién 11.3.3:

Dada una matriz cuadrada A de orden n, se denomina ecuacién

caracteristica de A a la ecuacion \A — Al \ =0.

Proposicion 11.3.1:
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Dada una matriz cuadrada A de orden n, A es un autovalor de A si y sélo

Si es una raiz de su ecuacion caracteristica.

Demostracion:

Sea A = (aj) y v = (V1, ..., Vn) un autovector de A asociado al autovalor A.

La ecuaciéon matricial (A — Al)-v = 0 se expresa:

(a1 —A)V1+a9Vo +...+ 810V, =0
a21V1+(822 —}\,)Vz +...+ayVp = 0

Este sistema admite una solucién no trivial para los valores de A para los
que el determinante de los coeficientes |A =2l se anula, por lo que si A es un
autovalor de A es equivalente a decir que es una raiz de su ecuacion

caracteristica. []

Ya que |A - All= 0 es una ecuacion polinbmica de grado n, no puede
tener mas de n autovalores. Si A es una raiz multiple de orden m se dice que el
autovalor tiene multiplicidad m. Por el teorema fundamental del Algebra se
sabe que A tiene exactamente n autovalores contando cada uno tantas veces

como indica su multiplicidad.
Proposicion 11.3.2:

Sivy, Va2, ..., Vim SON M autovectores de A asociados, respectivamente, a
m autovalores distintos A1, A2, ..., Am, €ntonces los vectores vy, Vo, ..., Vi, SON

linealmente independientes.

Demostracion:
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Se demuestra por induccion sobre m. Para m = 1 es inmediato ya que un

autovector no puede ser el vector cero.

Supuesto cierto para k — 1 vectores, se consideran k autovectores vy, Vo,

..., Vx asociados a los autovalores A1, Ao, ..., Ak.

k
Si existen c¢; no todos nulos tales que Zcivi = 0, al multiplicar por la
i=1
k
matriz A se tiene que Zcikivi =0.
i=1

Se puede suponer que al menos una de las constantes cy, Ca, ..., Ck1 €S

k k
distinta de cero, multiplicando Zcivi por A y restando Zcikivi , se anula el
i=1 i=1
k-1
sumando k-ésimo y se obtiene Zci(xk -XijN;j = 0, lo que contradice la
i £l

hipotesis de induccion ya que los autovalores son distintos. Por lo tanto las
constantes c; son nulas para todo i lo que implica que los autovectores son

linealmente independientes. [
Proposicion 11.3.3:

Sea y(X) una solucion del sistema y’ = A-y. Si existe un valor X, tal que el
vector y(Xo) es un autovector de A asociado al autovalor A, es decir A-y(Xo) =

AY(Xo), entonces para todo valor de x se verifica que A-y(x) = Ay (X).
Demostracion:

Se considera la funcién z(x) = y’(x) — Ay(x). Por ser y(x) una solucion del

sistema se tiene que z(x) = A-y(X) — Ay(x), como por hipétesis A-y(xo) = Ay (Xo),
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se verifica que z(Xp) = 0. Aplicando el teorema de unicidad z(x) es la funcién
idénticamente cero y por lo tanto para todo valor de x se tiene que Ay(x) =

Ay (X). [
Definicién 11.3.4:

Se dice que una solucién y(x) del sistema y’ = Ay es una solucién

caracteristica si para alguan valor A se verifica que A-y(X) = Ay (X).
Proposicién 11.3.4:

Sea el sistema y’ = Ay. Para cada autovalor A de la matriz A, existe al
menos una solucion caracteristica del sistema, y(x), que se puede expresar de

AX

la forma y(x) = (vie™, voe™, ..., vne™), siendo v = (v1, V», ..., Vn) Un autovector

asociado al autovalor A.
Demostracion:

Sea A un autovalor de la matriz Ay v = (V1, V2, ..., Vg) Un autovector
asociado a A, sea y(x) = (y1(X), Y2(X), ..., Yn(X)) una solucién caracteristica del
sistema tal que y(0) = v, que existe por la proposicion 11.3.3 y verifica que y’(X)
= A'y(x) = Ly(x). Por lo tanto para todo k, 1 < k < n se tiene que yi'(X) = Ayk(X).
Integrando se tiene y(x) = cke’, y puesto que yi(0) = ci = Vi se obtiene:

bs

y(x) = (vie™, voe™, ..., vpe™). [

El siguiente teorema permite determinar un sistema fundamental de
soluciones y por lo tanto la solucion general del sistema cuando los autovalores

de la ecuacion caracteristica son distintos.

Teorema 11.3.5:
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Un conjunto de soluciones caracteristicas del sistema y’ = A-y asociadas
a autovalores diferentes de la matriz A es linealmente independiente. En
particular si A tiene n autovalores distintos el conjunto de soluciones

caracteristicas es un sistema fundamental de soluciones.
Demostracion:

Sean yi, Y2, ..., Ym Soluciones caracteristicas del sistema asociadas,
respectivamente, a los m autovalores distintos A1, A2, ..., Am. PoOr la proposicion
11.3.2 para un valor fijo Xo, los vectores yi(Xo), Y2(X0), ..., Ym(Xo) son
linealmente independientes y por el corolario 11.2.6 también son linealmente

independientes las funciones y1, Y2, ..., Ym.

En particular, si la matriz A tiene n autovalores distintos, las soluciones

caracteristicas y1, Y2, ..., Yn forman un sistema fundamental de soluciones. [

Para todo k, 1 < k < n por la proposicion 11.3.4 se tiene que yk(X) =
(vklekk,vkzekk,...,vknekk) y por tanto la solucion general y(x) se puede
expresar de la forma:

Vi1 Vo1 Vi1
Y(X) =Cy| ... e)\,1X+ Co| ... ek2x +...+Cph| ... eknx -

Vin Von Vin

AoX 4 An X

= Cl-vl-eklx +Cyvy-e .. tChvp-e

siendo vk = (Vk1, Vk2, ..., Vkn) UN autovector asociado al autovalor Ay.

El sistema fundamental que se obtiene, en general, puede estar formado
por soluciones complejas pero a partir de él se pueden obtener n soluciones

reales linealmente independientes y por lo tanto constituyen un sistema
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fundamental de soluciones; es el resultado de la siguiente proposicion.
Proposicién 11.3.6:

Sean las funciones z;, z,, ..., z, soluciones caracteristicas reales o
complejas linealmente independientes del sistema y’ = Ay, siendo A una matriz
real de orden n, entonces se pueden obtener a partir de ellas n soluciones

reales linealmente independientes.
Demostracion:

Para toda solucién compleja zx = (a + bi)-e*"P% se tiene la solucion zx =
(a — bi)-e“P> Para cada par de soluciones complejas zy, za se obtienen dos

soluciones reales linealmente independientes, que son:
yk = Real((a + bi)-e“") e y» = Im((a + bi)-e“**),
Las funciones yk e yo son combinaciones lineales de las funciones zy y

Zok ya que:

Yk = %(Zk +z2) = €*-(a-cos Bx — b-sen Bx);

1
Yok = ?(Zk —z%) =e*(b-cos Bx + a-sen Bx)
i
por lo tanto son también soluciones del sistema y por construccién son

linealmente independientes. [

Antes del estudio del caso general se recuerdan algunos resultados de

Algebra lineal.
Definicién 11.3.5:

Sea A un autovalor de la matriz A, se dice que un vector yo € R", yo # 0,
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esta asociado a A con multiplicidad m si para el nimero entero m, y no para

otro menor, se verifica que (A — A)™yo = 0, es decir:
yo € Ker(A — )™/ Ker(A — A)™™.
Proposicion 11.3.7:

Sean A1, Ay, ..., Ay, lOS autovalores de la matriz A, con multiplicidades m,,

r
My, .., m;, siendo » my = n. Entonces para cada autovalor Ay existe un
k=1

conjunto de my vectores yy;, j € {1, 2, ..., my} tales que y; esta asociado a Ak
con multiplicidad menor o igual a my y el conjunto de vectores yy;; j € {1, 2, ...,

mg}, kK € {1, 2, ..., r}, es linealmente independiente.
Esta proposicion es consecuencia de las siguientes proposiciones.
Proposicion 11.3.8:

Sea y(x) una solucion del sistema y’ = A-y. Si se verifica que para un valor

Xo, (A — A)™y(xo) = 0, entonces para todo x se verifica que (A — A)™y(x) = 0.
Demostracion:

Sea z(x) = (D - )"(y(x)) = (A = AD)My(x); z(x) es solucion del sistema y’ =
A-y por ser combinacion lineal de y(x) y de sus derivadas, ademas z(xo) = (A —
MMy (xo) = 0y por el teorema de unicidad se tiene que z(x) = 0. [J

Proposicién 11.3.9:

Si y(x) es una solucién del sistema y’ = Ay asociada a un autovalor A con

multiplicidad m, es decir, (A — A)™y(x) = 0 entonces y(x) es de la forma:
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p.(x)

pz(x) ekxl

y(x) = (11.3.2)

p,(x)
siendo pk(x), 1 <k < n, polinomios de grado menor o iguala m — 1.

Demostracion:

Sea y(X) = (y1(X), y2(X), ..., Yn(X)) una solucién del sistema tal que (A —
MMy (x) = 0, por lo tanto se verifica entonces que (D — A)™(yk(X)) =0,1<k<n.

Por otra parte (D — 1)™(y«(X)) = (D — L)"(e™*e™ y\(x)) y aplicando el lema
10.3.1: (D — M)™(yk(X)) = D™ (e y\(X)).

XX'Dm

Por lo tanto e (e™.yk(x)) = 0; simplificando se obtiene D™(e™:y(x))

0, e integrando yi(x) = pk(x)-€™, 1 < k < n'y grado(px(x)) <m — 1. [

Teorema 11.3.10:

Siempre existe un sistema fundamental de soluciones del sistema y’
A-y, formado por funciones de la forma (11.3.2). Ademas si se conocen los
autovalores de la matriz A, este sistema fundamental se puede obtener

mediante un numero finito de operaciones elementales.
Demostracion:

Por la proposicion 11.3.7 existe un conjunto de n vectores linealmente
independientes yyo asociados a los autovalores Ax de A. Si se determinan las
soluciones del sistema y’ = A-y de modo que verifiquen las condiciones iniciales
yYk(Xo) = Yko, €stas funciones seran linealmente independientes y de la forma

(11.3.2).
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Ademas si L es un autovalor cualquiera con multiplicidad m se pueden

obtener m soluciones linealmente independientes del sistema de la forma y(X)

Pi1(X)
Pi2(x) eh

X, con pji(x) polinomio de grado i con coeficientes indeterminados,
Pin (X)
siendoi<m-1.

Para i = 0, sustituyendo y(x) en el sistema se obtiene un sistema de
ecuaciones algebraicas lineales en los coeficientes indeterminados de los
polinomios. Este sistema puede que no tenga solucion, que tenga una o que
tenga varias soluciones no triviales linealmente independientes. Se repite el
proceso para i = 1 y se obtienen 2n ecuaciones lineales en los 2n coeficientes
indeterminados. Se continda el proceso hasta i = m -1, hasta obtener m

soluciones linealmente independientes.

Haciendo lo mismo con los otros autovalores se obtiene un sistema

fundamental de soluciones. [

Se puede precisar mas el proceso seguido para calcular los autovectores

correspondientes a autovalores multiples utilizando conceptos algebraicos.

Dado el sistema y’ = Ay, puede ocurrir que la matriz A sea diagonalizable
0 que no lo sea. En el caso en que la matriz A sea diagonalizable, entonces
existe una matriz diagonal D y una matriz P regular tal que P1D-P = A,
entonces existen n autovectores v; linealmente independientes, que son las
columnas de la matriz P de cambio de base. Estos autovectores son las bases
de los subespacios Ker(A — A;), siendo A; los autovalores de la matriz A. Las

soluciones linealmente independientes del sistema son de la forma @i(x) = v;-
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ehix

Cuando la matriz A no es diagonalizable el nUmero de autovectores que
se obtienen de las bases de los subespacios Ker(A — ;) es un valor kK menor

qgue n y por lo tanto el numero de soluciones linealmente independientes de la

forma @i(x) = vi-e™ es también k. Las n — k soluciones restantes son del tipo
Pi1(X)

i(X) = e™*, pi(x) es un polinomio tal que grado(p;(x)) < m — 1 siendo

Pi2(X) | 5
Pin (X)
m la multiplicidad de 2.

En la siguiente proposicion se desarrolla un método para simplificar el

calculo de estos polinomios.
Proposicion 11.3.11:

Sea A un autovalor de A de multiplicidad s tal que en el subespacio Ker(A
— Al) solo se encuentra un autovector v; linealmente independiente; entonces
se pueden encontrar s soluciones linealmente independientes del sistema y’ =
Avy, de la forma: ¢1(x) = vi-e™* tal que (A — Al)-vy =0y paratodo j, 2 <j <,

_ Xs—l Xs—2
PO =y T G

.. +vj)-e™ tal que (A - Al)-vjq = v;.

Demostracion:

Si A es un autovalor de A de multiplicidad s tal que en el subespacio Ker(A
— Al) sélo se encuentra un autovector v; linealmente independiente se tiene

una solucién del sistema: @1(x) = vi-e™.

Una segunda solucién se busca de la forma @(x) = (vix + vy)-e**. Para
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determinar v, se aplica que @2(x) es solucién, es decir @,'(X) = A-@2(x), por lo
tanto vi-e™ + (Vi-X + Vo) A-e™ = A-(Vix + vy)-e™,

Simplificando se tiene v; + vi-X-A + VoA = A-vi-X + Av,. Aplicando que
A-v1 = A-v; se obtiene: vy + vyA = A, y por lo tanto v, = (A — Al)-va.

2
, X
La tercera solucion se busca de la forma @3(x) = (vl-7 + Vo X + V3)-e™,

Se sustituye en el sistema:

2 2
X X
(Vi-X +Vvy)-e™ + (v1-7 +VoX + v3)he™= A-(v1-7 +VyX + vg)-e™
Se simplifica:
X2 x2
Vi-X+Vy+ v1-7 A+ Vo XA+ VgA= A-v1-7 + AvaX+ Avs.
Se aplica que A-v; = Avy y que Vi + VoA = Av por lo que se obtiene v, +

v3-A = Avg, es decir (A—-Al)vz =Vs.

Anélogamente se calculan las distintas soluciones hasta ¢s(x) que es de

s-1 s-2
X AX

5o VP siay TV

la forma: @s(x) = (V1-

Se sustituye en el sistema y se simplifican términos teniendo en cuenta

que (A-Al)vi =0y que (A-Al)vj=vj,paratodoj, 2<j<s - 1:
(A=Al)Vs1 =Vs. []
Otros resultados algebraicos que conviene recordar son:
Proposicién 11.3.12:

La suma de los autovalores de una matriz A es igual a la traza de Ay su
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producto al determinante de A.

Proposicién 11.3.13:

Si A es una matriz simétrica entonces A tiene todos sus autovectores
reales y ademas tiene n autovectores ortonormales.

Otro método para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales es
calcular directamente la matriz fundamental, lo que conlleva calcular la

exponencial de una matriz, que se desarrolla en el siguiente apartado.

Ejemplos'resueltos

OI—X—y+z
dt
Ejemplo 11.3.5: Calcular la solucion general del sistema ((jj_)t/=X+Z
d—Z—x+y
dt
-1 1 1
Se resuelve la ecuacion caracteristica: | 1 -1 1 =0=>
1 1 -1
2% 43X +2 = 0. Los autovalores son A1 =A, = -1y Az = 2.
1 1 1)(x 0
Se determina el subespacio Ker(A+1): |1 1 14y |=10], que tiene
1 1 1/\z 0
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1 1
dimensién 2 y por lo tanto una base esta formada porv;=|-1| yv,=| 0
0 -1

Existen por tanto dos autovectores linealmente independientes asociados

1
al autovalor —1, y dos soluciones linealmente independientes @i(t) = | -1|e™y
0
1
p2(t)=| 0 [e"
-1
-2 1 13\(x 0
Se determina el subespacio Ker(A -2I): | 1 -2 1 Hy|=1]0].Un
1 1 -2\ z 0
1 1
autovector de este subespacio es vz = | 1| y la solucion ¢s(t) = | 1|e?.
1 1
Por lo tanto la solucion general del sistema es
1 1 1
(p(t) =K;| -1 -e't + Ks| 0 ~e't + Kjz| 1 'GZt.
0 -1 1
: _ 1-D 2 \y 0
Ejemplo 11.3.5: Resolver el sistema = :
-2 5-D )\ z 0
] . - — 2
Se calculan las raices de la ecuacion caracteristica 5 ﬂ,‘ =0=

2> = 6)1 + 9 =0y se obtiene un autovalor doble A = 3.

-2 2 0
Se determina el subespacio Ker(A — 3I): [ 5 ZJ[ZJZ(O] y se obtiene
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. 2) . . . .,
un unico autovector vi = [2) linealmente independiente. Una solucion es @1(X)

-2 2 2
Se busca un vector v, tal que vi= (A - 3l)vy = ( ) 2](y]:[ ) y se

1 2 1
obtiene v, = (Zj Otra solucion es @2(x) = ([ij + (2])-e3x.

Por lo tanto la solucion general del sistema es:

o(x) = Kl@-éx . Kz(@-x + @)-ey).

Ejercicios

11.7. Resolver el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

—=3X-y +2z
ddt Y
y
—=-X+5y -2
%t y
z
—=X-Yy +3z
dt Y
dy =2y +2
11.8. Calcular la solucién general del sistema: ddzx
O =-y +4z
X

11.9. Encontrar dos soluciones linealmente independientes del sistema:
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dy
— =y -52Z
5,
z
—=2y-z
dx y
d_x_y
dt
11.10. Resolver el sistema Z—i/:Zy—z con las condiciones iniciales x(0) = 2,
d—Z——x+y+z
dt
y(0) = 3, z(0) = 4.
X 1 1 1
11.11. Calcular la solucién general del sistema: | y' |=| 2 1 1|1y
z 0 -1, 1)z

. y' 0 1\(y
11.12. Resolver el sistema: = ' )
z -1 0/\z

11.4. EXPONENCIAL DE UNA MATRIZ

El conjunto de las funciones matriciales tiene estructura de espacio

meétrico, por lo que se puede hablar de limites, series, derivadas ... de

. .« . . . ’ 2 . -
funciones matriciales, y es isomorfo al espacio euclideo R" . Definiendo como
producto interno el producto de matrices se tiene una estructura de algebra.
Si se compara un sistema con la ecuacion y' = avy, de solucion y = e®.C,
se puede pensar que la solucion del sistema y’ = A-y es de la forma y = e™.C.

Para ello se debe definir la exponencial de una matriz.

Definicién 11.4.1:
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Sea A una matriz constante. Se define la exponencial de la matriz A

mediante la expresion:

2 n 0 n
eA:|+A+A—+...+A—+...: A—.
2! n! n!
n=0
2.2 nyn 00 nyn
A“X A'X A" X
Por lo tanto e™ =1 + Ax + L e '
n! n!

En cada término de la matriz se tiene una serie numérica y como la serie
de Taylor asociada a la funcion exponencial converge en todo el plano

complejo, puede probarse que tal matriz siempre existe.

Cuando la matriz A es diagonal o es nilpotente, la expresiéon de e” se
simplifica considerablemente con respecto a su forma general, como se

demuestra en las siguientes proposiciones.

Proposicion 11.4.1:

A O .. 0
. . 0 iy ..
Si A es una matriz diagonal de orden m, A = , entonces
0 0 .. Anm
el 0 0
7“2
oA = 0 e 0
0 o0 etm
Demostracion:
k
A0
. . . K10 Kk
Si A es una matriz diagonal se tiene que A" = 2

0 0 ..
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Por lo tanto:
2
x—l 0 0
0 0 A O 0 2!
2
A
et = 0 0 + 0 2 0 + —2 0 | +..+
2!
0O O 1 0O O Am kz
0 0 m
2!
}\‘n
L 0 .. 0 N
n! e 0 0
Al A
2 0 |+ = 0 e"? 0 0
n! 'K 'Rl
e }\‘
n 0 0 e’m
0 0 k_m
n!

Definicion 11.4.2:

Una matriz A es nilpotente si existe k e N tal que A* es la matriz nula.

Proposiciéon 11.4.2:

Si A es nilpotente entonces e” tiene un nimero finito de sumandos.

Esta proposicion es una consecuencia inmediata de la definicion de matriz

nilpotente.

11.4.1. Propiedades de la exponencial de una matriz

1

2.

. Si 0 es la matriz nula entonces e° = |

Si | es la matriz identidad y r € R entonces e"' = e"|

Si Ay B son matrices de orden ny A-B = B-A, entonces e"*? = e*.e®.

Sir, s € Ry A es una matriz de orden n entonces e**s = e*.e”s .

La exponencial de la matriz A, *, es regular ya que det(e”) = "™,

La inversa de la exponencial de una matriz (€*)* = e™, ya que e*.e™ =

e =,
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Proposicion 11.4.3:
La matriz €™ es una matriz fundamental principal del sistema y’ = Ay,

Demostracion:

+00 n
. X .
Al derivar ™ = E A" — se tiene que:
n!

n=0
+00 n-1 +00 n-1
dx = n! ] (n=21)!

Por lo tanto €™ es una matriz fundamental del sistema y’ = A-y.

Ademas cuando x = 0 entonces e = | por lo que ademas es una matriz

fundamental principal del sistema. [

11.4.2. Céalculo de la funcién matricial e**

., .. .. y':Ay . Ax .
La solucién unica del problema de valor inicial y(0)=y esy=e"yy. Si
I:A
se considera el problema mas general {y{x )_yy , la solucion es y = eA(X~%0)

Yo.

En ambos casos hay que calcular la matriz e**, por lo que se va a

desarrollar un procedimiento util y efectivo para calcular dicha funcion matricial,
Proposicion 11.4.4:

Si A es una matriz diagonalizable, tal que A = P-D-P™, siendo D una matriz

diagonal, entonces e = P-e™.P. Ademas det(e™) = ez

Demostracion:
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M O .. O
0 % .. O

Sea A = P.D-P! siendo D = 2 1y Az, . An los
0 0 .. A

autovalores de A y las columnas de la matriz P los autovectores asociados a
dichos autovalores. Entonces:

A?=(PDPhH.(PDPH=PD*P,A*=PD*P*!

y en general Vn € N se tiene que:

A"=pD"P*,

por lo tanto:

400 Xn +00 Xn
M= Y A= 3 (P.D"-PTH I =pe™P.
n=0 n! 10 n!

e’ 0 0
AoX
Por la proposicion 11.4.1 e™ = P. 0 e 0 |pt,
0 0 ehnX

Ademas ya que det(A) = det(D) se tiene:

det(e™) = det(e™) = eM1X .gh2X . ghnX = glazabx

Proposicion 11.4.5:

Si A es una matriz no diagonalizable, y A = P-J-P, siendo J una matriz de
Jordan entonces ™ = P-(e™.e"*).P™, D matriz diagonal y N matriz nilpotente.

Demostracion:

Si A no es diagonalizable se tiene que A = P-J-P™, siendo J una matriz de

Jordan y la matriz P tiene por columnas los autovectores asociados a los
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autovalores de la matriz A. J no es diagonal, pero J = D + N, siendo D una

matriz diagonal y N una matriz nilpotente por lo tanto:

eAX - P'eJX'P_l - P'e(D + N)X'P_l - P'(eDX'eNX)'P_l. D

11.4.3. Estudio del caso general

A continuacion se analiza el caso en el que la matriz A no es constante.
En el caso de una ecuacion de primer orden, y' = b(x)y, la solucién se puede

[b(x)dx

expresar de la formay = Ce . Si ahora se analiza el sistema y’ = A(X)y

[ A(x)dx

se puede pensar que la solucion sea de la formay = e C. Esto es asi

cuando se cumplen las condiciones de la proposicion que se presenta a

continuacion:

Proposicién 11.4.6:
Sea el sistema y’ = A(x)y; B(x) = J.A(x)dx. Si AX)-B(x) = B(x)-A(X)
entonces e?® es una matriz fundamental del sistema.

Demostracion:

+00 n 2
Al derivar e® = ZM = | + B(X) LB (BeN" +..,s€
o M 2! n!

1d
2! dx

(B(X))* + ... + 1d BO))" + ...
n! dx

tiene que di(eBX) =0+B'(x) +
X

:—X(B(X))z = ;—X (B(x)-B(x)) = B'(x)-B(x) + B(x)-B'(x) = A(X)-B(X) + B(x)-A(X)

Si A(X)-B(x) = B(x)-A(x) entonces c(ij_x (B(x))? = 2B'(x)-B(X). Andlogamente
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si A(X)-B(x) = B(x)-A(x) entonces :_x (B(X))" = n-B’(x)-(B(x))"™.

Por lo tanto e® es una matriz fundamental del sistema y’ = A(x)-y. [

Ejemplos resueltos

2 0
Ejemplo 11.4.1: Dada la matriz diagonal D = (O J y la matriz

; 1 1 D,, oN
nilpotente N = .Calculare~ ye".

2 0 n
D= ( j es una matriz diagonal por tanto D" = (2 0 ] n € N,

0 - 0 (-p°
1 0 2 0 n
por consiguiente e® = + PR 0 + .. =
0 1 0 -1 0 (="
© AN
2 9
a0 4 e2 0
0 n -1
(-1) 0 e
0 Z n!

I
o

1 1
N = [ ] es una matriz nilpotente pues N? = 0 y por tanto N"

vn e N, n > 2, por consiguiente:

el P D6 Y

Ejemplo 11.4.2: Calcular una matriz fundamental del sistema y’ = Avy,

. 5 -6
siendo A = )
2 -2
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La matriz A es diagonalizable. Se calcula la matriz diagonal asociada D =

2 2
[ gj la matriz de cambio de base es P = (

3 , 1
y Su inversa es P =
1 2
2 -3
5 , por lo tanto:

M= p. e?X o plc 4e2X _3eX _pe?X 4peX
0 e* 2e2X _2eX _3e2X 44X

Este célculo se puede simplificar sin necesidad de hallar P, Aplicando
gue cuando ®(x) es una matriz fundamental y P una matriz regular entonces
®@(x)-P es también una matriz fundamental. Y ya que e?*P = P-e®*P*.p = p.e™*,

se tiene que:

2 3 2x 2X X
P.e™ = [ j € 0 = 262 3e es una matriz fundamental.
1 /)2 0 e e<X 2e*

Ejemplo 11.4.3: Calcular una matriz fundamental del sistema y’ = Ay,

. 3 1
siendo A = ( j .
-1 1

. . i . 2 1
La matriz A no es diagonalizable pero es semejante a J = (0 2] con la

1 0
matriz de autovectores P = ( 1 J.

2 0 0 1 _ : 2
J=D+N-= + , D es diagonal y N nilpotente, N = O.
0 2 0 0

J?=(D +N)>=D?+ DN + N-D + N* = D? + 2D-N.

Y en general:
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n n-1
F=p'+2D"N= |2 O |40 n2TT)
o 2" 0 0

n=0

e2X o 0 iM e?X o
Por lo tanto: e”™ = + nl = +
0 0

-1 1 0 2x

- 1 0 2X 2X
Por consiguiente e = ( j.(e xe J pL
e

Una matriz fundamental del sistema es:

1 0) (e2X xe2X e 2X xe 2X
[_1 1]' 0 e2X | |_e2X _ya2X e2x |

Otro método para obtener e’ es expresarla de la forma:

0 1)
X 0 X 2x 2x
e(2|+J-2|)x — er_I_e(J-ZI)x s e(o 0 = e ||t —|€ Xe '
0 0 0 g2X
Analogamente se puede obtener ™,
1 1
Ax (21+A-21)x 2% | A (A-2I)x o | L1 1) 2x X X
e = e = e le = e“le = eI+ =
—X —X

e?X 4 xe?X xe2X
_ ya2X 2x 2x |

Xe e — Xe

Ejemplo 11.4.4: Calcular una matriz fundamental del sistema y’ = A(x)-y,

1 2
siendo A(x) = [2 1XJ :
X
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B(x) = IA(x)dx: (XZ Xz].

X X

Las matrices A(xX) y B(x) conmutan ya que A(X)-B(xX) = BX)-AX) =

x+2x3 3x2
3x2 X + 2X

1 1 X+x? X+x2 x—x2
cp(x)=( j € 0 1=1¢"", € " |también.
1 -1 0 eX—X XX _gX=X

3} por lo tanto e es una matriz fundamental del sistema. y

Ejercicios

11.13. Calcular una matriz fundamental del sistema y’

LY

Avy, siendo A =

(Solucion: @(x) = (

1 2
11.14. Calcular una matriz fundamental del sistema y’ = [ ) 5) .

3X 3x
(Solucién: d(x) = | ¢~ (172)e )
e’  —2xe°*

1
11.15. Calcular una matriz fundamental del sistemay’ = | 1 0 1|vy.
0

[ERN
[

11.16. Comprobar si e®® es una matriz fundamental del sistema y’ = A(x)-y,

siendo A(x) = (3i2 42XX3J yB() = [A(x)dx.
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11.5. SISTEMAS LINEALES NO HOMOGENEOS

En esta seccion se estudian distintos métodos de resolver los sistemas
lineales no homogéneos, el método de variacién de constantes, que es valido
para cualquier sistema lineal completo, el método de coeficientes
indeterminados y utilizando el operador diferencial D, que Unicamente pueden
utilizarse cuando el sistema lineal homogéneo asociado tiene los coeficientes

constantes, y la funcion b(x) adopta determinadas formas.

11.5.1. Método de variacion de las constantes

El método de variacion de las constantes o método de variacion de
pardmetros, como procedimiento para resolver un sistema lineal no
homogéneo, es muy similar al que se utiliz6 para resolver ecuaciones lineales

de primer orden y de orden superior no homogeéneas.

Sea y’'(x) = A(x):y(x) + b(x) el sistema lineal no homogéneo que se quiere
n
resolver y sea y(x) = chyk (x) la solucion general del sistema homogéneo
k=1
asociado que se expresa de la forma y(x) = ®(x)-C, siendo ®(x) una matriz
fundamental del sistema. Se busca una solucion particular del sistema no

homogéneo que sea de la forma @,(X) = @(x)-v(x), siendo v(x) = (vi(x), v2(x),

..., Vn(X)) una funcién vectorial que hay que determinar.
Al derivar la expresion anterior se obtiene:
¢'(x) = D*(X)-v(X) + D(x)-v'(X),

gue al sustituir en el sistema:
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@ (x)-v(X) + D(X)-vV'(X) = A(X)-D@(x)-v(X) + b(x).

Al ser ®(x)-una matriz fundamental del sistema homogéneo verifica que
®'(x) = A(X)-®(x), por lo que al sustituir este resultado en la expresién anterior

se obtiene:
D(x)-v'(X) = b(x).

Como ®(x) tiene inversa por ser una matriz regular, se puede multiplicar

por su inversa:
V(X) = @7(x)-b(x)

y al integrar se obtiene:
v(x) = | ®*(s)-b(s)-ds.

Si se puede encontrar una funcion v(x) que verifique esta condicion,

entonces @, = ®(x)-v(X) es una solucion particular del sistema:
9p() = O(x)- [ 7 (s)-b(s)-ds.

Por el teorema 11.2.11 la solucion general ¢4 se puede expresar
sumando la solucion general del sistema de ecuaciones diferenciales lineal
homogéneo asociado a una solucion particular del sistema de ecuaciones

diferenciales lineal completo: o4 = y + @, €s decir:

Pg(X) = w(X) + @p(X) = @(X)-C + ®(X)-I @(s):b(s)-ds.
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11.5.2. Sistemas lineales no homogéneos con coeficientes
constantes

El método que se estudia a continuacion es similar al que se ha

desarrollado para los sistemas homogéneos. Permite reducir de una forma

sistematica un sistema lineal a una ecuacion diferencial de orden superior y a

partir de la solucion de ésta resolver el sistema.

Reduccion a una ecuacion diferencial mediante el operador
diferencial D
Se considera el sistema lineal de primer orden con coeficientes

constantes E-y’'(x) + Ay(X) = b(X) , siendo A y E matrices cuadradas de orden n

y b(x) una funcién vectorial que se puede expresar por:

e11y1(X) +eray2' (X)+...+enyn' (X)+ag1y1(X) +apy2(X) + ...+ 81 Yn(X) = by(X)

€21Y1 (X)+€00Y2(X)+ oo+ €onyn' (X)+822Y1(X) + B0y 2(X)+ oo+ Bon Y (X) = by(X)

en1Y1 (X)+en2y2' (X)+...+€nnyYn(X)+an1y1(X) +an2y2(X) +...+ annYn(X) = by (X)

Aplicando que D(y) =y’ el sistema anterior se puede expresar de la forma:

(11D +a11)y1(X) +(€12D +a12)y2(X) +...+(€1nD + a4 )yn(X) = by(x)
(€21D +az1)y1(X)+(€22D +a2)y2(X) +...+(€20D +azp )yn(X) = bp(x)

(en1D +an1)y1(x) +(en2D +an2)y2(X) + ...+ (€nnD +ann )yn(X) = by(X)
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e;iD+a;; eppD+agy ... e D+ay,
ep1D+az; expD+a ... eD+a

Sea el operador A(D) = | 217 72l T2 2n 20| que
emD+an eppD+any ... eppnD+any,

se supone que no es el operador nulo.

k)
611D+all 812D+a]_2 bl(X) elnD+a1n
Se define A((D) =|€21D +a21 expD+ap; ... ba(x) ... eypD+ap,

Esta expresion, que matematicamente no tiene sentido ya que es un
determinante en el que en la columna k aparecen funciones y en el resto

operadores, es una forma de recordar la siguiente definicion:
Ak(D) = Aw(D)(b1(X)) + Az(D)(b2(X)) + ... + An(D)(bn (X)),

siendo Aj(D) el operador de grado n — 1 que se obtiene de A(D) al eliminar la

filajy la columna k.
: - n = 0 1 22 n-1n-1
SlA(D)—ro+r1D+...+rnD ijk(D)—Sjk + Sik D+Sjk D + ...+ Sjk D

AD)(Yr(X)) = royk(X) + r1y’x(X) + ... + rnyx”(x)

n-1 n-1 ‘&= n-1
AD) = Y D' (by(x)) + 3 sh, D' (bp(x)) + ..+ Y sh, D! (by(x))
i=0 i=0 i=0

n (n-1_ )
Por o tanto royk(x) + r1y’c(X) + ... + ry«"(x) = Z[Zsljle (b; (x))}’ HEk
j=1\i=0

Asi se obtiene una ecuaciéon diferencial de orden n. Una vez obtenidas

cada una de las funciones yi(x) en funcién de n constantes, hay en total n?
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constantes que se eliminan hasta dejar solo n sustituyéndolas en el sistema.

Método de coeficientes indeterminados

Este método es similar al que se ha desarrollado para las ecuaciones
diferenciales lineales de orden n. Consiste en buscar una solucién particular

“parecida” al término independiente b(x).

Tiene el inconveniente de que soélo se puede utilizar si el sistema
homogéneo asociado es de coeficientes constantes y si b(x) es una funcién
vectorial polindbmica, exponencial o formada por senos y cosenos, y por sumas
y productos de estas funciones. Tiene la ventaja de su sencilla resolucion. En el
caso en que la solucion particular que se deberia probar, ya esté contenida en
la solucion de la homogénea, entonces se multiplica por x°, siendo s el menor

namero natural que elimine esta dificultad.

En los ejemplos resueltos a continuacion se comentara este metodo.

Ejemplos resueltos

Ejemplo 11.5.1: Utilizar el método de variacion de las constantes para

resolver el sistema:

y'+Y + 2z = COS X + senx
Z'+2y +Z = senx — cos X

. . , y'+y +2z2=0 ,
Se resuelve primero el sistema homogéneo gue tiene

Z4+2y +z=0
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-1-2 -2
-2 -1-A

como ecuacién caracteristica

‘:O:X2+ZX—3:O,cuyas

raicesson A =1y A =-3.

_ . . y(x) _ Al X
Para A = 1 se buscan soluciones de la forma: = -e” siendo
z(x) B1

A1, B; constantes a determinar: —2A; — 2B; = 0 = A; = — B; = K1. Un

1 1
autovector es: ( J y una solucion es: @1(x) = [ Jex.

Para A = -3, se buscan soluciones de la forma: (

y(X)J

A
= | 72 |.e** siendo
z(X) B,

A>, B, constantes a determinar: 2A; — 2B, = 0 = A, = B, = Ks. Un autovector

1 1
es: (J y una solucion es: @,(x) = (J-e'”.

La solucion general del sistema homogéneo es:

1 1
QH(X) = (ZE:))J = Kl-(_J.eX + KZ.(l),e—sx

Se busca una solucion del sistema no homogéneo de la forma:

(P(X) = (ZE:;) = Cl(x).(_llj .ex + CZ(X)(iJ ,e-3x

siendo C;(x) y C,(x) funciones que se obtienen integrando las soluciones del

sistema:

Cy (x)eX +Cy' (x)e X =cos X + senx
ZCy ' (x)eX +Cy' (x)e 3 =senx — cos X
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C1'(x) = e™.cos x
C,'(x) = e¥*.sen x.
Integrando:

s e
Ci(x) = 7-(sen X — COS X)

< 3x
Co(x) = 5 -(3sen x — cos x)

\

Una solucion particular del sistema no homogéneo es:

Yp(X)= l(senx —CO0S x)+i(35enx —COSX) = isenx —icos X
P 2 10 10 10

1 1 2
Zp(Xx)=—(-senx +cos X)+—(3senx — Cos x) = —senx + —Ccos X
2 10 10 5
Por lo tanto la solucion general del sistema es:

_ 1 1 8 6
x) = KieX +Koe 3* 4+ =(senx —cos X) + —(3senx — cos X ) = — senx — —cos X
y(x)=Kj 2 2( ) 10( ) i 0

2(x) =-KeX +K,e 3 +1(—senx +COS X) +i(35enx —COSX) = ~2 senx +2cos x
2 10 10 5

Para resolver este sistema por el método de los coeficientes
indeterminados, se busca una solucion “parecida” a b(x) que esta formado por

sumas de senos y cosenos, por lo que se prueba con:

_(a L(C
op(X) = b sen x q -COS X.

Al imponer que sea solucion del sistema se obtiene: a = 8/10, b = -2/10, c

=-6/10, d = 2/5.

Ejemplo 11.5.2: Resolver el sistema:
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{y'+z'+2y +zZ=X
2

Z'+5y +3z =X
El sistema expresado en forma matricial mediante el operador D:
D+2 D+1Yy) [ X
5 D+3)\z) (x?)

D+2 D+1
5 D+3

El operador A = =D+ 1.

Ay(X) =

X +1—(D+3)(x) (D +1)(x%) =1 + 3x — 2x — X°
x> D+3 - '

(D + 1)(y(x)) = 1 + x = X7,
ecuacion diferencial de segundo orden que tiene como solucién general y(x) =

Ci-cos x + Cy-sen X + yp(x), siendo yp(x) una solucion particular de la ecuacion

no homogénea: yp(X) = ax? + bx + d.

D®+ D)(yp(x) =1+x-x*=2a+ax’ +bx+d=1+x-x*=>a=-1,b=

1yd=3=yp(X)=—x*+x+3=y(x) = C1-c0S X + Ca-s€n X — X* + X + 3.

= (D + 2) (x*) -~ 5x = 2x + 2x* — 5x.

D+2
Az(X) =

5 x2

(D* + 1)(z(x)) = -3x + 2x°,

ecuacion diferencial de segundo orden que tiene como solucion general z(x) =
Cs-cos x + Ca-sen x + zp(X), siendo zp(x) una solucion particular de la ecuacion

no homogénea z,(x) = ex” + fx + g.

(D® + 1)(zp(X)) = 3x+2x° > 2e +ex’ +fx +g=-3x+2xX’=>e=2,f=-3

y g =—4=2zp(X) = 2x* - 3x — 4 = 7(X) = C3-C0s X + C4-sen x + 2x° — 3x — 4.
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Sustituyendo en la segunda ecuacion:

5C1+C4+3C3=0y-C3+5C,+3C4,=0=
1 1
C]_ = g(—3C3 — C4) Yy Cz = E(CS — 3C4)
La soluciéon general del sistema:
_1 1 2
y(X) = g(—303 — Cy)-cos x + g(03 —3Cy)senx—x"+x+3

z(x) = C3-cos X + Cy-sen x + 2x° = 3x — 4.

Se observa que también se podia haber resuelto el sistema de una forma
mas rapida calculando z(x) y sustituyendo su valor en la segunda ecuacion

para calcular y(x).

Para resolver este sistema por el método de los coeficientes
indeterminados, se busca una solucion “parecida” a b(x) que esta formado por

polinomios de segundo grado, por lo que se prueba con:

or(X) = @ X2+ (:’j A @

Al imponer que sea solucion del sistema se obtiene:a=-1,b=1,d=3, e

=2,f==-3yg=-4.

Ejemplo 11.5.3: Resolver el sistema:

yI—Z'—Z :eX
Z+y —z=e%
2X

Al derivar la segunda ecuacién se obtiene: z" +y' — 2z’ = 2e

Se despeja y’ en la primera ecuacion y se sustituye en la anterior:
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Z”+(Z’+Z+ex)—Z’:262X2>Z”+Z:262X+ex,
ecuacion diferencial lineal de segundo orden que tiene como solucién general:
z(x) = C1-c0s X + Ca-sen x + Z,(x), siendo z,(x) = Ae*™ + Be”.

(D? + 1)(Ae®™ + Be¥) = 2e® + ¥,
: 1 2
de donde se obtiene B = > yA= E por lo tanto:

2
z(x) = C1-c0s X + Cp-sen X + gezx + %ex

Al sustituir en la segunda ecuacion:

y(X) = (C1 — Cp)-cos X + (Cq + Cp)-sen x + %ezx.

Para resolver este sistema por el meétodo de los coeficientes
indeterminados, se busca una solucion “parecida” a b(x) que esta formada por

exponenciales, por lo que se prueba con:

v )

Al imponer que sea solucion del sistema se obtiene: a =3/5,b =0, e =

2/5y f=1/2.

Ejercicios

11.17. Utilizar el método de variacion de las constantes para resolver el sistema

y'+2y +4z =1+ 4x

. 3.2
Z+y-z==X
y 2
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y'-y —z=3Xx

11.18. Resolver el sistema { )
Z+2y +Z2 =X

] ] — X
11.19. Calcular la solucién general del sistema y+ez+y +7z=e"+ 2.
z7-2y +3z=e*-1

_ y'+y —z = sec 2X
11.20. Integrar el sistema

Z+5y -z=0
11.6. EJERCICIOS
1 1
11.21. Hallar ™, siendo A = | 1 2 1 | y utilizar este resultado para
-2 -2 -1

resolver el sistemay’ = Avy.
1+x X X

(Solucién: ™ =| x 1+x x |€9
-2X -2x 1-2x

1 X
11.22.Sea A(x) = (Xz x3j’ x € R. Probar que A%(x) = (1 + x*)-A(x) y calcular

e,
X 21 6
11.23. Calcular la solucién general del sistema | y' | =|{0 2 -5
z 0 0 2)\z
1 1 0 1 0 0

2
(Solucion: o(t) = K1| 0 |-e2+Ka| |0t +| 1 |le2 +Ka||0 %+ 1ht+|—6 %eZt)
0 0 0 1 0 1
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X' 1 0 0)(x
11.24. Resolver el sistema homogéneo |y' | = | 2 2 11|y |.
z 0 1 0)lz
0 0 0 0) , (O 1
(Solucion: o(x) = K| 1 el Kol 1l 4] 1]let +Ks 1%+ 10t + olet)
1 1 0 1 0 0
. . y'+zZ -y =2x+1
11.25. Calcular la soluciéon general (y(x), z(x)) del sistema RAS :
2y'+27'+y =X

., 2 1, 4
Solucién: y(x) = —x - =, z(x) = =x*+ —x + C).
( y(x) 3 (x) 5 3 )

y''-3z +4y =e”*

11.26. Calcular la solucién general (y(x), z(x)) del sistema
Z'+3y'+4z=e"%

(Solucién: y(x) = K;-cos x + Kz-sen X + Kz-sen 4x + K4-c0Ss 4x + i(Sex - 3e”)
z(x) = K1-sen x — K,-cos x + K3-c0s 4x — K4-sen 4x + %(—3@‘ +5e™)

11.27.Utllizar la transformada de Laplace para resolver el sistema

'—Z'+2y =3
{y i con las condiciones iniciales y(0) = 1, z(0) = 2.

3y'+z2-22 =0
o _ 1 X -X — 1 X -X
(Solucion: y(x) = g(3e —-7e"+12), z(x) = g(9e +7e7)

11.28. Utilizando la transformada de Laplace encontrar la solucién particular del

'=3y -z
sistema {y' y , que verifica que y(0) = 1, z(0) = 2.
Z=y+z

(Solucién: y(x) = (1 — x)e®, z(x) = (2 — x)e®™).

11.29. Resolver el siguiente sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:
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X'+2X'+2y'+3Z'+x =1
y'+z2-x=0
X+z=0

-3 -3 -3
—t — —t —t
(Solucion: x(t) = Kie 2 = + % y(t) = %SKle 2 4 %t + Ko, 2(t) = gKle 2')

X+y'+y =1
11.30. Calcular la solucién general del sistema: < X'—z'+2x+z =1.
y'+Z'+y +22=0
-4 -4 -4,

—t 't 4 —
(Solucion: x(t) =K,e 5 + % y() =4K1e 5 +Koe'+1,z(t) = ?zKle 5 - X))

N | =

(D - 2)x — 3y = 2e?

gue verifica las
-X+(D-4)y = 3¢t

11.31. Calcular la solucion del sistema {
. .. 2 1
condiciones iniciales x(0) = = y(0) = 3]

(Solucién: x(t) = e™ — ge”, y(t) = e - %em)

(D-1)x+Dy=2t+1

11.32. Resolver el sistema |
(2D +1)x + 2Dy =t

(Solucion: x(t) = —t + K, y(t) = %tz + 2t + Ki)

2X'+y'-4X -y = et

11.33. Calcular la solucién general del sistema
X+3x+y =0

(Sol: x(t) = K;-cost + Ky-sent — %et, y(t) = (K1 — 3Ky)-sent — (3K; + K3)-cost +

2e).
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1 1 _ _X _
11.34. Resolver el sistema {y +tz-y+3z=e " -1

y'+zZ+2y +z=eX + x
1 3 5 “Ix
Solucion: y(x) = — + 2x + 2 e?X +K,e 5
( y(x) TR ET, 1e5 |
1), 2 529 Ix
- 2X -X =
zX)=|—=|(—e"+e"+ — - —x-3Kje > ).
) (Zj(ﬂ 49 7 e )
. : X'+X — 5y =sec 3t
11.35. Calcular la solucion general del sistema .
2Xx+y'-y =0
y1 -6 1 1) (Y1
g : y2' 1 -6 111Y2
11.36. Hallar la solucion del sistema = . que
3 1 1 -6 1 Y3
Ya 1 1 1 -6)\ys
y1(0)) (4
0 0
verifica que y2(0) :
3(0)| |O
y4(0)) O

11.37. Calcular la solucién general, para x > 0, del sistema:
' 07 0
(VJ: =3 3 (VJ +|1+Inx
2 x2 x)\f x2

11.38. Hallar la solucion del sistema [y'J:
Z A

O X |w

(y] gue verifica las

X |w

condiciones iniciales y(1) = 1, z(1) = 1.

., . y' (7 -12\(y senx
11.39.Hallar la solucion del sistema = : + que
zZ)\2 -3 )\z COSX

verifica las condiciones iniciales y(0) = 0, z(0) = 0.



771 Capitulo 11°: Ecuaciones diferenciales © M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA

) (4 2 oX
11.40. Hallar la solucion del sistema (yl j:( 1 7]{y] + [eSXJ que verifica
4 - 4 e

las condiciones iniciales y(0) = 0, z(0) = 0.

X(t)=3x-2z
11.41. Resolver el siguiente sistema: <y'(t) = -3y —z.
Z(t)=2y-z

o2t
X (t)=2x -2y + ——
11.42. Integrar el siguiente sistema t

2t
y'(t):8x—6y+3e

X (t)=-6x -3y +14z + e?t
11.43. Calcular la solucién general del sistema y'(t)=4x+3y -8z
Z(t)=-2x-y +5z
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