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CAPITULO 4

Integracion en el plano complejo

El desarrollo de la teoria de funciones de variable compleja sigue un
camino muy diferente al de la teoria de funciones de variable real, pues en esta
altima, después de considerar las funciones derivables, se procede a estudiar
aguellas que admiten derivadas de segundo orden, y seguidamente aquellas
que son indefinidamente derivables, mientras que en el caso de las funciones
de variable compleja, una vez que se requiere que sean funciones holomorfas,
es decir, derivables en un abierto, esto lleva consigo el que estas funciones
sean indefinidamente derivables y verifiquen, ademas de un gran niumero de
propiedades, resultados aparentemente sorprendentes como el hecho de que

toda funcion holomorfa sea analitica.

La integracion en el campo complejo es notable por su distincion
matematica ya que los teoremas son, en general, poderosos mientras que sus
demostraciones son casi siempre muy sencillas. En este capitulo se estudian

las integrales de funciones complejas de una variable compleja.

Mientras en la recta real el significado del simbolo “integral entre ay b” es
claro pues en R so6lo hay un camino, cuando se quiere extender esta idea al
campo complejo se debe previamente conocer como ir desde a hasta b, pues a
y b son puntos de un plano y no del intervalo [a, b], por lo que se debe

especificar el “camino” a lo largo del cual se hace la integral, y es natural
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suponer que la integral dependa del camino. Las principales conclusiones
responden al descubrimiento de condiciones que hacen que el valor de la
integral no dependa del camino elegido, y éstas estan intimamente

relacionadas con el hecho de que la funcién sea holomorfa.

Asi como en el caso de la integracion real se tenia el objetivo geométrico
de “encontrar un area”, en el caso de la integral compleja el proceso es inverso,
primero se generalizan las integrales reales, y después se investiga sobre su
significado. El valor de la integral va a ser un numero complejo que, al
considerar separadamente su parte real y su parte imaginaria, sera posible

interpretar geométricamente y fisicamente.

4.1. CURVAS EN EL CAMPO COMPLEJO

Para calcular la integral entre dos puntos se puede hacer a través de
distintas curvas que unan dichos puntos, por lo que se debe comenzar
estudiando la representacion paramétrica de una curva. En este apartado se
introduce el concepto de camino, o aquellos tipos de curvas que resultan

apropiados para definir sobre ellas la integral de una funcién compleja.

Definicién 4.1.1:

Una curva o arco de curva es una aplicacion continua y: [a, b] c R — C,
tal que a un numero real t le corresponde el numero complejo y(t) = x(t) + i y(t),

donde x(t) e y(t) son funciones reales y continuas en [a, b].
Definicion 4.1.2:

Se denomina traza o trayectoria de la curva a su imagen:



© M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA Integracién en el plano complejo 171

() ={({®:-a<t<b}

Por ser y una funcién continua, la traza es un subconjunto compacto del

plano complejo.

No se debe confundir la curva vy, que es una aplicacion, con su traza, (y),
que es un subconjunto de puntos del plano complejo, ya que la curva no es
sélo su traza sino una cierta forma de recorrerla, como puede comprobarse en

el ejemplo 4.1.3.
Definicion 4.1.3;

Los extremos de la curva son los puntos y(a) y y(b), siendo y(a) el punto

origen y y(b) el punto final. Una curva es cerrada si coinciden sus extremos,
v(a) = y(b).

Definicion 4.1.4:

Una curva es un arco simple o arco simple de Jordan si la aplicacion vy

es inyectiva (es decir, y(t1) = y(t2) implica que t; =t). Es decir, la curva no pasa

por un mismo punto dos veces.

Una curva es cerrada simple o curva de Jordan si es cerrada, es decir,

v(@) = y(b), y la restriccion a [a, b) es inyectiva.

Una curva de Jordan divide al plano complejo en dos subconjuntos

o

abiertos y conexos, uno acotado, el interior de la traza, int y o (y), y el otro no

acotado, el ext(y). Este resultado que es intuitivamente evidente tiene una dificil

demostracion.

Definicion 4.1.5;
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Dado un nimero natural n > 1 se dice que una curvay: [a,b] c R —> Ces
de clase C" en [a, b], y se denota y € C"([a, b], C) cuando y(t) = x(t) + i-y(t)

verifica que x(t) € C"([a, b], R), y(t) € C"([a, b], R).

La expresion C"([a, b], A) representa el conjunto de funciones definidas en
el intervalo cerrado [a, b] sobre A, continuas y con sus derivadas continuas

hasta el orden n.
Definicion 4.1.6;

Una curva es diferenciable con continuidad en [a, b], o bien
continuamente diferenciable en [a, b], si la aplicacion y es continua y con
derivada primera continua en el intervalo cerrado [a, b], (incluidos los extremos,

donde las derivadas son las derivadas laterales), es decir, y € C'[a, b].

Por lo tanto existen las derivadas Xx'(t) y’(t) en [a, b] y dichas derivadas son
continuas. A una curva diferenciable con continuidad se la denomina arco

suave si las derivadas no se anulan en el intervalo [a, b].
Definicion 4.1.7:

Una curva es diferenciable con continuidad a trozos, o un arco suave
a trozos, si el intervalo [a, b] se puede descomponer en una cantidad finita de
intervalos [tg, tk«1] CONn a =tp < t; < ... <ty = b de modo que y sea una curva
diferenciable con continuidad en cada intervalo, es decir, siy € C'([ty, tw:1], C) ¥

existen los limites laterales de las derivadas en los extremos de cada intervalo.
Definicion 4.1.8:

Se denomina camino a una curva diferenciable con continuidad a trozos.
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Figura 4.1: Ejemplos de trazas de caminos cerrados simples o curvas cerradas simples diferenciables con

continuidad a trozos.

Se dice que los caminos son rectificables cuando es posible calcular su

longitud.

Definicién 4.1.9:

b
La longitud del camino y es el valor de la integral real Iong(y):J |y'(t)|
a

dt, donde |y (1) =(x" (1))2 +(y" (1))% .
Definicién 4.1.10:

Un cambio de parametro es una aplicacion biyectiva a: [a, b] — [c, d] de

clase uno, y tal que o’'(t) > 0, Vt € (a, b).

La composicion de dos cambios de parametro es también un cambio de

parametro.

Definicion 4.1.11:

Dos caminos y: [a, b] — C, o: [c, d] — C, son equivalentes, y se denota
o ~ v, Si existe una biyeccién o cambio de pardmetro o: [a, b] — [c, d], a(a) = c,

a(b) =d,talque: c°a =y.
También se dice que ¢ es una reparametrizacion de y.

Si dos caminos son equivalentes, ¢ ~ y, entonces tienen la misma traza,
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(o) = (y), que recorren el mismo numero de veces y en el mismo sentido cada

vez, pero se modifica la velocidad a la que se recorre la traza, pues:
Y'(t) = (0 ° a)'(t) = o'(a(t)) - o’(1).
La relacion ¢ ~ y es una relacion de equivalencia entre los caminos.
Definicion 4.1.12:

Dado el camino v: [a, b] - C se define su camino inverso o camino
opuesto, y se denota —y, al camino: —y: [-b, —a] > C como (—y)(t) = y(-t) con —b

<t<-a.

El camino —y recorre la misma traza que y pero en sentido inverso.
Definicién 4.1.13:

Si dos caminos v: [a, b] - C, y c: [c, d] — C, son tales que y(b) = o(c), se

define la suma de caminos como y + o: [a, b + d — c] —» C, siendo:

y(t) siast<b
o(t+c—b) sib<t<b+d-c

(v +o)(t) = {

Asi definido, y + o es un camino o curva diferenciable con continuidad a
trozos, por ser y(b) = o(c) y serlo y y o. En general si existe y + ¢, ¢ + y o
estara definido, por lo que la suma de caminos no es conmutativa. Se verifica la
propiedad asociativa: y + [c + 1] = [y + o] + 1, asi como que la traza de la suma

es igual a la union de las trazas: (y + o) = (y) U (o).
Unas propiedades inmediatas son:

1. Sio ~yentonces long(c) = long(y)

2. long(—y) = long(y)
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3. long(y + o) = long(y) + long(c)

Demostracion:
. b b b
1) Si o ~ y entonces long(y) = j|y'(t)| dt = I | (c°a)'(t) | -dt = j
a a a

| o’(a(t) | -o'(t) dt = j: |5'(s) | -ds = long(c), haciendo el cambio s = a(t).

[l = (o = [les)s = longe),

2) long(-y) .
haciendo el cambio s = —t.

b+d-c

3)long(y + o) = [ [y oy ) de= [l at+ [T e (t) dt =

long(y) + long(o). [

Ejemplos resueltos

Ejemplo 4.1.1: ElI camino que recorre el segmento de extremos [zo, Z1],

desde z, hasta z;, recorrido a velocidad constante, y'(t) = z1 — zo, viene dado
por:

v(t) =20 +t (21 —2zp),cON 0 <t < 1.

Z3

Zp

Figura 4.2: Traza de un segmento

Ejemplo 4.1.2: y(t) = zo + R-e", con 0 <t < 2x, es el camino cerrado cuya
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traza es la circunferencia de centro zp y radio R, recorrida una vez, en sentido

positivo (el sentido contrario al de las agujas del reloj), comenzando en z;p + R.

Se llama orientacion positiva de una curva cerrada si ésta es recorrida en
el sentido contrario al de las agujas del reloj, y orientacion negativa si es

recorrida en el sentido de las agujas del reloj.

Figura 4.3: Traza de la circunferencia

Ejemplo 4.1.3: y(t) = zo + Re™, con —t <t <, es el camino cerrado cuya
traza es la circunferencia de centro z, y radio R, la misma traza del ejemplo
anterior, pero su punto origen y su punto final son otros, y esta recorrida en

sentido contrario al anterior, es decir, esta orientada negativamente.

Ejemplo 4.1.4: y(t) = zo + R-e", con —n <t < 27, es el camino cuya traza es
la circunferencia de centro zp y radio R, la misma traza de los dos ejemplos
anteriores, pero ahora no es un camino cerrado, su punto origen z = —-R y su
punto final z = R son diferentes, esta recorrida en sentido positivo y no es una

curva simple.

Ejemplo 4.1.5: y(t) = zo + R-€"?, con 0 <t <, es el camino cerrado cuya
traza es la circunferencia de centro zp y radio R. Es un camino equivalente al

del ejemplo 4.1.2, pero se modifica la velocidad de recorrido.



© M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA Integracién en el plano complejo 177

Ejemplo 4.1.6: Los caminos: y(t) = e™, con 0 <t<2m, y y(t) = e", con0 <t
< 4x, tienen ambos la misma traza, la circunferencia de centro el origen y radio
uno, pero el primero la recorre en el sentido de las agujas del reloj, y el
segundo la recorre dos veces en sentido positivo, contrario a las agujas del

relo;.

. (2+3i)t 0<t<1 _
Ejemplo 4.1.7: La curva y(t) = . _ €s un camino,
(5-3it—(3-6i) 1<t<2

pues es continua y diferenciable a trozos. Esta formada por dos segmentos, el

primero de origen en z =0y extremo en z = 2 + 3i, y el segundo de origen en z

=2+ 3i,yextremoen z=7.

2+3i

Figura 4.4: Traza del ejemplo 4.1.7.

Ejemplo 4.1.7: Calcular la longitud del camino determinado por la curva

(2+3i)t 0<t<1

del ejemplo anterior: Y(t):{(5_3i)t—(3—6i) 1<t<?2’

Por la definicion de longitud de un camino:

long(y) = [ Jy* (1), siendo [ (1) =(x' (0)Z +(y' (V)2

luego en este caso se puede considerar que y =y; + y2, siendo:
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by (0] =(xg ()2 +(y1 (1)2 =v22 +32 =13 y

o' (O = (X2 ()2 +(y2' ()% =52 +(-3)? =34,

por lo que:

ong(y) = [ ()] = [y 0]+ [ vz (0] = ¥I3 + 434

Ejercicios

4.1. Probar que la relacion o ~ y definida en el apartado anterior es
una relacibn de equivalencia pues verifica las propiedades

reflexiva, simétrica y transitiva.

4.2. Demostrar que un camino siempre tiene longitud, es decir,

siempre es rectificable.

43. Seal(t)=Re"con0<t<mot)=—R+(R-rtcon0<t<1;
v(t) = re® con0<t<myt(t)y=r+(R—-r)tcon0<t<1,siendo 0 <
r < R: Representar graficamente la traza del caminoI' + 6 — y + 1.

¢ Esta bien definido? ¢ Es un camino? Indicar su origen y su final.
4.4. Calcular la longitud de los caminos:
a) y(t)=zp+t(z1—2zp)con0<t<],
b) y(t)=2zo+R-e" con0<t<2r,
c) y(t)=zo+Re*™ con0<t<1,
d) y(t) =z + Re" con0<t<6m

4.5. Razonar por qué se exige que o'(t) > 0 en la equivalencia de
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caminos. ¢,Qué sucederia si o'(t) < 0?

4.6. Indicar cuales de los ejemplos resueltos, del 2 al 5, son

parametrizaciones equivalentes.

4.7. Representar la traza de la curva z(x) = V1-x2 +ix,-1<x <1.
¢ Es otra parametrizacion del arco de la circunferencia de radio uno
y centro el origen: y(t) = e", 0 < t < 27?7 Buscar la ecuacion de

cambio de parametro o.. Comprobar si a’(t) > 0.

4.2. INTEGRACION SOBRE CAMINOS

Se define y estudia lo que se va a entender como la integral de una
funcion compleja sobre un camino. Para ello, previamente se estudia el

concepto de integral sobre una funcion real con valores complejos.

Definicién 4.2.1:

Sea f una funcion real con valores complejos, f : [a, b] c R — C siendo f(t)
= x(t) + iy(t). Se define la integral de f a través de dos integrales reales,

siempre que estas integrales existan:
b b b
j f(t)-dt = j x(t)-dt + |-j y(t)-dt
a a a
La funcion f es integrable en [a, b] si las funciones x e y son integrables en

, b b b b
[a, b] siendo Re(Iaf(t)~dt) = ~|Aax(t)~dt y Im(jaf(t)~dt) = Iay(t)-dt, por lo

que sus propiedades se deducen de forma inmediata de las propiedades de las

integrales de las funciones reales.
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4.2.1. Integral de una funcién sobre un camino

Definicion 4.2.2:

La integral entre [a, b] del camino y: [a, b] < R — C, y(t) = x(t) + i-y(t), se
define a través de dos integrales reales bien definidas:

j:’y(t)-dt = j:x(t)-dt+ i-j:y(t).dt

En general, si f es una funcion real con valores en C siendo f(t) = u(t) +

iv(t), t € [a, b], entonces si u y v son integrables en [a, b] se define:

ij(t)dt = j:u(t)dt + i-j:v(t)dt.

Verifica las siguientes propiedades:

1. Sify g son integrables en [a, b] entonces f + g y kf son integrables

en [a, b], donde k € C.

A

] b
2. Sia<b entonces < _[a|f|

Demostracion de 2:

b

Si I f =0, entonces se verifica la propiedad.
a

. (b b i0

SII f =0, entoncesj f =r-e” porlo que:
a a

bl _ e [P _ b o _ (P 6 b

jaf =r=e -jaf _Re(ja e -f)_ja Re(e -f)sja|f|.m

Definicién 4.2.3:
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Sea f una funcién de variable compleja definida en un abierto G, f: G < C
— C, continua a trozos, y sea y un camino y: [a, b] —» G. Se define la integral

de f sobre el camino y (o integral de f a lo largo del camino y) como:

jf: jf(z)dz: L:’f(y(t))-y'(t)dt

v v

Como y es un camino, y es diferenciable con continuidad a trozos, por lo
que f(y(t)) es una funcidn continua a trozos y y' es continua a trozos, y en

consecuencia la funcion subintegral tiene a lo sumo un nuamero finito de puntos

de discontinuidad, por lo que existe su integral.

4.2.2. Relacién de la integral compleja con la integral

curvilinea real

Si f(z) = u(x, y) + iv(Xx, y), la integral If se expresa mediante dos
'

integrales curvilineas reales, siendo:

_[f - I(udx—vdy) + i-j-(vdx+udy) (4.1)
Y Y Y

Demostracion:

En efecto, si y(t) = a(t) + i(t) entonces:

f(r(®) - v'(®) = (e, BO) + i-v(a), BD)) - (o'(t) +1-B'(1) = u(alt), B() - a’'(t)
= v(a(t), B(D)) - B'(O) + i{ulat), B(D)) - B'(1) + v(a(), B(D) - o'(D)).

Por otra parte:
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J(wax —vely) = [ (u((t) o (6) ~v(0)-B (1)t
4

fvax s udy) = (00! (6) + u(x(0)-B (1)
Y

de donde se deduce la igualdad. [

4.2.3. Propiedades elementales

1. La integral sobre un camino es invariante bajo una parametrizacion. Es

decir, si y ~ c entonces jf = If [
/. O

2. Laintegral a lo largo del camino opuesto vale: jf = —jf .
—¥ Y

3. Laintegral a lo largo de una suma de caminos vale: Jf = Jf + Jf I

y+o -y o
4, j(f+g) :If + Ig.
Y 4 Y
5. ka :k-jf,conkec.
e ¥
6. SiIMe Ry If(z)| <M, vz e (y), entonces:
ij | <M - long(y). (4.2)

4

Se observa que si f es una funcién continua, entonces [f(y(t))| es una
funcién real y continua definida sobre un intervalo cerrado [a, b], por lo que si el

intervalo [a, b] es acotado entonces siempre alcanza un valor maximo en dicho
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intervalo, y por tanto [f(z)| < M, Vz e (y). Lo mismo se puede asegurar si f es

una funcion continua a trozos. Por tanto la propiedad 6 se puede escribir:
ij | < max[f(z)| - long(y).
y ze(y)

7. Si F es una primitiva de f sobre (y), es decir, F ’(z) = f(z), Vz € (y), siendo y

un camino v: [a, b] — C, entonces _[f = F(y(b)) — F(y(a)).
7

8. SiF es una primitiva de f sobre (y) y y es un camino cerrado, If =0.
y

Demostraciones:

1. Siy:[a, b] > Cyo:[c,d]l - C siendo y ~ ¢ entonces existe una aplicacion

o [a, b] - [c, d], tal que y = & °a, por lo que:

b b
[t=] fa)-vmd = [ f(ooat)-o'(a(t)- w'(t)-dt =
Y
y haciendo el cambio s = a(t) se obtiene:
d
jc f(o(s))-o'(s)ds = jf .0
-a -a
2. [t = [ HEDO)- () @)dt = [ () (v ()t =
-Y

y haciendo el cambio s = —t se obtiene

b
- [ () r(e)ds =-[f. 0
I

Las demostraciones de las propiedades 3, 4 y 5 se dejan como ejercicios.
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6. SiIMe Ry If(z)| <M, vze(y) entonces:
b . b . b . b,

Ij f(y(t))-y'(t)dt | < j F(y (©)-y'(t)| ot s_[ M|y (t)|dt:|v|-J’ ' (1) dt = M-long(y).
a a a a

7. Si F es una primitiva de f sobre (y) y y es un camino, entonces:

b b b
= jaf(y(t))-y'(t)dt = jaF'(v(t))~v'(t)0|t = Ia(FC’V)'(t)dt
Y

Si F(y(t)) = u(t) + iv(t) entonces:

b . b b
= j (U'+iv' )(t)dt = j (u )(t)dt+|-J. (v )(t)dt =
a a a

aplicando la Regla de Barrow:
u(b) —u(a) + i(v(b) — v(a)) = u(b) +iv(b) — u(a) —iv(a)) = F(y(b)) — F(y(a)).

8. jf = F(y(b)) — F(y(a)) = 0 por ser el camino y cerrado y por tanto y(b) = y(a).
7

0

Ejemplos resueltos

Ejemplo 4.2.1: Calcular Iidz siendo y(t) = e", —%st <
e

El camino y tiene como traza la mitad del circulo de radio uno que va
desde —i hasta i. La funcion f(y(t)) = e™ pues, para calcular el conjugado, el

angulo es el opuesto, y y'(t) = ie".

L Ed z
2 2 2

Por tanto j j (v(1))-7 (t)dt = je—'tie't dt=i- jdt: .
T T
2 2 2
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Ejemplo 4.2.2: Calcular la integral Izz dz sobre los tres caminos vy1, v2, Y
e

3, Y también sobre el camino: y = y1 + y2 + y3, siendo y1(t) = t(2 +1i), 0 <t < 1;

2 =@ +i)+t(=0),0<t<Lyyst)=2-2t,0<t<1.

Izzdz = j;f(y(t))-y'(t)dt = J.;((2+i)t)2-(2+i)dt =2+ i)3I;t2-dt =

71
N3
(2+|) :E+E'|
3 3
2 1 , 1 J . _ -11.
jz dz = J.Of(;/(t))-;/(t)dt = j0(2+|—u) (it = 245,
72
dz = X = — (= = #-
22 dz jof(y(t)) ¥ (1)dt jo(z 202 -(-2)dt = ==,
73
Izzdz = jzzdz + Izzdz + Izzdz = g+1—1i + 2+_—ll' + -8 =0.
3 3 3 3
% 71 72 73

Este dltimo resultado, cero, era de esperar por la propiedad 8, pues y =y

+ y2 + y3 €S un camino cerrado y 7? tiene funcion primitiva.

Ejemplo 4.2.3: Calcular la integral Izz dz sobre el camino vy, siendo:
e

yt)=e", —n<t<O0,

Utilizando la definicién de integral sobre un camino se obtiene:

J22dz = [ 1) 7t = [ (e e et = [0 e at = 2
e

(1 — &) = %(1 _ (cos(3m) + i sen(3n)) =

WIN
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Otra forma de hacerlo es utilizando la propiedad 7, pues como Z* tiene la
23
funcion primitiva 3 la integral es independiente del camino, para ir desde a =

-1 hasta b = 1, luego:

WIN

[22dz =FW)-FD =2 -(-2)=
v

Ejemplo 4.2.4: Calcular la integral IRe(z)dz siendo y(t) = re", 0 <t < 2m.
4

Utilizando la definicidén de integral sobre un camino se obtiene:

[Re(2)dz = I()Zﬂf(y(t))-y'(t)dt = Ioznrcost-ri(eit)dt :i.rzjj”cost-(e“)dt =
Y

2 2
i-rzj "(cos?t +icost -sent)dt =i-r2.f n(1+c032t +isen2t)dt — i
0 0 2 2

que es distinto de cero, a pesar de ser el camino cerrado, lo que muestra que la

funcion parte real de z, Re(z), no tiene funcién primitiva sobre la circunferencia

de centro el origen y radio r.

Ejemplo 4.2.5: Calcular la integral jidz siendo y(t) = e", 0 <t < 2m.
7

Para calcular Iidz siendo y(t) = ", 0 <t < 2%, f(y(t)) = e™ y y'(t) = i€",

e
or 27 _ . 2
luego jzdz= jo f(7(1)-7 (1)dt = je-'t.i-e't dt = i-jdt= 27, distinto de
0 0

7

cero, a pesar de ser el camino cerrado pues es la circunferencia de centro el

origen y radio uno, luego la funcién f(z)=z no tiene primitiva sobre dicho
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circulo.

Ejemplo 4.2.6: Calcular la integral J.ldz siendo y(t) = e", 0 <t < 2m.
z
7

Para calcular jldz siendo y(t) = e, 0 < t < 2m, f(y(t)) = in =elyy(t) =
Z e

Y
_ 1 or 2n | . 2r
i€, por lo que I;dz = jo f(y(t))-7 (t)dt = ie"‘ qreltdt= igdt= 2mi,
Y

distinto de cero, a pesar de ser el camino cerrado pues es la circunferencia de

centro el origen y radio uno, luego la funcién f(z) == no tiene primitiva sobre
z

dicha circunferencia. Como |z|2 =z-zZ =1, entonces f(z)=z :1, por tanto el
z

resultado coincide con el del ejemplo anterior.

La funcién primitiva de f(z) == es la funcién logaritmo, w = log z, que no
z

es holomorfa sobre la circunferencia de centro el origen, pues no es holomorfa
en el eje real negativo. Es imposible encontrar ninguna rama holomorfa del
logaritmo sobre toda la circunferencia unidad, pues siempre corta a una
semirrecta (por ejemplo, la semirrecta real negativa) donde se produce una

discontinuidad. El que la integral no se anule no entra en contradiccion con la

propiedad 8 pues la funcién f(z) = L no tiene primitiva en todo (y).
z

Ejemplo 4.2.7: Acotar la integral: siendo y(t) = 3e™ 0<t<

N

.[ 22_3 dz
Yz +2

Para acotar la integral se utiliza la propiedad 6, que dice: Si [f(z)| <M e
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R, Vz e (y) entonces |jf| < Miong(y). Como la longitud del arco de
Y

circunferencia es 3?“ lz-3l< |z|+ 3[<3+3=6,y [Z2+2|> |lzP=12]|>

3

7

|9 —2|=7, entonces 5
z2°+2

gg,yj‘ 22_3 dz
7 Yz% 42

Ejemplo 4.2.8: Acotar la integral: con y(t) = R-e", 0

I L dz
1(z2 +2)%(z% -3)

<t<m R >3, ycomparar con el limite: lim |f.
R—>o0 Y

Para acotar la integral se utiliza las propiedad 6, que dice: Si [f(z)| <M e

R, Vz e (y) entonces |If | < M long(y). Como la longitud del arco de
V4

circunferencia es R, lz| = R, |22+ 2P > (IlzP = 2])* > IR = 2% |22- 3| >

IR? -3,
Entonces:
1 % | e
I 5 > 5 dz| < 5 ¥ 17 , 'y al calcular el limite cuando R
Y(z©+2)°(z°-3) (R-2)(R“-3)

tiende a infinito, ese valor tiende a cero: lim |f =0.
R—>w"Y

Ejercicios

4.8. Calcular: I(z ~20)" dz, con n entero, siendo y(t) = zo + €", 0 <t
4

< 2.
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4.9. Comprobar que: Iﬁdz = —%(1 +1), siendo y(t) =e", 0 <t <.
Y

4.10. Calcular: jf , siendo f(z) = f(x +yi) = x + 2y —i y?, y y(t) = (1 +
Y

3, 0<t<1.

4.11. Comprobar que I%dz < 44/2, siendo 1(t) el segmento [i, 1].

z
v

4.12. Calcular: J.%f(z)dz siendo y(t) = re", 0 <t < 2m, y f(z) una
z
V/

funcién holomorfa y acotada en el interior de y y sobre su traza (y).

4.13. Demostrar que Ilm(z)dz= —%, siendo:

7
Ak t -1<t<1
=100 1 cicain
_ p.at _ Wz
4.14. Sea y(t)=R-e’,0<t<n, R>2,yseaf(z) = . Acotar Jf
z3+3 Y

y comprobar que lim |f=0.
R—>w Y
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4.3. INDICE DE UN PUNTO RESPECTO DE

UNA CURVA

En este apartado se introduce el concepto de “indice de un punto z

respecto de un camino cerrado y”, que es un concepto importante.

4.3.1. Definicion de indice

Definicion 4.3.1: Sea v: [a, b] - C un camino cerrado y z un punto del
plano complejo que no pertenece a la traza de y, z € C/(y). Se define el indice

de un punto z respecto de un caminoy, I,(z), como:

L dw
2midy w—-12

l,(2)=

La integral anterior esté bien definida pues al no pertenecer el punto z a la

traza de vy, se tiene que la funcién subintegral es continua en (y).

2nidy w—-z  2miday(t)-z

1,(2)

» El indice representa geométricamente “el nimero de vueltas que

da el camino alrededor del punto”.

Este hecho puede interpretarse, de forma intuitiva y mateméticamente

imprecisa, si se considera que:

v ()
y(t)-z

= L log(+(1)-2))

Por lo que:
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i b y'(t) dt = 1
2niday(t)—z 27

[ Gog(y(t) -2t =
—[log(+(b)~2)~(og(+(a)~2)] =
Tl

Z—ii[(ln|y(b)—z|+iarg(v(b)—z)—(ln|y(a)—z|+ iarg(v(a)-2))| =
L farg(1(b)-2)-arg(x(@)-2))] =
7T

1 , I
2—2n-numero de vueltas alrededor de z = NUmero de vueltas alrededor de z.
U

Ya que como el camino y es una curva cerrada se tiene que y(a) = y(b),
por lo que In |y(b) — z|=In|y(@) - z| y la variacién del argumento es igual a 2n

por el numero de vueltas del vector y(b) — z alrededor de z.

» ElI camino y hace una particion de C/(y) en un conjunto de
componentes conexas, donde todas las componentes son

acotadas, excepto una, la componente “no acotada”.

» El indice es una funcion continua en C/(y) y es siempre un nimero

entero.

» En consecuencia, el indice es constante para todos los puntos de

una misma componente conexa.
» Elindice se anula sobre la componente no acotada.

» El indice de un punto z respecto al camino opuesto a y es igual a:

1,(2) =-1,(2)
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4.3.2. indice y homotopia

Una propiedad muy importante del indice es el ser invariante por
homotopia. De manera intuitiva, se dice que dos caminos cerrados contenidos
en un abierto G son hométopos, si pueden deformarse continuamente entre si,

sin que las deformaciones salgan de G.

Definicién 4.3.2: Sea G un abierto y sean yo y y1 dos caminos cerrados
definidos en [a, b] con su traza contenida en G. Una aplicacién continua o es
una homotopia admisible entre yo y y1 si la funcién a: [a, b] x [0, 1] > G
verifica que af(t, 0) = yo(t), a(t, 1) = y1(t) para todo t del intervalo [a, b] y a(a, s) =

a(b, s) para todo s de [0, 1].
En ese caso se dice que yo Y y1 son homotopos en G.

Se dice que y; es un camino homoétopo a 0 si y; es homoétopo a una

curva constante, (o punto): y1(t) = zo, paratodo t € [a, b].

Si yo Y y1 son dos caminos cerrados, z no pertenece a sus trazas y son
homotopos en C/{z}, se tiene que 1,0(z) es igual a I,1(z). En particular si yo es
homotopo a 0, 1,0(z) es igual a cero. Ain mas interesante es el hecho de que
también se verifica el reciproco, esto es, el indice determina completamente

qué caminos son hométopos en C/{z}.

Si G es un abierto y yo Y y1 son dos caminos cerrados se dice que son

“homologos” respecto de G si lYo (z) es igual a Iyl (z) para todo punto z que

pertenezca al complementario de G.
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4.3.3. indice y conexién

Definicion 4.3.3: Sea G un abierto y conexo de C. G es simplemente

conexo si cualquier camino cerrado y € C([0, 1]; G) es homaotopo a 0.

De manera intuitiva se considera que un conjunto es simplemente conexo
si es un abierto sin agujeros. Por este motivo, un dominio G es simplemente
conexo si todo camino cerrado y simple contenido en él, encierra Unicamente

puntos de G. Por ejemplo, si y es un camino cerrado y simple entonces el

o

interior de su traza, (y), es un dominio simplemente conexo. Si un dominio

conexo no es simplemente conexo se dice que es multiplemente conexo.

Un caso particular de conjunto simplemente conexo es un conjunto
convexo. En efecto, si G es convexo, y € C([0, 1]; G) y z € G, entonces existe

una homotopia admisible entre el camino y y la curva constante z, dada por:

a(t, s) = (1 —s)«y(t) + sz, para todo (t, s) € [a, b] x [0, 1].

Ejemplos resueltos

Ejemplo 4.3.1: Sea y(t) = z + R€", 0 <t < 2r la circunferencia de centro z y
radio R definida en el plano complejo, recorrida una vez en sentido positivo. Por

la definicion de indice se tiene:

dt =1.

1I dw 1 Jzn () 4o 1 J'ZNRieit

l,(z) = - = : = — .
2nidy w—-z  2mid0 y(t)-z 2nid0 Relt

En efecto, el camino da una vuelta en sentido positivo alrededor del

punto.



194 Capitulo 4°: Variable Compleja © M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA

Ejemplo 4.3.2: Sea y(t) =z + Re™ 0 <t< 2r, la circunferencia de centro
z y radio R recorrida una vez en sentido negativo. Por la definicion de indice se
tiene:

1,(2) = L

. dt = -1.
27l

2 ; 21 _ Ria—it
I dw _ 1_]“ v () 4 = 1_J‘7r Rie
Y W-—-2Z 2mid0 y(t)-z 2mid0  Re It

El camino da una vuelta en sentido negativo alrededor del punto.

Ejemplo 4.3.3: Sea y(t) =z + R-e", 0 < t< 2kr, la circunferencia de centro z
y radio R recorrida k veces en sentido positivo. Por la definicion de indice se

tiene:

dt = k.

I dw | 1 Izkn () 4o 1 I2knRieit

1
l,(2) = T 5 = : i
yW-2z  2miJ0  y(t)-z 2110 Re!

21l

El camino da k vueltas en sentido positivo alrededor del punto.

Ejemplo 4.3.4: Sea y(t) = z + Re™ 0 <t < 2kr, la circunferencia de centro
z y radio R recorrida k veces en sentido negativo. Por la definicion de indice se

tiene:

1J- dw 1 jan () 4o 1 J-2kn—Rie_it

1,(2) == = ; = : —
2midy w—-z  2mido y(t)-z 2nid0  Re~ M

dt = k.

El camino da k vueltas en sentido negativo alrededor del punto.

Ejemplo 4.3.5: Si G es simplemente conexo y se perfora en un punto, A =
G - {zo}, el indice de cada punto de A puede valer 1, -1 o0 0, para cada camino

cerrado y simple segun que el camino rodee al punto en una orientacion, en la

otra o pertenezca a la componente exterior.

Ejemplo 4.3.6: Determinar el indice del punto z, respecto a la curva
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indicada:
indice = indice = 2 indice = indice =0
4.5. Determinacion de indices. Ejemplo 4.3.6
Ejercicios

4.15. Determinar el indice de los puntos de cada una de sus
componentes conexas en que las siguientes curvas dividen al

plano complejo:

4.6. Determinacion de indices. Ejercicio 4.15

4.16. Calcular el indice del origen respecto de la curva y(t) = cos t + 2i

sent, 0<t<2nm.
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4.4. TEOREMA DE CAUCHY

4.4.1. Primitivas

Aunque el valor de una integral compleja depende, en general, del camino
recorrido, existen ciertas funciones cuyas integrales son independientes del
camino. En esos casos también se anula la integral sobre un camino cerrado.
Este resultado esta relacionado con la existencia de una funcion primitiva F(z),

tal F'(z) = f(z), para todo z. Esto es consecuencia del siguiente teorema:
Teorema 4.4.1:

Sea f: G ¢ C — C una funcién continua en el dominio G. Las condiciones

siguientes son equivalentes:

a) La funcién f tiene una funcion primitiva F en G.

b) Las integrales de f a lo largo de caminos contenidos en G que unen
dos puntos fijos z; y z, tienen todas el mismo valor.

c) Laintegral de f alo largo de cualquier camino cerrado contenido en

G vale cero.
Demostracion:
Se va a probar que a) implica b), b) implica c), c) implica b) y b) implica a).

Probar que a) implica b) es consecuencia de la propiedad 7 del apartado
4.2.2, pues se parte de la hipotesis de que la funcidén f tiene una funcion
primitiva F, es decir, para todo z de G, F'(z) = f(z). Sea y un camino contenido

en G que une los puntos z1 y zx con z=y(t), a<t<b, y(a) = z1 y y(b) = z>.

Como %F(y(t)) =Z—Zz—f = F(y(t) - v'(t) = f(y(t)) - y'(t), entonces:
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J 1@z = 30y (0t = ) - Fa@) = Fzz) - Flza)

con lo que queda probado que la integral no depende del camino elegido.

Para probar que b) implica c) se considera un camino cerrado cualquiera,
vy, contenido en G, y sean z; y z, dos puntos que pertenecen ay. Se toman dos
caminos, ¢ Y 1, ambos con punto inicial z; y final z,, tales que y = ¢ — 7. Como

por la hipétesis b) la integral no depende del camino, se puede escribir:

.faf(z)-dz = jrf(z)-dz, por lo que:
0= J.O_f(z)‘dz - Lf(z)-dz = Iaf(z)-dz + J._Tf(z).dz = J.G_Tf(z)~dz
= jyf(z)-dz.

Reciprocamente si se quiere demostrar que c) implica b) se consideran
dos caminos cualesquiera, ¢ y t, contenidos en G, ambos con punto origen z; y

extremo final z,. Se construye el camino y = ¢ — t que es cerrado, luego, por la

hipotesis c) la integral vale cero, j f(z)-dz =0, con lo que j f(z)-dz =0 =
A y
j f(z)-dz :j f(z)-dz —j f(z)-dz, y por tanto: j f(z) dz :j f(z)-dz.
o—7 o T o T

Para probar que b) implica a) se considera un camino cualquiera, v,
contenido en G, que parte de un punto zp y termina en un punto genérico z. Se

define:
F(2) = j; = jZOf(w)-dw.

Se analiza bajo qué condiciones la funcion F esta bien definida. Para
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poder definir F(z), para todo z de G, tiene que ser G un conjunto conexo, y asi
existir ese camino, vy, que parte de un punto zp y termina en z. Sea z + Az un
punto, distinto de z, en un entorno de z de radio 8, suficientemente pequefio,

contenido en G.

Se calcula la derivada de la funcién F:

Fz+4a2)= J.g- - J.;f/+[z,z+Az] - J.I/ ¥ J.[z,z+Az] @+ J.fz,ZJrAz]'

El camino [z, z + Az] es un segmento y la integral I{ , por hipétesis, no

2,2+Az]
. Z+Az
depende del camino, por lo que “‘ rc] = I
Z,2+AZ z
Restando:
Z+Az
F(z+Az) - F(z) = IEZ 242 = L f,y:

F(z+Az)-F(z)
Az

(z) = A_lzjz”AfZ(w)-dw _ ()

Como la variable de integracion, w, no es z, f(z) no depende de w y se

obtiene que:
Z+Az Z+Az .
j f(z)-dw =1(2) j dw = f(z) - Az, en consecuencia:
4 V4

F(z+Az)-F(z)
AZ

_ 1 Z+A
f(z)—EUZ ff(w)—f(z))-dw]
Calculando el médulo y acotando, utilizando la propiedad (4.2):

E

i-(Longitud del camino [z + Az, z])-(M&ximo valor de [f(w) — f(z) |, si w

Az

IF(Z +AAZZ)' F2) -f(z)‘ :@ HL“AG‘(W)—f(Z))'dW
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€lz,z+AzZ)) = ﬁ - Azl We[rggimf(w)-f(zﬂ = mé;oiAz]|f(w)—f(z)|.

Por hipétesis f es una funcién continua en el punto z, luego si lw - z| < 3,

entonces de [f(w) — f(z) | < ¢, por lo que se puede considerar que:

Max Jf(w)—f(z)| < g, de donde se obtiene que:
welz,z+Az

Si |Az| < & entonces

IF(z + Az) - F(2) )

< g, y al calcular el limite
Az

cuando |Az|tiende a cero se tiene que:

lim F(z+ Az) - F(z)

= f(2), por lo que F es la funcién primitiva de f, pues
Az—0 Az

F'(z) = f(z), como se queria demostrar. [

4.4.2. Distintos enunciados del teorema de Cauchy

Existen muchos enunciados diferentes del teorema de Cauchy, con
condiciones distintas sobre el camino, sobre la funcién y sobre el dominio. El
teorema’ anterior demuestra que si una funcién f(z) tiene primitiva en un
dominio, su integral a lo largo de una curva cerrada contenida en €l vale cero.
El problema queda ahora reducido a conocer las condiciones que permiten

asegurar la existencia de una funcion primitiva de una funcion sobre el dominio.

El hecho de que una funcion sea holomorfa en un dominio no garantiza la
existencia de funcion primitiva, como se ha visto en el caso de la funcion f(z) =

1/z, que es holomorfa en C/{0} y sin embargo no tiene primitiva.

El teorema de Cauchy expresa las condiciones en las que se puede
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garantizar la existencia de primitiva de una funcion, o lo que es equivalente,

que la integral sobre cualquier curva cerrada contenida en un dominio sea cero.

Si se analiza un poco el desarrollo historico de este importante teorema,
el teorema de Cauchy, se comprueba que en algunas ocasiones se buscan
condiciones sobre el camino, v, otras veces sobre la funcién f, y por ultimo, se
imponen condiciones sobre el dominio G para asegurar que f tenga primitiva en
G, o0 que la integral sobre un camino cerrado sea nula. Por esto, se tienen
distintos enunciados que imponen condiciones suficientes, no necesarias, para

ello.

El primer enunciado que se estudia, se debe a su interés historico y a la
sencillez de su demostracion. Cauchy enuncié y demostré el teorema

imponiendo a f ser holomorfa y con derivada f’ continua en G:

Version primera del Teorema de Cauchy

Si y es un camino cerrado y simple recorrido en sentido positivo en un

dominio G y f es holomorfa y con derivada primera f' continua tanto sobre la

traza (y) como en la zona encerrada por la curva y entonces j f =0.
Y

Demostracion:

La demostracién de Cauchy se basa en el teorema de Green y relaciona
la integral compleja con las integrales curvilineas reales (4.1). El teorema de
Green dice que si P(x, y) y Q(Xx, y) son funciones continuas y con derivadas

parciales de primer orden continuas en la region Q2 formada por la traza de un

camino cerrado y simple y y por el interior de dicho camino, Q=(y)u(y),



© M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA Integracién en el plano complejo 201

entonces:
[, Pax+Qay = [[ (Qu—Py)dxdy
Por lo tanto:

jy f= Iy(udx—vdy)+ i -Iy(vdx+udy) =

”Q(—Vx —uy )dxdy + IIQ(UX —vy )dxdy,

[e]
pues al ser f continua en Q =(y)u(y), las funciones u y v son continuas en Q
asi como sus derivadas de primer orden. Imponiendo las condiciones de
Cauchy-Riemann, uy = vy, uy = -V, Se obtiene que la integral vale cero, I f =
Y
0.0
Pero para poder usar la formula de Green deben ser las derivadas

parciales uy, Uy, Vx Y Vvy continuas en Q, siendo Q=(y)u(y), y estas

condiciones no son necesarias. El resultado se puede ampliar a cualquier

camino cerrado, aunque no sea simple, y su orientacién no sea positiva.

Lema de Goursat

E. Goursat (1 858 — 1 936) fue el primero en demostrar que la condicion

de continuidad sobre f’ se podia omitir. Probé que:

Si f es holomorfa en un abierto y conexo G y T es un camino cerrado

rectangular simple y orientado positivamente, tal que él y su interior estén

contenidos en G, ((T)u(T) < G), entonces IT f =0.
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La idea de la demostracibn se basa en construir una sucesion de
rectangulos cada vez mas pequefios Ty, Ty, ..., Th, ..., € ir acotando la integral
de partida con esos rectangulos que convergen a un punto zo de G. La integral

gueda acotada debido a la derivabilidad de f.

A Pringsheim se debe una nueva demostracibn que sustituye el
rectangulo por un triangulo, (Que en ocasiones se conoce también con el

nombre de “Lema de Goursat”).
Demostracion:
La idea de la demostracion se basa en dividir el triangulo T en cuatro

triangulos semejantes obtenidos a partir de los puntos medios de los lados: T

TOZ, T03, T04, que se orientan igual que T.
Z3

Z3

Figura 4.7: Lema-de Goursat

De esta forma se tiene que la longitud de cada triangulo es la mitad del

triangulo T de partida: Long(T(')‘) = %Long T,y que:

4
If = Z If . Se elige al triangulo T, como el triangulo T(;‘ que hace maximo

T k=1 Tok

4
el valor de la integral: If , pues entonces: If < Z If <4 If
k k=1 k 1

0
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Se divide ahora de nuevo el triangulo T; en cuatro triAngulos Tl, T12, T13,

T14 de la misma forma que antes, y se llama T, al triangulo le que hace

maximo el valor de la integral jf , siendo long(T?) = % long(T,) = % long(T).
k

1
Se repite indefinidamente el proceso construyendo una sucesion de

triangulos cada vez menores, tales que T, Ty, T, ... T; ... donde cada triangulo

4
T; se divide en cuatro triangulos T, Tiz, Ti3, Ti4 de forma que .[f = Z If
T. k=1 Tik

y se elige Ti;; tal que:

ij :]rsnkétsx4 ka y por tanto jf S4ij,
i+1 i i i+1

1 1
long(Ti+1) = Elong(Ti )= Flong(T).

Por tanto:
If < 4 _[f < ..<4". If
1 n

De este modo se obtiene una sucesidbn de conjuntos compactos

triangulares K, cuyas fronteras son los triangulos T, tales que: Ko o K; o ...

e . 1 ...
> K, o ... con diametros cada vez menores: diametro(Kn) = —ndlametro(Ko).
2

Se recuerda que se define el diametro de un conjunto K como el supremo

de las distancias entre dos puntos de K:
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Diametro(K) = sup |z, - z,|.

Z,,2,eK

Por tanto el diametro de K, tiende a cero cuando n tiende a infinito y la

interseccion de dichos compactos es un punto zo que pertenece a G:

lim (Diametro(K, ))=0; nK, = {zo} € G.

n—oo

Utilizando la derivabilidad de f se acota la integral. Como f es holomorfa

. . : . f(z)-f
en G, existe su derivada en el punto zy, siendo: f'(zo) = lim M.
Z>Z, Z-27Zp

Dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si z € Bs(zo) — {zo} entonces:

f(z) -f(z0)

—f'(zp) <e¢,
72, (z0)

por lo que para todo z distinto de z, tal que |z - z¢| <&, entonces:
|(z) - f(zo) = F(z0) (z — 20) | <elz-12z0]| (4.3)

Sea n suficientemente grande para que K, esté contenido en Bs(zo), se

verifica entonces que:

[1] = | [((z0)+1 (20)(2~20) +f(2)~T(20) ~T (20 (2~ 20 )iz <
L

n n

[(f(20)+1(20)(2-20)d2| + | [(F(2)~f(20) T (20)(2~20))dlZ| <
La primera integral vale cero pues es la integral de un polinomio, por lo
que existe su funcién primitiva y T,, es una curva cerrada. La segunda integral

se puede acotar usando la acotacioén (4.3)
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(o2~ 2o/dz| < ediametro(Ka)long(Ts) < & _diametro(Ko). —long(T) =
2 2

n

ing - didmetro(Kop) - long(T).
4

Por tanto:

1

If <4". .[f s4”-4n

n

-g-didmetro(Kp) - long(T) = ¢ - diametro(Ky) - long(T)

gue se puede hacer tan pequeiia como se quiera, por lo que _[f =0.0
T

Otro camino fue probar el teorema cuando el dominio G es un disco. Esto

conduce a la tercera version del teorema de Cauchy.

Teorema de Cauchy para un disco

Si f es una funcién holomorfa en un disco B:(zp) entonces la integral

_[ f(z)-dz =0 cualquiera que sea el camino cerrado y contenido en B(zo).
Y

La demostracion se basa en el enunciado anterior y en probar que, en
esas condiciones, f tiene funcién primitiva sobre B((z,), es decir, existe F(z) tal

que f'(z) = f(z) para todo z de B(zo).

Demostracion:

Se define F(z) = j[ | f(s)-ds =0 paratodo z de B,(zp). Entonces:
Zy,2

[F(z+h)-F(z) ‘:1 e e =
| : f(2) |h(j[zo,z+h]f(s) ds J‘[Zoyz]f(s) ds —f(z) -h) |
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Utilizando el teorema de Cauchy para el triangulo se tiene que:

J.[Zo,z]+[z,z+h]+[z+h,zo] f(s)-ds =0 porlo que:

.[[z,z+h] f(s)-ds-f(z)-h = -[[Zo,z+h] f(s)-ds — I[Zo,z] f(s)-ds
y sustituyendo:
IF(z+h)-F(z) ‘:i‘ pa ‘:i
- f(z) E j[z,m] f(s)-ds—f(z)-h o
I[Z,Hh] (f(s)-f(2))s| < ﬁ hl max 1f(s)~f2)|= méx |f(s)-1(z)]

Al ser la funcién continua cuando h tiende a cero, f(s) tiende a f(z) por lo

que rpéxh] | f(s) = f(z) | tiende a cero, y entonces F'(z) = f(z) para todo z de

Br(ZO)- L]

Se observa que la demostracion se basa en poder acotar la derivada para
poder asegurar que existe funcién primitiva, para lo que se ha utilizado el hecho
de que para todo z de B los segmentos [z, Z], [zo, z+h] Yy [z, z+h] deben estar
contenidos en B, por lo que es posible extender el teorema, en lugar de para un
disco, o para un triangulo, cuando la regién B es un conjunto convexo, (es
decir, contiene a todos los puntos de cualquier segmento, con origen y extremo

en el conjunto).

Teorema de Cauchy para caminos homaotopos

Sea G una regidon y y un camino cerrado con traza contenida en G y

homotopo a 0, entonces la integral j f(z)-dz se anula para toda funcion f
Y

holomorfa definida en G.
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Sean y; y y2 dos caminos cerrados con trazas contenidas en G y que son

hométopos en G. Entonces sus integrales j f(z)-dz =I f(z)-dz son iguales
Y1 Y2

para toda funcion holomorfa f definida en G.

Teorema de Cauchy en dominios simplemente conexos

Sea G un conjunto abierto simplemente conexo. Entonces la integral

_[ f(z)-dz se anula para todo camino cerrado y toda funcion f holomorfa en G.
,

Probarlo para todo dominio simplemente conexo es sencillo si el camino
es cerrado y simple, o si se intersecta a si mismo un numero finito de veces, y
se basa en versiones ya demostradas. Las sutilezas aparecen cuando el

camino tiene infinitas autointersecciones®.

Combinando esta version con la caracterizacion de la existencia de
funciones primitivas se tiene que si G es un conjunto abierto y simplemente

conexo toda funcién holomorfa definida en G admite primitiva.

Una consecuencia quiza menos esperada de la conexién simple es el
hecho de que si f es holomorfa y no se anula, puede definirse, en un conjunto
simplemente conexo, una rama holomorfa del log(f(z)). De forma mas precisa,
si G es simplemente conexo y f es una funcién holomorfa definida sobre G tal
que f(z) sea distinto de cero para todo z de G, existe una funcion holomorfa g

definida también sobre G tal que f(z) = exp(g(2)).

Estos resultados, incluyendo la ultima version del teorema de Cauchy, son

verdaderas caracterizaciones de los conjuntos simplemente conexos, es decir,

1 Esta demostracion se encuentra en Markushevich, A. I. (1977): Theory of functions of
a complex variables. Chelsea Publ.
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se verifican también los reciprocos.
Se tienen las dos siguientes consecuencias inmediatas:

e Una funcién holomorfa en un dominio simplemente conexo tiene

funcién primitiva en ese dominio
e Las funciones enteras admiten funcion primitiva

La versidon mas sencilla de utilizar, y que resume algunas de las anteriores

es la conocida como teorema de Cauchy-Goursat:

Teorema de Cauchy-Goursat

Si y es un camino cerrado y simple, y f es una funcion holomorfa en

(y)u(y) entonces laintegral I f(z)-dz=0.
Y

Ejemplos resueltos

Ejemplo 4.4.1: Calcular la integral If siendo f(z) = z%, y y el camino de
Y

origen zo = 0 y extremo z; = 2 + 3.

Para calcular la integral de f(z) = z? desde el punto z, = 0 hasta el punto
z1 = 2 + 3i, no es preciso conocer el camino, pues f(z) tiene funcion primitiva;
3

z

F(2) = Y 2 Vz € C, por lo que

(2+31)3 _ —46 .\
3 3

3i.

Izzdz =F(2 + 3i) - F(0) =
/4
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2
Ejemplo 4.4.2: Calcular la integral _[f siendo f(z) = e *3, y v un camino
Y

cerrado.

- . . ., 2
Sea y un camino cerrado y con cualquier orientacion. La Iez Edz = 0,
Y

+3

2
pues la funcion e” es una funcién entera (holomorfa en todo el campo

complejo).

Por la misma razon: I(524—722)e22+3 dz= 0; Isen(z3—1)dz =0,
Y ¥

jch(e22+3)dz:0.
Y

Ejemplo 4.4.3: Sea y(t) = e", 0 < t < 2r. Verificar que se anulan las

2
z +43 b)f(2) = (22 +1)e 2

siguientes integrales: _[ f(z).dz, siendo a) f(z) =
Y

z-3 Ld) f(2) = senz

9f@)= 5 .
72 _4 coS Z

En efecto, todas se anulan, pues la funcion a) no es holomorfa en z = -4,
que queda fuera del circulo de centro el origen y radio 1. La funcion b) es

entera. La funcion ¢) no es holomorfaen z=2y en z = -2, que no pertenecen a

(v)u (y). La funcién d) no es holomorfa en todos los puntos en que se anula la

o

funcion coseno, pero ninguno queda dentro de (y)u(y).
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Ejercicios

4.17. Comprobar que la integral j%dz = 0 siendo y(t) = e", 0 < t <
z
Y

27.

4.18. a) Calcular la integral J‘%dz siendo y4(t) = e",
Y1

b) Calcular la integral J.idz siendo v, (t) = e,
z
Y2

: 1 .
c) Comprobar que la integral I —dz = 2mi, siendo y3=7y1 + y2.
z
Y3

4.19. Comprobar que la integral jf = 0 siendo f(z) = (z + 4) e’ y y(t) =
¥

re", 0 <t<2r, para todo r. Razonar la respuesta.

4.20. Comprobar que la integral If = 0 siendo
Y

f(z) = (322 + 4z) sen(52° - 3) y y(t) = r€", 0 < t < 2x, para todo r. Razonar la

respuesta.

dz :
5> =0siendoy=vy; +v2,y

4.21. Comprobar que la integral I—
z°(z°+9)

Y
ya(t) = 2e", 0 <t < 2m, y2(t) = e™ 0 <t < 2n. (Ayuda: Calcular
previamente las integrales sobre el camino formado por los
semicirculos superiores y los segmentos del eje de abscisas

necesarios para que sea un camino cerrado. Lo mismo con los
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semicirculos inferiores).

4.22. Comprobar las siguientes integrales:

243 13
a) I+Izzdz=&

0 3
b) Zzidz _ 1 1
2, 722 2y 2y

2i 1 L , , -
C) 2_—dz =im, siempre que el camino esté dentro del dominio
—21 Z

{z; 1z| >0, arg(z) € (-, n)}.

4.5. INTERPRETACION FISICA Y GEOMETRICA

DE LA INTEGRAL COMPLEJA

4.5.1. Trabajo y flujo

El valor de la integral va a ser un nimero complejo, al que se puede dar
un significado geométrico o fisico. Se puede considerar a w como un vector
que asocia a cada punto (X, y) un vector w = (u, —v). Una funcién w = f(z) se
puede interpretar entonces fisicamente de distintas formas. Se considera al

camino y como una curva cerrada y simple, recorrida en sentido positivo.

Se puede interpretar a w como una fuerza, y la curva y como una
trayectoria a lo largo de la cual se mueve una particula material por la accion
de dicha fuerza. La direccion del movimiento es la del vector unitario tangente a

la curva, por lo que si se denomina a el angulo que forma la tangente con el eje
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de abscisas x, entonces dicho vector es e'.

Si se interpreta w como la densidad de corriente, entonces es natural
pensar en la curva y como una frontera por la cual se puede mover un punto
material. Ahora cobra importancia el vector unitario normal a la curva por lo que
si se denomina B el angulo que forman la curva y el eje de abscisas X, entonces
dicho vector es e®. Como un vector se obtiene girando 90° el otro, se tiene que

e'* = i.e” y por tanto cos o = —sen B y sen a = cos B.

La proyeccion de la fuerza sobre la direccion del movimiento multiplicada
por la distancia recorrida es el trabajo, mientras que el flujo de materia a través
de la curva es la componente normal al campo vectorial por la longitud de linea

gue lo cruza.
”~dz = nyT -ds +i-nyN ds.

De una forma poco ortodoxa se puede decir que:

j f.dz = trabajo + i-flujo.
Y

El teorema de Cauchy: “Si y es un camino cerrado y simple, y f es una

funcion holomorfa en (y)U(y) entonces la integral I f(z)-dz=0", se puede
Y

interpretar entonces como que, al anularse la integral, es nula su parte real y su
parte imaginaria. Por tanto, al considerar nula la parte real, si w = f(z) se
interpreta como una fuerza, entonces el trabajo realizado por el campo de
fuerzas cuando una particula recorre una trayectoria cerrada y simple es nulo.
Esto se expresa diciendo que el campo es irrotacional. Al considerar nula la

parte imaginaria resulta que no hay flujo a través de la frontera , el gasto total a
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través de la frontera es nulo, lo que se expresa diciendo que el campo vectorial

no tiene fuentes.

4.5.2. Teorema de la divergencia

Desde la Optica anterior se puede recordar el teorema de la divergencia

(de Gauss, Green, Riemann o Ostrogradsky) que dice que

§v u-dx+v-dy :”D (ZV—X—g—;J-dx-dy

§y u-dy —v-dx:JID (g—i+%}dx-dy

donde y es un camino cerrado y simple recorrido en sentido positivo, D es la
region encerrada por y y las funciones u y v son funciones continuas y con
derivadas parciales continuas. Considerando a w = f(z) = f(x + iy) = u — iv.

entonces

j Jfrods 5 ”D rot(w)-dx-dy

j fu-ds = ”D div(w)-dx-dy

El rotacional de un campo de fuerzas w se define como el cociente entre
el trabajo realizado a lo largo de una pequefia curva cerrada y el area

encerrada por esa curva.
rot(w)-dx-dy = trabajo infinitesimal.

De manera similar se define divergencia:
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div(w)-dx-dy = flujo infinitesimal.

El trabajo total a lo largo de una trayectoria cerrada es igual a la suma de
los trabajos realizados alrededor de todos los elementos de area encerrados en
dicha trayectoria. El flujo total a través de una frontera es igual a los flujos
infinitesimales de todas las fuentes que se encuentren dentro de area limitada

por la frontera.

Ejercicios
. dz & : .
4.23. La integral | — =2ni, siendo y la circunferencia de centro el
Y Z
origen y radio uno, recorrida una vez en sentido positivo. Interpretar

este resultado en términos de trabajo y flujo.

4.6. FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY

A partir del teorema de Cauchy se obtienen importantes consecuencias

sobre el comportamiento de las funciones holomorfas.

En primer lugar se obtiene una representacion integral de la funcion y de
sus derivadas mediante la “formula integral de Cauchy”, y como consecuencia
de ella se tienen propiedades locales y globales muy utiles de las funciones
holomorfas, como que una funcién holomorfa puede desarrollarse en serie de

potencias convergente alrededor de cada punto de holomorfia, lo que
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demuestra que es infinitamente derivable en dicho punto.

Corolario 4.6.1:

Sea y un camino cerrado y simple recorrido una vez en sentido positivo

con traza contenida en un dominio simplemente conexo D, D o (y) u (y). Sea f

una funcién holomorfa en D salvo a lo sumo en un conjunto finito de puntos z;,

Zy, ..., Zn, contenidos también en el interior de la traza de vy, z1, z2, ..., Zn € ().

Sean C; n circulos de radio r; recorridos una vez en sentido positivo alrededor
de cada uno de esos puntos, y cuyos dominios interiores no tienen puntos en
comun, de tal forma que la funcion es holomorfa en el interior de su traza salvo

en el punto z;. Entonces:

Demostracion:

Se construyen dos caminos como los de la figura, afiadiendo segmentos
que conectan cada circulo, formados por parte del camino v, (recorrido en
sentido positivo), unos segmentos que unen los circulos y parte de cada uno de
los circulos, (recorridos en sentido negativo), de forma que o; y o2 son
caminos cerrados simples que no contienen en el interior de su traza ningun

punto donde la funcion f no sea holomorfa:
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Figura 4.8: Férmula integral de Cauchy

61 =1/2y+s, +1/2C; + s, + ... +1/2Cph + Spp
O = 1/2Y— S1+1/2C1 —so+ ...+ 1/2Cy — Spu1

Aplicando a los caminos o3 y o, el teorema de Cauchy-Goursat: Si ¢ es

un camino cerrado y simple, y f es una funcion holomorfa en (c)u(o)

entonces la integral I f(z).dz =0, se tiene que J' f=0yque I f, luego:
(o) o4 Cy

n+1

n n+1
jclmzf:jclf+j62f:o:jyf+g‘1j_cif+g‘1jsif+i§j_sif

Los segmentos se recorren una vez en un sentido y otra en sentido

n+1 n+1

opuesto, luego Zl '[Si f+ Z’i I_Si f =0.
|= |=

Los circulos se recorren una vez en el sentido de las agujas del reloj

(orientacion negativa), luego:
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Z I—c. f :_Z Ic-f

i=1 ! i=1 :

Por lo tanto

donde el camino vy y los circulos se recorren una vez con orientacion positiva. [
Principio de Deformacion de Caminos:

La demostracion de este principio es una consecuencia inmediata del
corolario anterior, y se denomina usualmente Principio de Deformacion de
Caminos ya que indica que si el camino y; se deforma hasta convertirse en vy,
pasando siempre por puntos donde f es holomorfa, entonces el valor de la

integral no varia. Dice asi:
Corolario 4.6.2: Principio de Deformacion de Caminos

Si f una funcién holomorfa en un dominio abierto y conexo D salvo en un

punto zo, ¥ Y1 €S un camino cerrado y simple con traza contenida en D, D o (y1)

o

U (1), que rodea a zp, Y y2 €S un circulo de radio r y centro en z, contenido en

D. Entonces:
J.Yl = J.Yz r

4.6.1. Férmula integral de Cauchy

Sea D una region del campo complejo y sea f una funcion holomorfa en D.

Sea y un camino cerrado con la traza y su interior, (y)u(y), contenido en D.
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Sea z un punto cualquiera que pertenece al interior de la regién rodeada por la

traza de y. Para cada punto z de D que no pertenezca al traza de y se tiene:

1, (2)- f(z)_i y\‘;v("";

-dw (4.4)

La expresion (4.4) se denomina Férmula Integral de Cauchy.
Demostracion:

Se define una nueva funcion:

g(W)_{M WGD—{Z}

wW-—2z
f'(z) W=2

La funcion g es continua en D y holomorfa en D - {z}. Se calcula su

integral sobre .

I g =0, pues lim fw)-1(z)

wW—Z W -2

=f'(z), por lo que M—f'(z) <g
w2z

por tanto:

o J' (f(W) f(z) —f(2) + F(2))dw =

[, (f(W) f(z) - F@)dw+ [ f(z)dw
Y

Esta segunda integral es nula, j f'(z)dw =0,y
Y

j g‘ = Ij (M—f'(z» dw | <¢- Long(y).
Y Y W-—-2Z

Al ser f holomorfa en D por hipoétesis al hacer € — 0, se tiene que j g =
Y
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Por otro lado:

[Lo=1 H)=Hz) gy o [ 10 gy J, H2) gy =

w-2Z Y W-—-2 wW-—-Z

j de—f(z)j

Y W—-2 Y W-—-2

Por definicion de indice, se tiene que: 1,(z) = L vy :
2midy W—2z

Por tanto:

0= J‘ f(W) g - f(z)-[y V:'XVZ = J’y JV(V_V) dw —f(z) - 1,(2) - 2ni , y como

consecuencia:

1 ¢ f(w)

L@ f(2)=- dw . [
YW —-2Z

Ejemplos resueltos

Ejemplo 4.6.1: Calcular Id—z siendo y un cuadrado cerrado recorrido una
1z

vez en sentido positivo de vértices (5, 5), (-5, 5), (-5, -5) (5, -5).

! dz ; . . .
La integral | — =2=i, donde y; es la circunferencia de centro el origen y
Y1 Z

radio uno, recorrida una vez en sentido positivo. Por el principio de deformacion

continua su valor no varia al deformarse el circulo en el cuadrado y entonces

-[/— = h? =27 .

Ejemplo 4.6.2: Calcular j 1

5 dz siendo y(t) = 2e", 0 <t < 2m.
y(z -1(z+3)
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La funcion no es holomorfaen z = 1, -1 y -3, pero en el interior del circulo
s6lo estan los puntos 1 y —1. La integral puede descomponerse como suma de

integrales:

_[ 5 1 dz=_—1.[;dz+lj.;dz+lj 1 dz
Y(Z -1)(z+3) 4 -(z+1) 87(z-1) 87(z+3)

Como el circulo es una curva cerrada recorrida una vez en sentido
positivo, tomando en la formula integral de Cauchy f(z) = 1, las dos primeras
integrales valen 2mi, y la tercera vale cero. Por tanto:

_[ ! dz = (_—1+1]2ni
(z%2 -1)(z+3) 4 8

Y

Ejemplo 4.6.3: Calcular Iildz siendo y(t) = 2e", 0 < t < 2.
Z j—
Y

Aplicando la formula de Cauchy: Zni-ly(a)-f(a):J %-dz, cona=1y
'Y -

f(2) = z, se tiene que jildz = 27i 1, (1)-4(1) = 2.
Z —
Y

z@h 1
(z%2 -16)(z-2)

Ejemplo 4.6.5: Calcular _f dz siendo y(t) = 3e", 0 <t < 6.

Y

2 _
Se aplica la formula de Cauchy, con a = 2, f(z) = 22—1 [,(2) = 3 pues la
z°-16

curva da tres vueltas en sentido positivo alrededor del punto, con lo que se

obtiene que:

2 !
[P 1 4z =o2nizfe)= 50
L (2°-16)(z-2) 2
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Ejercicios
4.24. Calcular las siguientes integrales j f siendo y(t) = 2e", 0 <t <
Y

2mn, y f(z) igual a:

22—z+6
z+1

a)

23

(22 -7%)(z-1)

b)

senz
Z—T

senz

d ——
(z-mn)(z+1)

2
ez +3

z-1

e)

4.25. Calcular las siguientes integrales I f siendoy(t) =e", 0<t<
Y
2n, y f(z) igual a:

z2 +3z-5

a)
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4.7. CONSECUENCIAS DE LA FORMULA DE

CAUCHY

Varias son las consecuencias y aplicaciones que se pueden obtener de

esta formula:

» Siy es un camino de Jordan orientado positivamente, y si z es un

punto cualquiera que pertenece al interior de la regién rodeada por

la traza de vy, entonces: f(z)=i_.|‘ M-dW, mientras que Si z
2nidyw -z

f(w
pertenece a la componente no acotada: I Q-dw =0.
YW —Z

» Una funcién holomorfa se puede representar por medio de una

integral:

f(z) L j f(W)dW

- 2mid, (z)yw -z

» Observando que el valor de la funcion en un punto interior al
camino viene determinado completamente por los valores que la
funcidbn toma sobre su traza, se puede asegurar que si dos
funciones holomorfas coinciden sobre una circunferencia, (o sobre
un camino cerrado), deben coincidir también en todos los puntos

interiores.
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» Si se considera el camino determinado por la circunferencia de
centro a y radio r recorrida una vez en sentido positivo, se obtiene

que:
1 ¢2=n ;
f - f it

(a) ano (a+re'l)dt

gue puede interpretarse como que el valor de una funcion holomorfa
f en un punto interior a es la media de los valores que toma f sobre la
circunferencia |z — al = r. De esta observacién se obtienen otras
importantes consecuencias como el teorema del moédulo maximo o el

principio del maximo.

4.7.1. Aplicacién al calculo de integrales reales

Se puede utilizar la férmula integral de Cauchy para calcular integrales
reales. Basta para ello calcular integrales complejas, por ejemplo a lo largo del
contorno cerrado que se descompone en el segmento real [-R, R] y la
semicircunferencia de radio R. Este procedimiento permite conocer el valor de

ciertas integrales reales trigonométricas complicadas.

Por ejemplo, se vio en el ejemplo 3 del apartado anterior que:

% 4z =2qi
z-1
Y

Si ahora se calcula esa misma integral separando parte real y parte

imaginaria, se obtiene:

jznz.e—itZieitdt = j

2n 42t gt = J'2n4i(c052t+isen2t)
0 2elt_1 0 2t 1

0 2cost+i2sent-1

idz =
z-1
Y
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dt, por lo que:

J‘Zn 4sen?2t —8sent dt + irn 8cost —4cos 2t
0 5—-4cost 0 5—-4cost

2 - m -
_[ T 4sen2t —8sent dt = 0. '[2 8cost —4cos 2t dt = 21
0 5—4cost 5—4cost

4.7.2. Desarrollo en serie de potencias de una funcion holomorfa

Una consecuencia fundamental de la férmula integral de Cauchy es:
Proposicién 4.7.1:

Si f es holomorfa en zy entonces f es analitica en zo.

Demostracion:

Sea Bg(zo) un disco en el cual f es holomorfa, y sea y(t) = zg + re" con r

menor que R, entonces Vz € Br(zo) se tiene:

f(w)
1 ¢ f(w)-dw 1 f(w)-dw 1 W-—-Z
fg)= [ [ Lp 1) = ol g gdw
mdy w-z 2midyw -29 —(z-29) 2mr, Z2-Z0
W —-2g

Como z € Br(zo) y W pertenece a la traza de y, se tiene que |z -zl < |w

Z—-2p
W -2

—Zol=r, porlo que <1y se puede aplicar la férmula de la suma de los

infinitos términos de una serie geométrica:

gue converge uniformemente sobre los conjuntos compactos contenidos en
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B:(z0), se puede entonces integrar término a término:

flz) = 1.[ e Z(Z Zoj " ZTTIZ Jf(W)(Z_ZnO+)1 gy =

21T Yy W — Zp W —2q v o(w— Z)

W) = S n
o Z(z zg)" I 2 el w = ,E)an(z_ZO)

siendo

an=

1 f f(w)

i n+1
2MMY (w - zq )
y por lo tanto f es desarrollable en serie de potencias en zy y el desarrollo es
valido en B,(zp), por lo que f es analitica en zg. [

Esta proposicion justifica que en ocasiones se llame “analitica” a una

funcion holomorfa.
Como consecuencia de lo anterior se tiene que:
Proposicion 4.7.2:

Si f es holomorfa en G/a}, y si lim(z-a)f(z)=0 entonces también
Z—a

existe el limite de f cuando z tiende a a, y si se define f(a) = lim f(z) entonces
Z—a

f es holomorfa en G.
Este punto a se denomina singularidad evitable.

Otra consecuencia de la formula integral de Cauchy es que toda funcion
holomorfa es indefinidamente derivable, y se puede encontrar una expresion
similar para las derivadas de la funcion f a la obtenida para la funcion f(z)

mediante la férmula integral de Cauchy, ya que por ser f holomorfa en un
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abierto G entonces van a existir las derivadas de todos los 6rdenes de f en
cada punto de dicho abierto G, y todas ellas son holomorfas en G, es decir, f™
es también una funcién holomorfa en cada punto de G para cualquier nimero

natural, m.

De forma precisa:

4.7.3. Derivadas de orden superior

Proposicion 4.7.3:

Si f es holomorfa en zy entonces f es infinitamente derivable en zp y

n) _nl f(w)
f(zg) = ZWiIV(W—ZO)n+1

siendo Bg(zo) un disco en el cual f es holomorfa, y siendo y(t) = zg + re" con r
menor que R.
Demostracion:

Si f es una funcién holomorfa sobre un abierto G y zo es un punto de G,

entonces f admite una representacion en serie de potencias en un entorno de

. < n t"(20)
2o, representacion que es de la forma f(z) = ) an.(z-2p)" con aj =
n!
n=0

Al estudiar el desarrollo en serie de potencias de la funcion, y por ser

anico dicho desarrollo de Taylor, la expresion de la derivada queda probada. [

Otra forma de hacer la demostracién? es buscando la expresién de la
derivada, y probar la expresion de la derivada n-ésima mediante el principio de

induccion como un mero ejercicio.

2 Pagina 138 de Churchill & Brown.
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La demostracion, utilizando la definiciéon de derivada, es:

Demostracion:

Como f(z)= _1 j f(w) -dw entonces:
2mil (z) 7w -2z
_ 1 flw)
f(ZJFAZ)_27ci-IY(z+Az)J.vw—(Z+Az) dw luego
f(z+Az)-1(z) _ 1 j flw)  f(w) dw =
Az 2ni-AZ-1 (z+Az)"\W—(z+Az) w-zZ

B jf(w)( 2. J.dw =
2mi-AZ -1 (Z+AZ) (W=z-Az)(w—-2)

1 J‘ f(w)

2l (z+Az) 7 (w —Z—AZ)(W—Z).

1 jf(w)(w—z—Az+Az). _
2nil (z+Az) 7 (W—-z-Az)(w =2)?

1 1 Az
_—jf(w)[ i 2J-dw =
2mid (z+Az) (w-2z)" (wW—z-Az)(w-2)

1 J- f(w) dl + 1 J- f(w)Az
2mid (z)?1(w—2)* 2mid (z) 71 (W —z - Az)(W —z)?

dw =11 + 1o,

Si en la segunda integral I, se sustituye la curva y por una circunferencia
de centro z y radio r, r > 2|Az L que se recorre una vez en sentido positivo,

entonces su valor no se modifica y se tiene la siguiente acotacion, aplicando la

propiedad 6 (4.2): “SiM e R, If(z)| <M vze(y) entonces |jf | <M - long(y)”
y

La longitud de la curva es 2xar. Como f(w) es continua en el conjunto

compacto |w—z| <r, se puede acotary |f(w)| < M,. Se toma:
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|Az|<r/2, |w—z| =r, |w—z—Az| > | |w—z| — |Az| |2r—r/2:r/2. Por lo

que se acota:

T Sy () o

| oar = M Iy
2mi,(2) 2

c(w-z-Az)w-2)* | 2nl(z) T 2
2
y al calcular el limite cuando Az tiende a cero se comprueba que vale cero. Por

tanto:

f)= Iim f(z+Az)-1(z) _ ‘1 I f(w) .
AZ—0 Az 2mid (z)"1(w~-2)
Por induccion, derivando sucesivamente se prueba que una funcion

holomorfa en un punto z, tiene infinitas derivadas de la forma:

f(w)

m) . m' )
(z)= o .|y(z)jy (w—z)M+1

Como consecuencia se obtiene que si una funcion es holomorfa en un
punto z, su funcién derivada, f, es también una funciébn holomorfa en ese
punto, z, sus funciones derivadas son también funciones holomorfas en ese
punto, z, y por tanto, basta que una funcién sea holomorfa en un punto z para

que f tenga infinitas derivadas en dicho punto (f e C*(2)).

Si una funcion es holomorfa en un abierto G entonces es de clase infinito

en ese abierto G.

Como consecuencia, se tiene que si f = u + iv es holomorfa en un punto
entonces, necesariamente, existen las derivadas parciales de u y v de cualquier

orden y son continuas en dicho punto.
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4.7.4. Desigualdad de Cauchy

En el caso de que y sea una circunferencia, aplicando la acotacion

anterior, se obtienen las llamadas desigualdades de Cauchy:

Proposicion 4.7.4: Desigualdad de Cauchy
Si f es holomorfa en el circulo de centro ayradior, {z € C: |z —al <1},

entonces f”)(a)‘ < n!.&nr) donde M® es el maximo valor |f(z)| del médulo de

r

la funcion f sobre la circunferencia |z —al =r.
Demostracion:

Si \f(z) | < M(r) sobre la circunferencia, acotando la integral por (4.2)

f(2)

m) _ ml )
(a)= 2ni.|y(a),[y (z—a)m+1

se obtiene que

‘fm)(a)‘sw.gm :M 0

|2milr m#l rm

Y 'en particular, una consecuencia inmediata de la desigualdad

correspondiente a la primera derivada es el siguiente resultado:

fKaﬂsEﬂLz
r

4.7.5. Teorema de Liouville

El teorema de Liouville es una consecuencia inmediata de la desigualdad

de Cauchy.

Proposicion 4.7.5: Teorema de Liouville
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Si f es entera y acotada en todo el plano complejo, entonces f(z) es una

funcién constante en C.

Si f esta acotada M(r) = M y se tiene |f ’(a)| < M para todo a, por lo que su
r

modulo se puede hacer tan pequefio como se quiera al hacer crecer r. Al ser f
entera es posible aplicar esta acotacion en todo punto z, es decir, f’(z) se anula

para todo z, y en consecuencia, f es constante.

4.7.6. Teorema fundamental del Algebra

Como consecuencia inmediata del Teorema de Liouville se obtiene el

siguiente resultado conocido como “ Teorema Fundamental del Algebra”:
Proposicion 4.7.6: Teorema Fundamental del Algebra

Todo polinomio con coeficientes complejos, no constante, tiene siempre un
cero.

Demostracion:

Se demuestra utilizando el principio de contradiccion.
Se construye f(z) = 1/P(z) y se observa que si P(z) es distinto de cero para

todo z, entonces f(z) esta acotada. En efecto, como | I‘im |P(z)| =0, existe un R
Z|—>0

tal que si |z|> R entonces [1/P(z) | < 1. Y como por hipétesis P(z) no se anula,
la funcién 1/P(z) es continua en el disco de centro el origen y radio R: Br(0),
luego esta acotada para |z| < R, por lo que 1/P(z) esta acotada en todo el

plano complejo, C.

Entonces si fuese entera, seria constante. Pero, por hipotesis, no es
constante, por lo que no puede ser una funcion entera. Al ser una funcién

racional no es holomorfa en los puntos en que se anula el denominador, con lo
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cual debe existir algan punto en el que P(z) se anule, es decir, P(z) debe tener

algun cero. [

Como consecuencia se obtiene que un polinomio complejo de grado n, n

> 1, tiene n raices (contadas cada una de ellas con su orden de multiplicidad).

4.7.7. Teorema de Morera

El teorema de Morera, debido a E. Morera (1 856 — 1 909), es también
una consecuencia inmediata de lo anterior y se puede considerar reciproco del

teorema de Cauchy. Dice:
Proposicién 4.7.7: Teorema de Morera

Si f es continua en un dominio simplemente conexo G < C, y para todo
camino cerrado contenido en G las integrales de f a lo largo de esos caminos

son siempre nulas, entonces la funcion es holomorfa en G.
Demostracion:

En efecto, la hipotesis del teorema implica que f admite una funcién
primitiva F cuya derivada coincide con f en G, F = f, por lo que F es derivable
en G, y por tanto es holomorfa en G, con lo que las derivadas de orden n de F
son funciones holomorfas, y en particular su derivada primera, f, es una funciéon

holomorfa en G. [

El teorema de Morera es Util en numerosas ocasiones para demostrar la

holomorfia de funciones.
Una aplicacion sencilla es el principio de reflexion de Schwartz que dice
asi:

Proposicion 4.7.8: Principio de reflexion de Schwartz
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Sea G. un abierto del semiplano superior del plano complejo, cuya
frontera contiene al segmento L del eje real. Sea G _ el abierto simétrico de G.
respecto del eje real. Sea f una funcién holomorfa en G, que toma valores

reales en L. Entonces la funcién definida mediante:

f(z) zeG,

g(z):{f(_Z) 2eG.

es holomorfa en el abierto G s W G _uU L.

4.7.8. Principio del médulo méaximo

También se tienen resultados importantes relacionados con los valores
maximos (y minimos) de los modulos de funciones holomorfas. El resultado

siguiente se denomina a veces teorema del valor medio de Gauss.
Lema 4.7.9: Teorema del valor medio de Gauss

Sea f una funcion holomorfa en un entorno |z-al < &. Si ()| < |f@)]

para todo z del entorno, entonces f(z) tiene valor constante f(a) en ese entorno.

Es una consecuencia casi directa del hecho de que el valor de la funcién
en un punto interior a sea el promedio de los valores de f en la circunferencia
de radio r y centro a. Este lema se utiliza para probar el teorema que se conoce

como principio del médulo maximo:
Proposicion 4.7.10: Principio del Médulo maximo

Si una funcién f es holomorfa y no constante en un dominio G, f(z) no

alcanza un valor maximo en G.

Es decir, no existe ningtin punto a de G tal que |f(z)| < |f(a)| para todo z

de G.



© M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA Integracién en el plano complejo 233

La demostracion de este resultado se basa en suponer que existe un
punto de G en el que la funciéon alcanza su valor maximo, llegando a la
conclusion de que en ese caso la funcion seria constante, o que se ha

impuesto, por hipétesis, que no lo es.

Otra consecuencia inmediata se obtiene si la misma idea se aplica ahora

a una region cerrada y acotada:

Si una funcién f es holomorfa en una regién cerrada y acotada G, es,
naturalmente, una funcién continua en G, luego por el teorema de Weierstrass
el modulo de la funcion debe alcanzar un valor maximo en G. Si f no es
constante ese valor maximo no puede alcanzarlo en el interior de la region G,

con lo que se obtiene la siguiente consecuencia:
Proposicién 4.7.11:

Si f es una funcién continua en una region cerrada y acotada G y es
holomorfa y no constante en el interior de G, entonces el maximo valor de

[f(z)|, se alcanza en algtn punto de la frontera de G.

En efecto, |f(z)| no puede alcanzar su maximo en el interior del recinto G,

por lo que debera alcanzarlo en la frontera.

Como consecuencia, si f es una funcion entera, (holomorfa en todo el

campo complejo), y no es constante, no puede ser acotada en C.

Por ejemplo, ya se vio que las funciones sen(z) y cos(z) no eran acotadas
en el campo complejo, y se acaba de comprobar que al ser funciones enteras y

no ser funciones constantes, necesariamente no podrian estar acotadas en C.

De forma similar puede probarse que el minimo valor de |f(z)| debe
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alcanzarse en la frontera, nunca en el interior del recinto.

4.7.9. Otras consecuencias

Estos resultados permiten extraer algunas importantes consecuencias:

1. Sif es holomorfa en una regién G y existe un punto ae G tal que

fV(a) = 0 para todo n mayor o igual a uno, entonces f es constante en

G.

2. Si f es holomorfa en una region G y existe una sucesion (an)

contenida en G con todos los a, distintos, y tal que lim a, =acG,y
n—oo

f(an)=0 para todo n mayor o igual a uno, entonces f(z) = 0 para todo z
de G. Es decir, los ceros de una funcidon holomorfa no nula tienen que

ser puntos aislados en el dominio de holomorfia.

Principio de prolongacion analitica
Proposicion 4.7.12: Principio de prolongacion analitica

Sea G una region del campo complejo y (a,) una sucesion de puntos

distintos de G tales que lim a, =a<G. Sify g son funciones holomorfas en
n—>oo

G tales que f(an) = g(an) para todo n mayor o igual a uno, entonces f(z) es igual

a g(z) paratodo z de G.

Como consecuencia, si dos funciones holomorfas coinciden en la
interseccion de una recta con G deben coincidir en todo G, con lo que queda
probado, por ejemplo, que sélo existe una forma de extender la funcion real f(z)

= e* a una funcién holomorfa en todo el campo complejo.
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Ceros de funciones holomorfas
Proposicion 4.7.13: Ceros de funciones holomorfas

Si f es holomorfa y no constante en Gy a € G es un cero de f (f(a) = 0)
entonces existe un minimo entero k > 0 tal que f(z) = (z — a)“g(z) donde g es

holomorfa en G y g(a) es distinto de cero. Se dice entonces que f tiene en a un

cero de orden k.

Regla de L'Hopital
Proposicioén 4.7.14: Regla de L’Hopital

Sean fy g dos funciones holomorfas en a tales que f(a)=g(a)=0. Entonces

se verifica que:

lim E: lim 12)
z—»ag(z) z-ag'(z)

Se formulan a continuacion tres resultados sobre el comportamiento en

puntos de la frontera del circulo de convergencia de una serie de potencias.
Proposicion 4.7.15: Teorema del limite de Abel

+00
Sea la serie de potencias Zan 2" con circulo de convergencia |z|< 1,
n=0
que se supone que converge en z = 1. Sea Gy el interior de un angulo de

amplitud 26, (6<n/2) con vértice en z = 1, tal que se abre hacia la izquierda y

+00
que es simétrico respecto al eje x. Entonces lim f(z)= Zan siendo f(z2)
z—-1,2eG, n=0

+00
la suma de la serie Y anz" en el interior del circulo.
n=0
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Proposicién 4.7.16: Teorema de Tauber

+00
Sea la serie de potencias Zanz” con radio de convergencia 1 y sea f(z)
n=0

su suma en el interior del circulo de convergencia. Si se satisface la relacion

Foo
lim n-a, =0 y existe el limite lim f(x)=A entonces la serie. » a,
n—oo X—=1" n=0

converge y tiene por suma A.

Proposicién 4.7.17: Teorema de Fatou

+00
Sea f(z) = Zanzn una serie de potencias con radio de convergencia 1,
n=0

tal que lim a, =0. Entonces la serie converge uniformemente en cada arco z
n—oo

= e (o < 6 < B) tal que todos sus puntos son regulares (no son singulares)

para f(z).

Ejemplos resueltos

Ejemplo 4.7.1: Calcular I Iz y .[ d—z’ si C es una curva
Cz-29 ° *C(z-z)"

cerrada simple, orientada positivamente, que rodea a z,.

dz
Z—ZO

=27, lo

Si C es una curva cerrada que rodea a z, entonces a) IC

que se obtiene como consecuencia de la formula integral de Cauchy, siendo

f(z) = 1. b) 4z 0, para todo n desde 2 en adelante, lo que se obtiene
C(

z-2zg)"
como consecuencia de la formula de la derivada de la formula integral de

Cauchy.
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Ejemplo 4.7.2: Calcular I 5 5 siendo y la circunferencia de centro i
Y(z°+4)
y radio 2, recorrida una vez en sentido positivo.

La funcidn subintegral tiene singularidades aisladas en 2i y —2i, pero solo

2i esta en el interior del recorrido. Se escribe:

_ 1
12
J- 2dz _ = (z+2|)2_dZ
Y(z°+4) Y (z-2i)
Se toma como f(z) = > que es holomorfa en el interior del
(z+2i)

recorrido, zo = 2iy n = 1. Se aplica la expresion de la derivada:

. ! f(w)
f )(ZO): ZWIIV(W _Zo)n+1

1
N 2 et g wa
Se obtiene que %-dz 42m-' (@) £ 25 (32) =2
Y (z-2i) il (4)

Ejercicios

4.26. Aplicar el principio de induccion completa para demostrar la

formula de la derivada de orden n.

4.27. Calcular la integral de I f siendo y(t) = 3e", 0 <t < 2z, y siendo
Y

7z6 —4z2

f(z) igual
(z) igual a 2)5

(z-

4.28. Aplicando la expresion de las derivadas de la formula integral
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2 +1)2n

de Cauchy, calcular la integral j (z e .dz, siendo y(t) = e", 0
vz

<t < 2xn, y nun nimero natural. Utilizar el resultado obtenido para

2n-(2n)!
22n(n! )2 )

2

27 n
demostrar que: ‘[0 cos“' x-dx =

4.29. Utilizar el Teorema de Liouville para demostrar que si f es una

funcién entera y Re f > 0, entonces f es constante.

4.30. Utilizar el teorema del valor medio de Gauss para calcular la

1

5 __.dt.
0 sen?((n/6)+e)

integral:

4.8. EJERCICIOS

4.31. Calcular la longitud del camino:

X+ix 0<x<1
z(x)= _
X+1 1<x<2

1+i 2+i

v

0 1 2

Figura 4.9: Ejercicio 4.32

4.32. Comprobar siJ. f esigual a:
Y
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a) 2,sif(z) = z, siendo y(t) el segmento que une el origen con

el punto 2i.

b) 8(1-1i), sif(z) = z, siendo y(t) el segmento que une el punto

2icon 4 + 2i.
c) ¢Puede existir una funcion holomorfa cuya derivada sea z ?

4.33. Aplicar la definicion de integral sobre un camino para calcular

J' f,sif(z)= z,y siendo y(t) = 2 e, _7“3 t< g y comprobar que
y

se obtiene 4ri.
4.34. Aplicar la definicion de integral sobre un camino para calcular
j f, con f(z) = Iz — 11, siendo y(t) = e, 0 <t < 2n, y comprobar
Y
que se obtiene 8.
4.35. Aplicar la definicion de integral sobre un camino para calcular
J f, para f(z) = |z %, siendo v(t) el cuadrado de vértices 0, 1, 1 + i,
Y
i, y comprobar que se obtiene i — 1.

4.36. Aplicar la definicion de integral sobre un camino para calcular

J' f, siendo f(z) = f(x + iy) = y — x — i-3x? y y(t) el triangulo de
Y

vértices 0, i, 1 + i, y comprobar que se obtiene |;21

4.37. Calcular: j dz| siendo y(t) =r-e", 0 <t<2m.

Zz-senz
Y
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4.38. Comprobar que _[ 12dz < 47, siendo y(t) = ", 0 <t < 2m, y
Z+
Y

ue dz =0.
g J‘z+2
Y
4z . it

4.39. Comprobar que I dz| < —, siendo y(t) = 2e", 0 <t < 2~

z°+1 3

Y
4.40. Calcular: ny sif(z) =22+ 3ysiia)yt)=e", 0 <t<2m b) y(t) =
et o<t<moeo)y®)=e" n<t<2md)yt)=-1+2t,0<t<1.
4.41. Calcular: J.J sif(z) = 3%Zpara:
a) y(=e", 0<t<2m
b) y(t) =e", 0<t<r;
c) y(t)=e", n<t<2m.

4.42. Calcular: If si f(z) = sen(z — 1), siendo:
Y

a) y(t)=e", 0<t<2n
b) y(t) =e", 0<t<
c) y(t) =e", n<t<2rn

d) yt)=-1+2t,0<t<1.

4.43. Calcular: jf sif(z)=e**3y
Y

a) y(t)=e", 0<t<2n
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b) y(t) =e", 0<t<m
c) y(t)=e", n<t<2rm
d) yt)=-1+2t,0<t<1.

4.44. Sea vy(t) = 2e", 0 <t < 2n. Verificar si se anulan, o no, las

siguientes integrales, I f(z)-dz, siendo:
Y

2_
2 @)= 2"

b) f(z) = (z2=5)e % *°,

Z+5
0) flz) = 5=,

z° -9
d) f(z) = senz .

CcoSz

4.45. Aplicar la formula integral de Cauchy para calcular las

siguientes integrales I f siendo y(t) = 3e", 0 <t < 2, y f(z) igual a:
Y

22 +3z-5
a ——,
2(z-2)

73+ 4
(22 ~16)(z+1)

b)

senz

V-

Cosz

(z-n)
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z%+1

¢ (z+1)

4.46. Calcular la integral de j f, siendo y(t) = 2e", 0 <t < 2x, y f(2)
Y

24—322

igual a 3
(z-1)

4.47. Calcular la integral de I f,siendoy(t)=1+2e" 0<t<2my
Y

(23 -5z).e271

f(z) igual a
(z-1)°

4.48. Calcular la integral de I f, siendo y(t) = €', 0 <t < 4x, y f(2)
Y

senz.e?71

Z2

4.49. Calcular la integral de I f, siendo y(t) = 4e™, 0 <t<4m, yf(z) =
Y

senz
22+22—3

4.50. Calcular la integral de I f,siyt) = e", 0 <t<4n, ysif(z)es
Y

cosz-eZ™1

igual a
2% -4

4.51. Utilizar el teorema del valor medio de Gauss para calcular la

: [T 2 it
integral: J.o sen“(n/3+3e")-dt

4.52. Utilizar el teorema de Liouville para demostrar que si If|>¢c >0

entonces la funcién f es constante.
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4.53. Calcular la integral de I f,cony(t)=a+re", 0<t<2my
Y

3(z-a)senz-e* 2

(z-a)®

f(2) =

4.54. Calcular la integral de I f,siy) = re®, 0<t<2r, parar =1/2
Y

y para r = 3/2, siendo f(z) igual a cc;s&_
(z°+1)z
2z
4.55. Calcular la integral de I f, siendo f(z) igual a > y y un
Y (z°+1)z

camino cerrado de indices:
a) 1,(0) = 0; 1,(i) = 0; 1,(~i) = .
b) 1,(0) =0; I,(i) = 1; 1,(~i) = 1.
) 1,0) = 1;1,(3) =-1; Iy(~i) = 1.
d) 1,0) = 1; 1,() = -1; I,(-i) = 1.
4.56. Calcular la integral de j yf si y(t) = re", 0 <t < 2x, segln los

distintos valores de r, distintos de 1 y de 2, con f(z) igual a

eZ

(22 41)(z+2)

4.57. Calcular las siguientes integrales,j f:
Y

a) conf(z) =z +3Z yy(t)=e", 0<t<n.

L

Jz

b) con f(z) = yyit)=e", 0<t<m.
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c) conf(z) =Logzyy(t)=e", —n/2 <t<n/2.
d) conf(z) =Re zyy(t) =[1, i].

(Solucién: a) —2/3 + 3ni; b) 2i — 2: ¢) —2i; d) (i = 1)/2)
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