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CAPITULO 2

Funciones complejas

Como se ha comprobado en el capitulo anterior, el plano complejo C se
puede considerar isomorfo al plano real, ®% Esto puede llevar a pensar, a la
hora de definir una funcién sobre C, que la situacién es analoga a la de una
funcién de dos variables reales, ya que si z = x + iy, la funcion f(z) se puede
considerar como una funcion que depende de las variables reales x e y. Pero
esto no es totalmente cierto en general, y la razon es que f(z) es también una
funcién de una dnica variable, la variable compleja z. Es por ello que una
funcién compleja se puede considerar que esta a medio camino entre las
funciones de una variable real y las de dos variables reales, y esto hace posible
que para una funcién compleja se puedan definir conceptos que no es posible
definir para funciones de dos variables reales, como es el caso de la derivada

de una funcioén .

Dentro de las funciones definidas en C se estudian en la Seccion 2
aguéllas que tienen una dependencia directa de la variable z = x + i-y, y no son
simplemente funciones de las variables separadas x e y. Se introducen en
primer lugar las funciones complejas, se definen las funciones elementales
como extensiones de las correspondientes reales y se estudian los limites y la
continuidad de las funciones complejas, que tienen un comportamiento analogo

al caso de las funciones definidas en R
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La derivada compleja, que se introduce en la Seccidon 3, es un concepto
fundamental dentro de la teoria de funciones de una variable compleja porque,
aunque la definicion es analoga a la de derivada de una funcion de una variable
real, el hecho de que el limite se tome en el plano complejo hace que las
condiciones en las que existe la derivada sean mas fuertes que en el caso real.
Esta es la razén por la que una funcidbn compleja que sea derivable en un
subconjunto adecuado del plano complejo tenga un comportamiento mejor que

en el caso real.

Las funciones derivables en todos los puntos de un conjunto abierto G del
plano complejo se denominan funciones holomorfas en G y se estudian en la
Seccion 4. Tienen un interés especial porque a partir de ellas se pueden
deducir resultados realmente sorprendentes, como se vera mas adelante en los

Capitulos 4y 5.

El capitulo termina con la introduccion, en la Seccion 5, de las funciones
armonicas, funciones de dos variables reales, que son las soluciones de la
ecuacion de Laplace en R? y se estudia la relacién que existe entre ellas y las

funciones holomorfas de una variable compleja.
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2.1. DEFINICION. FUNCIONES ELEMENTALES

2.1.1. Definicion de funcién compleja

Definicion 2.1.1;

Dado un subconjunto S del plano complejo C, se denomina funcion
compleja de una variable compleja f(z) a una aplicacion f : S — C tal que a

cada valor z € S ¢ C le corresponde un unico numero complejo f(z).
Siz =x + 1y, la funcion f(z) se puede expresar de la forma

f(2) = ux, y) +iv(x,y),

donde u y v son funciones de dos variables reales que representan

respectivamente la parte real y la parte imaginaria de f(z).
Asi, por ejemplo, la funcién f(z) = z* + 1 se puede expresar como:
f(z) = (x +iy) 2 +1=x2 =y +2xy- i+ 1 =ux, y)+iv(xy),

con u(x, y) = x> —y* + 1y v(x, y) = 2x-y.
Definicion 2.1.2:

Se llama dominio de la funcion al conjunto S de puntos en los que la
funcién esta definida, y se llama imagen de f al conjunto formado por todos los
valores complejos que toma la funcidn. Si no se especifica, el dominio es el

maximo subconjunto del plano complejo C en el que la funcidn esta definida.

De la expresion f(z) = u(x, y) + i-v(X, y) se deduce que una funcién
compleja por una parte se puede suponer similar a una funciéon de una variable

real, puesto que a cada numero complejo z le corresponde un valor complejo
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f(z). Pero por otra parte se puede tomar como el resultado de aplicar las
funciones u y v que estan definidas en un subconjunto de R?, y desde este
punto de vista f podria considerarse préxima a las funciones definidas en R,

Es precisamente esta situacion la que hace que las funciones complejas

tengan propiedades diferentes a las de las funciones reales.

2.1.2. Funciones elementales

2.1.2.1. Polinomios

Definicién 2.1.3:
Los polinomios complejos son funciones de la forma
f(z) =an-z" +an1:z"' + ... +a;-z+ap, aj € Cparaj=0,.., n.

Las partes real e imaginaria de una funcion polinbmica compleja son

funciones polinomicas de dos variables reales. Asi, por ejemplo:
f(z) =222+ 3 =2(x +i-y)* + 3= (2(x* = y°) + 3) +i-(4 x-y) = U(X, y) + iv(X, y)

Es importante resaltar que una funcion polinébmica compleja es aquélla
que se puede expresar como una combinacién lineal de potencias de
exponente natural de z, ya que puede ocurrir que u(X, y) y v(X, y) sean
funciones polinémicas en R? y sin embargo f(z) = u(x, y) + i-v(x, y) no sea un
polinomio complejo. Un ejemplo es la funcién f(z) = (x* + y?) + i-(x* = y?), que no
se puede expresar de la forma a z> + b-z + ¢, y por tanto no es un polinomio

complejo.

Las funciones polindmicas complejas estan definidas en todo el plano

complejo.
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2.1.2.2. Funciones racionales

Definicién 2.1.4:

De forma analoga al caso real, se denomina funcion racional a una

funcién definida como cociente de dos polinomios:

- P(2)

f )
@)= a0

Como en el caso real, las funciones racionales se pueden definir en todo
el plano complejo, salvo en el conjunto de los nimeros complejos que anulen el

denominador, que son las raices del polinomio Q(z).

Asi, por ejemplo, la funcion:

272 41

f(z) =
z2 +1

esta definida para todo valor complejo del plano salvo paraz=iy z =-i.

2.1.2.3. Funcién exponencial

Definicién 2.1.5:

Dado el nimero complejo z = x + iy, la funcion exponencial compleja se

define a través de la férmula de Euler introducida en el capitulo anterior
f(z) = exp(z) = eZ =e**V = gX(cosy +iseny).

La funcién asi definida es una extension de la funcion exponencial real,

puesto que si z es un nimero real se tiene que y = 0 y entonces f(x) = e*.

Propiedades

La funcion exponencial compleja tiene las siguientes propiedades:
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1. Dadosz, we C, @2tW =gZ.gW,

N

Siz=x+iy, |ezl=eX, eV | =1

3. e?=1siysoblosiz=2k mi siendok e Z.

et=(e2) .

N

z

5. (e2)'=e™

Observaciones. Las propiedades anteriores indican que la funcion
exponencial compleja mantiene en general las propiedades de la funcién
exponencial real. Existen sin embargo dos diferencias importantes entre ellas

gue se presentan a continuacion.

La primera diferencia es que la funcién exponencial real es una funcién
inyectiva, que esta definida en todos los puntos de la recta real y toma todos
los valores comprendidos en el intervalo (0, «). La funcion exponencial

compleja esta definida para todo punto del plano complejo C pero no es una
funcién inyectiva, puesto que para todo z se tiene que eZ*24 = gZ . Es por tanto
una funcion periédica, de periodo 2mi, que se repite en bandas horizontales
del plano complejo, de amplitud 2n. Esto es algo que es necesario tener en

cuenta si se quiere estudiar la existencia de la funcion inversa.

La segunda diferencia entre las funciones exponencial real y compleja es
que la funcidn exponencial compleja puede tomar valores reales negativos, en
contra de lo que sucede en el caso real. De hecho se puede demostrar a través
de la definicion de logaritmo complejo que puede tomar cualquier valor

complejo salvo el 0. Esto es razonable si se tiene en cuenta que el médulo de
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e’ es e, |e?| = &%, que toma todos los posibles valores reales positivos, salvo
el valor cero, y el argumento de e’ es la parte imaginaria de z. Se comprobara

este hecho de manera formal cuando se haya definido el logaritmo complejo.

2.1.2.4. Funciones trigonométricas
Las formulas de Euler permiten asegurar que, para todo x € R,
eX = cos x + i-sen x y e X = cos x —i-sen x.
Se tiene entonces que six € R
eix + e—ix eix _ e—ix .

COSX= =— = — y sen x = _
2 2i

Es razonable extender las funciones seno y coseno al plano complejo
definiéndolas para todo z € C como:
Definicion 2.1.6:
Las funciones trigpnomeétricas complejas seno y coseno se definen:
—iz iz

iz —iz
+ —
COSZ:% y senz= &~

Propiedades

Estas funciones asi definidas conservan, para todo z, w € C, las

siguientes propiedades:
1. cos (- z) =cos (z), sen (z) =—sen (2)
2. cos?(z) +sen®(z) =1
3. sen (z +w) =sen (2)-cos (w) + sen (w)-cos (z)

cos (z + w) = cos (z)-cos (w) — sen (z)-sen (w).
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Las funciones sen z y cos z se diferencian de las correspondientes
funciones reales en que pueden tomar valores complejos cuyo moédulo no esté
acotado, al contrario del seno y el coseno reales, cuyos valores estan acotados

entre —1 y 1. En efecto, basta tener en cuenta que para todo x € R:

—X X —X 14X
cos (i-x) = % y sen (i-x) = %,
|

de manera que para valores de x suficientemente grandes los moédulos de los
complejos asociados son mayores o iguales que cualquier valor real que

fijemos.
Ceros de las funciones sen z y cos z.

Las funciones sen z y cos z so6lo toman el valor cero en puntos de la recta
real; es decir, los ceros de las funciones complejas sen z y cos z coinciden con
los ceros de sus correspondientes reales. Esto se puede comprobar facilmente

expresando sen z y cos z en forma bindmica: si z =X + i-y,
sen z=sen x - coshy+icosx-senhy
COS Z =COS X - CoOsh y —i-sen X - senh y.
Asi,
senz=0<y=0ysenx=0<z=2kn keZ
cosz=0<y=0ycosx=0<=z=2k+1)n/2,k € Z.

Las restantes funciones trigonométricas se definen de la misma forma que

en el caso real. Asi, por ejemplo, la tangente es
tgz=senz/cos z,

y esta definida en todos aquellos valores complejos en los que no se anula el
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denominador, es decir, paraz# (2k + 1)-1/2, k € Z..

2.1.2.5. Funciones hiperbdlicas

Las funciones hiperbdlicas se definen de forma similar a las funciones

hiperbdlicas de una variable real.

Definicion 2.1.7:

Las funciones seno y coseno hiperbdlicos se definen para cada z € C

como.

el+e ¢ el-e7?

coshz==-——=—y senh z =
2
De la propia definicion se deduce de manera inmediata la relacién del
seno y el coseno hiperbdlicos con el seno y el coseno. Se tiene:
senh z=-i-sen (i-z) cosh z = cos (i-z)
sen z =—i-senh (i-z) cos z = cosh (i-2).
Propiedades

Las funciones hiperbdlicas se comportan también de forma analoga a las
correspondientes reales. Se tienen, para todo z, w e C, las siguientes

propiedades:
1. cosh (-z) = cosh (z), senh (-z) = —senh (2).
2. cosh?(z) — senh? (z) = 1.
3. senh (z + w) = senh (z) - cosh (w) + senh (w) - cosh (2).
cosh (z + w) = cosh (2) - cosh (w) + senh (z) - senh (w).

4. senh z=senh x-cosy +i-coshx-seny.
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cosh z=coshx-cosy+isenhx-seny.

De la relacion entre las funciones senh z y cosh z se deduce de manera
inmediata que la funcion senh z toma el valor cero en los puntos z, = n-mi,

mientras que los ceros de cosh z estan en los puntos z, = (n + 1/2)-m

Las restantes funciones hiperbdlicas se definen de la misma forma que en

el caso real. Asi, por ejemplo, la tangente hiperbdlica es:
tgh z = senh z / cosh z,

y esta definida en todos aquellos valores complejos en los que no se anula el

denominador.

2.1.2.6. Funcion logaritmo

El logaritmo complejo se introduce como la funcién inversa de la funcion
exponencial. La primera dificultad esta en el hecho de que la funcién
exponencial no es una funcidn inyectiva, y por tanto la funcion inversa asociada
Nno va a ser una correspondencia univoca, como sucede en la definicion usual
de funcion, sino que va a ser una funcién multivoca, tal que a cada numero

complejo distinto de cero le va a asociar infinitos valores complejos.
Definicion 2.1.8:
Dadoz=x+iy e C, z#0, se define:
logz=In |z| +i-(arg z + 2kn), k € Z
Asi, por ejemplo:
a)logi=In |i| +i(n/2+2kn)=i(n/2+2kn),keZ

b)log (1) =i(x+ 2kmn), ke Z
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¢)log (1+i)=In 2 +i(n/4+2kn), k e Z

El logaritmo asocia entonces a cada numero complejo infinitos valores
complejos, que tienen la misma parte real pero su parte imaginaria difiere entre

ellos un mdltiplo entero de 2.

Si se restringen los valores del argumento de z a un determinado intervalo
de amplitud 2w, como puede ser el intervalo [-r, ©t), el logaritmo complejo se
convierte en una funcién univoca que se denomina logaritmo principal, o

determinacion principal del logaritmo, y se denota con mayuscula
Logz=1In |z]| + i-rArg (2), Arg (2) € [-r, ).
Propiedades

1. log (zw) =log z + log w.
z

2. log (—) =log z-log w.
w

3. Log (zw) =log z + log w * 2Kk-7-i.

Observacion: Es importante tener en cuenta que mientras exp (Log z) =
Z, cualquiera que sea el valor de z, Log (exp z) puede tomar un valor distinto de

z. En efecto, siz=x +i-y es tal que y > &, se tiene que
Log (eZ) =In (eX) + i-Arg (&%) = x + i-(y — 2k-n) = z — 2k--i # 2.

Se puede comprobar ahora de manera formal que la funcion exponencial

puede tomar cualquier valor complejo distinto de 0. En efecto, si se fija un

namero complejo w # 0, existe otro nUmero complejo, z*, tal que eZ =w . Basta

tomar z*=In |w]| + I-arg w. Se tiene entonces:
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eZ =Wl .(cos(arg w) + i-sen(arg w)) = |w | -(cos(arg w) + i-sen(arg w)) = w.

2.1.2.7. Funciones definidas como potencias

Potencias complejas

El logaritmo complejo permite extender las potencias al campo
complejo. Se puede asi tomar un numero complejo distinto de 0 y elevarlo a un

determinado exponente complejo a través de la siguiente definicion
Definicion 2.1.9:
Dados los numeros complejos c y d, con ¢ =0, se define:
c’ =exp (d-log c).
La expresion anterior representa a infinitos nimeros complejos.
Asi, por ejemplo:
a) i? = exp (-2ilog i) = exp (=2i-(i-(n /2 + 2k-w))) = (4K +D1 Kk ¢ Z
b) (1+i)"=exp (-ilog (1 +i))= exp (=i-INv/2 + n/4 + 2k-x) =
= W42kt (cos (In+/2) —i-sen (Inv2)), k e Z

Se pueden también definir funciones en las que se utilicen potencias
complejas, y en ellas la variable z puede aparecer en la base o en el

exponente.
Definicion 2.1.10:

La funcion f(z) = z°, siendo el exponente ¢ una constante compleja, ceC,

se define como

f(z) =exp (cllogz),z #0.
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Estas funciones son en general funciones multivaluadas, es decir, con
infinitas ramas. De forma anéaloga al logaritmo, si se fija un intervalo de tamafio

27 para el argumento de z se tiene una funcién univaluada.
Se tienen distintas situaciones en funcion del valor del exponente c.

> Sic=n e Z, esdecir, si c es el nUmero entero n, entonces f es una

funcién univaluada, pues
z"=exp (nlog z) =exp (n-(In |z| +i-(arg z + 2k-n))) =
= |z|" exp (in-(Arg z + 2kn)) = |z |" - exp (i-n-Arg Z) .

» Si ¢ es un numero racional que tiene como forma irreducible ¢ =

C

p/q, con p y g enteros, la funcién f(z) = z° tiene g ramas,

correspondientes a las g raices g-simas de z°.

» Finalmente, si ¢ es un numero real irracional, o un numero
complejo con parte imaginaria distinta de cero, la funcién f(z) = z°
tiene infinitas ramas. Cada una de ellas se obtiene al fijar un valor

de a >0, y expresar z en forma polar.
Definicién 2.1.11:

La funcién f(z) = ¢?, siendo la base una constante compleja, ¢ € C, ¢ # 0,
se define como
f(z) =exp (z-log c).

Para cada valor de log c prefijado, la funcién f asi definida asocia a cada
namero complejo z un dnico valor complejo, y por tanto f es una funcién

univaluada.
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Ejemplos resueltos
Ejemplo 2.1.1: Estudiar si la funcion
f(z) = 23 + 2xy — 6x-y°— 1 + i-(6X%y + X2 — y? — 2y°)
es un polinomio complejo.
La funcion f(z) se puede expresar como
f(z) = 203 + i-3x%y = 3xy? = iy + (6 —y? + 2xy) =1 = 2% + -2 — 1.
Se tiene entonces que f(z) es un polinomio complejo de grado tres.

Ejemplo 2.1.2.: Estudiar el dominio de definicion de las siguientes

funciones
2
z°+1
a) f(z) =
23 _iz2 —z4i
b) g(2) = tanz
\/22+1
2
z°+22+3
¢) hers coshz

La funcion f(z) es un cociente de polinomios. Se puede definir por tanto en
todo el plano complejo salvo en los ceros del polinomio que esta en el
denominador. Como z° —iz? =z +i=(z-i) - (Z*- 1), f(z) esta definida en todo

C menos en los puntosi, 1y —1.

La funcién g(z) se puede definir en todo el plano complejo salvo en los
puntos en los que no esta definida la tangente y en los ceros del denominador.
Esta entonces definida en todo C menos los puntos i, —iy z, = (n + 1/2)-%, con

ne/Z.
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Finalmente, la funcion h(z) se puede definir en todo el plano complejo
salvo los puntos en los que se anula el denominador; esta definida por tanto en

todo C menos los puntos z, = (n + 1/2)-w-i, con n € Z.

En los dos ejemplos que siguen se presentan dos procedimientos
alternativos: el primero es directo, mientras que en el segundo se utiliza la
definicion de logaritmo complejo. Comparandolos, se puede apreciar que la

utilizacion del logaritmo permite en algunos casos simplificar las operaciones.
Ejemplo 2.1.3: Resolver la ecuacion e” = -2.

Procedimiento 1: Se expresan en primer lugar los dos miembros de la

igualdad de la misma forma:
e*(cosy+iseny)=2-(-1).

Se tiene entonces que €* =2, conlocual x=1In2,yque seny =0y cos y

=-1. Portantoy = (2k + 1)-%n, k € Z.
Las soluciones de la ecuacion inicial son entonces:
z=In2+ (2k + 1)-wi, k € Z.
Procedimiento 2: Tomando logaritmos en la ecuacion e’ = -2, se tiene:
z=log(-2)=In|2|+i(arg(-2) + 2k )=In2 + (2k + 1)-wi, k € Z.
Ejemplo 2.1.4: Resolver la ecuacion sen z = 2.

Procedimiento 1:
- 1 iz —-iz iz —iz ;
senz—2<:>§(e —e ) =2 e“-e“=4i.
i

Llamando m = eiZ, se tiene
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m® - 4im—-1=0,
gue tiene como solucién
m = (2 /3 )-i.
Deshaciendo el cambio
eZ=(2++/3)i< oY -(cos x +i-senx) = (2 + +/3).
Se tiene entonces que e Y = (2 = +/3),conloque e¥ = (2 T43)y
entonces y = In (2 \/§), X = g + 2k-n. Se puede asegurar pues que los

nameros complejos z tales que sen z = 2 son de la forma:

z= 2 +2kn+iln(2++3),kez

T
2

Procedimiento 2:

Se procede de la misma forma que en el procedimiento 1 hasta obtener la

relacion

eZ=(2+ 3)i

Tomando logaritmos en la ecuacion

rz=In(2+ \/§) + i-(g + 2k-m ) , con lo que se tiene

z=%+2k-n+i-ln(2i\/§),kez.

Ejemplo 2.1.5: Demostrar que, si z = x + iy, entonces:
|sen z|2 = sen? x + senh?y y | cos z|? = cos? x + senh?y.

Teniendo en cuenta que
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senz=senx-coshy+icosx-senhy
COS z = COS X - cosh y —i-sen x - senhy
se tiene

| sen z|2 =sen?x - cosh?y + cos? x - senh?y =
sen® x - cosh?y + (—sen” x - senh? y + sen” x - senh? y) + cos® x - senh®y =
sen® x - (cosh? y — senh? y) + (sen? x + cos” x) -senh? y = sen® x + senh?y.
De forma anéloga

|cos z|2 = cos?x - cosh?y + sen®x - senh’y =
cos®x - cosh? y + (—cos? x - senh?y + cos®x - senh?y) + sen’x - senh?y =
cos®x - (cosh? y — senh? y) + (sen®x + cos®x ) - senh’y = cos® x + senh?y.

Este ejemplo muestra de manera directa que el crecimiento del médulo
del seno y del modulo del coseno complejos depende de la parte imaginaria de
z. Esta es la razén por la que el seno y el coseno complejos no son funciones

acotadas en C.
Ejemplo 2.1.6: Estudiar los valores que toman las siguientes funciones
a) f(z) = 23, b) f(z) = (L +i)% ¢) f(z) = 2**".

3 toma los valores:

a) Para cada numero complejo z, f(z) = z
i) |z|Y2- exp (i-Arg z/3),
i) |z|Y®-exp (-Arg z/3 + 2n/3) y

iy |z |3 exp (i-Arg /3 + 4n/3).

b) f(z) = (1 +i)* = exp (z-log (1 +i)).
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Si se tomalog (1 +1i) = Inv2 + i-n/4, la funcion f(z) asocia a cada z el

valor

f(z) = exp (z-(INV/2 + i-n/4)) = exp (xIN+2 — (W/4)-y + i-(x-n/4 + y-In +/2)).

c) La funcién f(z) = z**!

toma para cada z los infinitos valores:
f(z) = exp (1L +i)log z) =exp (1 +i) (In |z | +i-(Arg z + 2k ))) =

|z |-exp (<Arg z — 2k-n +i-(In |z| + Arg 2)), k € Z.
Ejercicios

2.1. Calcular:
a. sen 2i.
b. cos 2i.
c. sh 2i.
d. ch2i.
e. tg (1 + 2i).

2.2. Resolver las ecuaciones:
a. cosz=0.
b. senz=1i.
c. shz=1.
d. chz=0.

2.3. Calcular f(3 + 6i), f(2i) y f(-5 + 3i), siendo f(z) igual a:

a. z° -2z
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b. 1/(1 - 2).
c. 1/
d. z/(3z + 2).

2.4. Demostrar que:
a. cos (i-z) = senh z.
b. cosh (i-z) = cos z.
c. sen (i-z) = i-senh z.
d. senh (i-z) = -i-sen z.

2.5. Comprobar que al calcular la parte real y la parte imaginaria de las

funciones trigonomeétricas e hiperbdlicas, se obtiene, siz=x +iy:
a. senz=senx-coshy+icosx-senhy.
b. cosz=cosx-coshy—isenx-senhy.
c. senhz=senhx-cosy+i-coshx-seny.

d. cosh z=cosh x-cosy+isenhx-seny.

2.2. LIMITES DE FUNCIONES. CONTINUIDAD

2.2.1. Limites de funciones

Las funciones complejas se comportan frente a los limites de forma
analoga a las funciones definidas en R?. Sean zo = Xg + i-yo Y Wo = Ug + i-Vo dos

nameros complejos, y sea f(z) una funcion definida en un entorno punteado de
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Zo. Se dice gque la funcion f(z) tiene como limite wg, cuando z tiende a zg, si la
funcion toma valores cada vez mas proximos a wo cuando z se aproxima a zg.

Expresado de manera formal
Definicién 2.2.1:

lim f(z) = wo si para todo € > 0 existe un & > 0 tal que siempre que 0 <
zZ2,

|z- 20| <8, se verifica que |f(z) —wo | <.

Se puede comprobar facilmente que lim f(z) = wg = ug + i-vg Si y solo si
z—2,

se verifica que lim Re (f(z)) = up y lim Im (f(2)) = vo.

(%,¥)>(Xo,¥0) (%,¥)>(Xo,¥0)

Se tiene entonces que los limites de funciones complejas tienen el mismo
comportamiento, el mismo tipo de dificultades y las mismas propiedades que

los limites de funciones de dos variables reales.

2.2.2. Limites en el infinito. Limites infinitos
Se puede extender la definicion de limite al plano complejo ampliado con
el punto del infinito. En este caso se tienen las siguientes definiciones

Definiciéon 2.2.2:

lim f(z) = w si para todo € > 0 existe un namero real M > 0O tal que
Z—>0

siempre que |z| > M, se verifica que |f(z) —w| <e.
Definicion 2.2.3:

lim f(z) = oo si para todo numero real M, M > 0, existe un & > 0 tal que
2527,

siempre que 0 < |z—zo| <3, se verifica que |f(z)| > M.
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2.2.3. Continuidad

Una funcion compleja f(z) es continua en un punto z, si esta definida en zg

y en puntos proximos a zo toma valores préximos a f(zo).
La definicion formal es la siguiente:
Definicién 2.2.4:

La funcion f(z) es continua en un punto zq si para todo € > 0 existe un & >

0 tal que siempre que |z - zo | < & se verifica que |(z) = f (zo) | <.

La funcion f(z) es continua en un conjunto G del plano complejo si f(z) es

continua en todos los puntos de G.

Es importante subrayar que, como sucede en el caso de funciones
definidas en R?, para que una funcién f(z) sea continua en un punto z, hace

falta que se verifiquen las tres condiciones siguientes:
1) La funcién debe estar definida en zg, es decir, debe existir f(zo).

2) Debe existirel lim f(z2).
-7,

3) Debe coincidir dicho limite con el valor de la funcién en el punto z,:

lim f(z) = f(zo).

z2>12,

Si alguna de estas tres condiciones no se verifica, la funcidbn no es

continua en zo.

Los polinomios complejos p(z), asi como la funcién exponencial, €, las
funciones trigonométricas cos z y sen z y las funciones hiperbdlicas senh z y

cosh z, son funciones continuas en todo el plano complejo.
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La funcion tg z no sera continua en los valores en que se anule el

denominador, cos z.

La funcién Log z=In |z| +i-Arg (2), Arg (z) € [-=, =), no es continua en O
porque no esta definida en 0. Tampoco es continua en los puntos del semieje

real negativo, pues en efecto, si zo €s un numero real negativo,
Log zp=In | zo | + ir-Arg (zo) = In |z | —im.

Los puntos z; que estan proximos a zg por debajo del eje real son tales
que Log z: = In |z1| + i-Arg (z1), donde Arg (z1) se aproxima a —r. Se tiene

entonces que Log z; — Log zo.

Sin embargo, los puntos z; que estan proximos a zy por encima del eje
real son tales que Log z, = In |z, | + i-Arg (z2), donde Arg (z2) se aproxima a .
Por tanto, Log z, no se aproxima a Log zg por lo que la funcién Log z no es

continua en los puntos del semieje real negativo.
En los restantes puntos de C , la funcion Log z es continua.

Si se toma otra rama del logaritmo, por ejemplo, Log z=In |z | +i-Arg (2),
Arg(z) [0, 2xn), la funcion Log z es continua en todo C menos los nameros
complejos z = x, x 2 0, es decir, en todos los numeros complejos menos los que
estan situados en el semieje real positivo, incluido 0. Cualquier rama de la

funcion Log z es continua en C salvo en una semirrecta de origen el punto 0.

Ejemplos resueltos

Ejemplo 2.2.1: Calcular los siguientes limites: a) lim z_+1; b) lim U;

zi 2 z>0 Z
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2
¢) lim 1212
z—0 z
. z+1 _i+1
a) lim—=——
z>i 2 2

2 2 .
by fim 12l = g XY g X2

m — =

z—0 Z z>0 X+Iiy z—0 ,X2+y2

Si se toman los limites direccionales, es decir, a través del eje real y del
eje imaginario, se obtienen respectivamente los valores 1 y — i. Se tiene
entonces que los limites direccionales son diferentes y por tanto no existe

limite.

27 2.5
. z|°z . z|z N

c) lim L = lim 1217z lim z=0.
z—>0 Z z—>0 2zz z—0 | Z |2 z—0

Ejemplo 2.2.2: Estudiar el limite en el infinito y los limites infinitos de la

funcién: f(z) =

NN‘H

A Y. 1 . .
El estudio de la funcion f(z) = T3 puede servir como muestra para aplicar
z

las definiciones de limites infinitos o en el infinito. Se tiene que  Iim — = 0
zZ—>w 7

porque fijado cualquier € > 0 existe un niumero real M = — tal que si el médulo

VE
, 1 1
de z es mayor que M se tiene que |f(2)| =|—=| < — <=.
2 M2
4 1 : . . 1
lim — = o porque para cualquier namero real M > 0 existe & = — tal

z—>0 z M
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que sio < |z| <3, se verifica que |f(z)| = |i2 | > M.
z

Ejemplo 2.2.3: Estudiar la continuidad de las funciones del ejemplo 2.2.1.

a) f(z) = ZTH es continua en z =i porque:

)  Esta definida en i, f(i) = %
1)) Existe lim Z—+l, ya que lim 2+ ﬂ.
z>i 2 z>i 2 2
iii) El limite coincide con el valor de la funcion en z =i, f(i) =
i+1 _ .  z+1
— = lim —=
2 z>i 2
b) f(z) = 121 no es continua en z = 0 porque f no esta definida en 0, y
z
tampoco existe lim ﬂ
z—>0 Z

2
z . . .
c) f(z) = 2] no es continua en z = 0 porque f no esta definida en 0,
z
oz
aungue existe lim —— =0.
z—>0 Z
z|2
d) La funcién f(z) = S siz#0 es continua en 0 porque ahora si se
0 siz=0

verifican las tres condiciones, i) existe f*(0) = 0, ii) existe el limite y iii) el limite

2
|Z]

coincide con el valor de la funcibn en z =0, *(0) =0 = lim
z—>0 Z
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Ejercicios

2.6.

Demostrar que:

lim f(z) = wo = ug + i-vp si y solo si se verifica que
Z>27,

|im(x,y)_>(xo,yo) Re (f (Z)) =Uoy Iim(x,y)ﬁ(xo,yo)lm (f (Z)) = Vo,

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

Calcular:
.z
a. Ilim —.
z2i 3
b. lim (3x —i-5y?).
z—2i
. 3z+2i
c. lim y
z2i 22+3
d. Amyz2\
z2i 22+3
Calcular:

. 3z+2i
a. lim )
z>1 z-1
i 2422
z>-1 Zz+1

Calcular:
., 3z+2i
a. lim )

b.

C.

zow Z-1

322472
lim ———.

Z—>® z-1

., 3z+2i
lim
Z—>©0 22 -1

Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:
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a. f(2) = 3Z+2l.
z-1
3z+2i

b. f(z)=e z-1 |

3z +2i

c. f(z) =sen (

).

z-1
d. f(z) = x*y +i-(5x — 2y).

e. f(z) = sen x-y + i-e* =Y,

2.3. DERIVADA COMPLEJA

2.3.1. Definicion de derivada

En el apartado anterior se ha comprobado que el comportamiento de una
funcion compleja frente a la continuidad se puede considerar analogo al de las
funciones definidas en ®2. Esto no es asi si se quiere introducir la derivacion, y
la razén de ello es que, como ya se ha indicado antes, una funcién compleja se
puede considerar como una funcién de una Unica variable, la variable compleja
Z, para la que existen unas operaciones analogas a las operaciones entre
nameros reales. Esto permite introducir el concepto de derivada de una funcion
compleja en un punto zo de forma analoga a la derivada de una funcién de una
variable real, es decir, como el limite de un cociente de incrementos al

aproximarse z al punto z,.
Definicion 2.3.1:

Sea f definida en un conjunto S, y sea zo un punto interior de S. La funcion
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f es derivable en zg si existe:

jim 12)=20) ey 20 M=H20) ) 5 e
z>z, Z-1Zg h—0 h

Se llama derivada de f en el punto z al valor de este limite, es decir a:

f’(zo): lim M
Z—Z, Z—-27p

Definicion 2.3.2;

La funcién f es derivable en un conjunto S del plano C si f es derivable

en todos los puntos de S.
Ejemplos de funciones derivables

a) Las funciones constantes son derivables en todo punto del plano

complejo. Asi, la funcion f(z) = 2 + i es derivable en C y su derivada es 0.
b) La funcion f(z) = z es también derivable en C y su derivada es 1.

c) Lo mismo sucede con la funcién f(z) = z", que, como en el caso real,

tiene como derivada f'(z ) = n-z"™.
Ejemplos de funciones que no son derivables

a) La funcion f(z) = z = x — i-y no es derivable en ningln punto, ya que

lim f(zo +h)-1(20) = lim M = lim D gue no existe pues es
h—0 h h—0 h h—0 h

diferente segun la direccion ya que si h fuese real el limite valdria 1, y si h = ki,

valdria —-1.

b) La funcion f(z) = |z | tampoco es derivable en ningun punto,

pues:
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2 2 ST 5
im |z+h|-|z]| _ im |z+h|” —[z|" _ lim (z+h)(z+h)-zz _
h—0 h h—0h(lz+h|+]|z]) h->0 h(z+h|+]|z])
im _hz+zh+hh _

h—=>0 h(lz+h|+]|z])

lim z h hz

h>0 |z+h|+|z| [z+h|+|z| h(z+h|+|z]

El limite de los dos primeros sumandos existe pero el tercer sumando no

tiene limite cuando h tiende a cero. Por tanto, la funcidon no es derivable en

ningun punto.

c) La funcion f(z) = | z|? sélo es derivable en el punto z = 0. En efecto

2
|h]® -

5 —
F(0) = lim Al
h—0

= lim h:|m1ﬁ:a
h—0 |h|? h—0

Sin embargo, si z #0 se tiene que

2 2 R P
im 12017 —12] im (z+h)(z+h)-zz
h-0 h h—0 h

lim (z+ .y h), que no existe.
h—0 h

Es importante observar que la funcién f(z) = |z |2

lim
h—0

hz +zh + hh

h

x> + y* + 04 no es

derivable en ningun nimero complejo z # 0 a pesar de que sus partes real e

imaginaria son funciones de ®? con muy buenas propiedades de regularidad.
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2.3.2. Propiedades

La derivada compleja conserva las propiedades de la derivada en R.
Dadas dos funciones complejas f(z) y g(z) derivables en un punto z,, y dado un

namero complejo ¢ cualquiera, se verifican las siguientes propiedades:
1) Las funciones f(z) y g(z) son continuas en zo.

2) Las funciones (z) + g(2), f(z) - g(z) y c-f(z) son derivables en el punto

2o y sus derivadas son respectivamente:
(f(2) + 9(2))" = f(z0) + 9'(20),
(f(2) - 9(2))" = f(20) - 9(z0) + f(z0) - 9'(Z0),
(c-1(2)) =c - f(zo).

3) Sig(zo) # 0 en un entorno de zg, f/ g es derivable en zp y su derivada

e (f_j (z0) = 120)9(20)-1(20)0(20)
9 (9(z0))
4) Sif(z) es derivable en zy y g(z) es derivable en f(zo), la composicién

de funciones h(z) = g(f(z)) es derivable en zoy h’(zo) = 9'(f(zo)) - f'(z0)-

2.3.3. Condiciones de Cauchy - Riemann

La derivada compleja de una funcién f(z) = u(x, y) + i-v(X, y) puede fallar
aunque sus partes real e imaginaria, consideradas como funciones de R?, sean
funciones muy regulares, como se ha podido comprobar que sucede en el caso
de la funcién f(z) = |z|? = x> + y% Por ello es importante analizar el
comportamiento de las funciones u y v frente a la derivada con el fin de

determinar las condiciones precisas que deben verificar para que f sea
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derivable.

Sea f derivable en zp = xo + i-yo . Entonces existe f'(zo ), es decir, existe

o) = i 120+ M ~1(20)
h—0 h

El hecho de que exista el limite anterior significa que los limites iterados
deben también existir y su valor debe ser f'(zo). Esto significa que, si h es un
numero real

f(zg +h)-f(zp) _
- 4

)=

- iim (U(Xo +N.yo)-U(X0.Yo) , , V(Xo +h,YO)—V(Xo1YO)j:
h—0 h h

= Ux (X0, Yo) + i-Vx(Xo, Yo).

Por otra parte si el incremento de la variable z es un nimero imaginario

puro, i-h, entonces:

f'(zo) = lim (u(xo,yo +h_)_U(Xo’YO)+iV(Xo,YO +h)—V(Xo,YO)j _
h—0 ih ih

=Vy (X0, Yo) — i-Uy(Xo, Yo).
Se tiene entonces que

Ux (X0, Yo) + i'Vx(Xo, Yo) = Vy (X0, Yo) — i-Uy(Xo, Yo),

y por tanto, si existe la derivada de f en zy se deben verificar entre u y v las
siguientes condiciones, que se conocen como condiciones de Cauchy —

Riemann:

Definicion 2.3.2;
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La funcién f(z) = u(x, y) + i-v(X, y) verifica las condiciones de Cauchy —
Riemann en el punto zp = Xo + i-yo Si se verifican las ecuaciones
Ux(Xo, Yo) = Vy(Xo, Yo)
Uy(Xo, Yo) = = Vx(Xo, Yo).

Las condiciones de Cauchy - Riemann son entonces condiciones

necesarias para la existencia de derivada.
Asi, en el caso de la funcion f(z) = |z |2 = x? + y? +i-0, se tiene:
Ux(X, y) = 2x; uy(x, y) = 2y; Vx(X, y) = 0; vy(x, y) = 0.

Por tanto sélo se verifican las condiciones de Cauchy - Riemann si z = 0,

el Unico punto en el que la funcién es derivable.
Se puede entonces asegurar el siguiente resultado:
Proposicion 2.3.1:

Si f(z) es derivable en zo = Xo + i-yo, se verifican las condiciones de

Cauchy - Riemann en z,.
Corolario 2.3.2:
Si f(z) es derivable en zo,
f'(zo ) = Ux(Xo, Yo) + i'Vx(Xo, Yo) = Vy(Xo, Yo) — i-Uy(Xo, Yo)-

Observacion. Las condiciones de Cauchy - Riemann no son suficientes
para asegurar la derivabilidad de la funcion, como se puede ver con el siguiente

contraejemplo.

Contraejemplo:
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-2
Seaf(z) = z si z# 0, f(0) = 0. Esta funcién no es derivable en 0 ya que
z

2
lim f(0+h)-1(0) _ lim h . No existe.
h—0 h h—olh

Sin embargo, f(z) verifica las condiciones de Cauchy - Riemann en z = 0.

En efecto, separando su parte real y su parte imaginaria

x3 —3xy2 il y3 —3yx2

2 2 2

f(z) = S
X" +Yy X~ +y

Las derivadas parciales de u y v en 0 valen

U (0, 0) = fim Y(0+h0)-u(00) _ o h _,
h—0 h h—0 h

v,(0,0) = fim YO =VO00) _ i b =1 20, 0)
h—0 h h—0 h

uy(0, 0) = 0 = v(0, 0),
y por tanto se verifican las condiciones de Cauchy - Riemann en z = 0.

Es entonces natural preguntarse si existen condiciones necesarias y
suficientes para asegurar la existencia de derivada de una funcién compleja. La

respuesta la da la siguiente proposicion que se presenta sin demostracion:
Proposiciéon 2.3.3:

Sea f(z) = u(x, y) + i-v(X, y) definida en un conjunto D < C. La funcién f(z)
es derivable en zo = X + i-yo Si y s6lo si u'y v como funciones de R? son

diferenciables en (Xo, Yo) Yy verifican las condiciones de Cauchy - Riemann.

El estudio de la condicién de diferenciabilidad de las funciones u y v, que

se exige en la Proposicién 2.3.3, puede ser complicado, por lo que se puede
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sustituir por una condicién suficiente, la existencia de derivadas parciales

continuas, mas facil de comprobar:
Proposicién 2.3.4:

Sea f(z) = u(x, y) + i-v(X, y) definida en un conjunto D — C. Si existen las
derivadas parciales uy(Xo, Yo), Vx(Xo, Yo), Vy(Xo, Yo) ¥ Uy(Xo, Yo) Y Son continuas,
y se verifican las condiciones de Cauchy — Riemann en (Xo, Yo), entonces f(z)

es derivable en zp = Xo + i-Yo.

2.3.4. Estudio de la derivada de distintas funciones

Se puede ahora estudiar facilmente la derivabilidad de funciones como la

funcidén exponencial, las funciones trigopnométricas o el logaritmo.
Funcién exponencial. f(z) =e*=¢€"-cosy +ie*-seny.

Tanto la parte real como la parte imaginaria de la funcién exponencial son

funciones continuas con derivadas parciales continuas en todo . Ademas,
Uy =€e"- cosy uy=—¢e*-seny
vy=€e*-seny vy=e*-cosy.

Se tiene entonces que la funcion exponencial verifica las condiciones de
Cauchy - Riemann en todo punto del plano complejo, con lo que se puede

asegurar que la funcion exponencial es derivable en todo el plano complejo.

Al ser derivable en cada punto del plano, se puede aplicar el Corolario

2.3.2 para calcular la derivada:
f(z) =ux+i-vy=€" cosy+ie* -seny=¢’

Se tiene entonces que la derivada de la funcién exponencial es la misma
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funcion exponencial, (€%)’ = e%, como ocurre en el caso real.

Se puede comprobar facilmente que la funcién f(z) = e**, ae C, también

es derivable en todo el plano complejo y su derivada es f/(z) = a-e*.

Funciones trigonométricas. Las funciones seno y coseno, al estar

definidas como suma o diferencia de funciones exponenciales, son también

iz —iz
. . L, H- .
derivables en todo el plano complejo. Asi, como cos z = i, se tiene
1z 1z iz —iz
e il
(cos 2) = g =— i =—senz
2 2i
) el _e—iz )
Sucede lo mismo en el caso del seno. Como sen z = 7F se tiene:
[

alz | iz iz —iz
(e + +
(sen 2)’' = ( 2_e ) =& 2e = COS z.
i

El seno y el coseno hiperbolicos son también funciones derivables en todo
el plano complejo, y se comportan de forma analoga al seno y coseno

hiperbdlicos reales. Se puede comprobar facilmente que
(coshz)=senhz vy (senh z)’ = cosh z

Las restantes funciones trigonométricas e hiperbdlicas complejas se rigen
por las reglas de derivacion. Asi, por ejemplo, f(z) = tg z es derivable en todos

los puntos en los que no se anule el coseno y (tg z)’ = 1 + (tg z)°.
Logaritmo complejo.

La funcién f(z) = Log z = In lz| + i-Arg z, Arg z € [-r, ), esta definida en
todo el plano complejo salvo z = 0 y no es continua en el semieje real negativo.

Su expresion en funcion de las variables x e y es:
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Logz=1In x2+y2 + i-arctg (lj
X

Paratodo z € C\ {z: z € R, z < 0} las derivadas parciales de sus partes

real e imaginaria existen y son continuas:

Ademas verifican las condiciones de Cauchy - Riemann
Ux = Vy y Uy = — Vy.

Por tanto, Log z es derivable en todo C\ {z: z € R, z < 0}. Su derivada es

. X J
f(z) = uyx +ivy = 5 5 11— y 5 —
X“+y XT+y 2.z

Ejemplos resueltos
Ejemplo 2.3.1: Estudiar la derivabilidad de la funcion: f(z) = Re(2).

Sea h = Az = Ax + i-Ay; aplicando la definicion de derivada se obtiene:

P(zo) = lim f(zg +h)—-1f(zq) — lim X+AX—X _ im AX-
h—0 h h—0 h h—0 AX +IAy

gue es igual a 1 si Ay es igual a cero, y a 0 si Ax es igual a cero, por lo que el

limite no existe, y la funcién Re(z) no es derivable en ningun punto.

Ejemplo 2.3.2: Estudiar la derivabilidad de la funcion: f(z) = Im(z).
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Sea h = Az = Ax + i-Ay; aplicando la definicién de derivada se obtiene:

f(zo+h)-T(z0) _ o y+AY-y _ . Ay
h

f(zo) = lim = _—
(20) h—0 h—0 h h—0 AX +iAy

que es igual a 1/i si Ax es igual a cero, y a 0 si Ay es igual a cero, por lo que el

limite no existe, y la funcién Im(z) no es derivable en ningun punto.

Los ejemplos anteriores demuestran que existen funciones que no son
derivables en C y sin embargo sus partes real e imaginaria son funciones

diferenciables en R°.

Ejemplo 2.3.3: Estudiar las condiciones de Cauchy — Riemann de las
funciones siguientes: a) f(z) = z%; b) f(z) = Re(2); ¢) f(z) = Im(2).

a) f(z) = 2° = (x +iy)® = (¢ = 3xy?) + i3y =y,

ux = 3x* — 3y? = v, , —Uy = BX-y = vy, por lo que verifica las condiciones de

Cauchy — Riemann para todo punto z de C.

b) f(z) = Re (2) = X, ux = 1 distinto de vy = 0; uy = 0; v, = 0. No las
verifica en ningun punto.

C) f(z) = Im (2) =y, ux = 0; vy = 0; uy = 1 distinto de vy = 0. No las
verifica en ningun punto.

Ejemplo 2.3.4: Estudiar los puntos en los que la funcion f(z) = Log (z — i)

es derivable, y calcular su derivada en los puntos en los que exista.

La funcion es derivable en C \ {z: z = x + i, X £ 0}. Su derivada en estos

puntos es f(z) = i
Z—i

Log(z+4)

7% 4+

Ejemplo 2.3.5: Estudiar los puntos en los que la funcién f(z) =
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es derivable, y calcular su derivada en los puntos en los que exista.

La funcion es derivable en C \ Hz:il—_zi}u{z ; 269%,23—4}} y su
derivada es
f(z) = 72 +i—22(z+4)|_og(z+4)l
(22 +i)%(z+4)
Ejercicios

2.11. Comprobar los valores de la derivada de f(z) en los puntos indicados:
a. f(z) = (2 —i)>en 3 - 2i vale — 44 — 196i.

b. f(z) = 1/(z°) en 3i vale —1/27.

c. fz)= 2 en—ivaleil.
Z—1

2.12. Derivar las siguientes funciones:

a. f(z) = (22 -)°

b. f(z):%.

c. f(z)= i:

d. @)= ——— .
(4-2)2+4i

2.13. Demostrar que la funcion f(z) = e*, a € C, es derivable en todo el

plano complejo y su derivada es f'(z) = a-e®.

2.14. Demostrar que: (cosh z)’ =senh zy (senh z)' = cosh z.
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2.15. Determinar la condicion o condiciones que deben verificar las

constantes reales a y b para que la funcion:
f(2) = a( - i-y®) — 2b-(ix*y — xy?) +i(y* = X%) + 2xy =7
satisfaga las condiciones de Cauchy — Riemann.

2.16. Demostrar que la funcién f(z) = M

X~ +y

siz#0,f(0) =0, noes

derivable en 0 y sin embargo verifica las condiciones de Cauchy —

Riemann en z = 0.

2.4. FUNCIONES HOLOMORFAS

La derivada compleja definida en la seccion anterior permite introducir el
concepto de holomorfia. Las funciones holomorfas juegan un papel
fundamental dentro de la teoria de funciones complejas debido a que tienen
muy buenas propiedades, como se podra comprobar a lo largo de esta seccion.

Esta es la razén por la que algunos autores las denominan funciones regulares.

El buen comportamiento de las funciones holomorfas permite deducir para
ellas resultados realmente sorprendentes, que apareceran en capitulos

posteriores.

2.4.1. Funciones holomorfas. Definiciones

Definicién 2.4.1:

f(z) es holomorfa en un conjunto abierto G si es derivable en todos los

puntos de G.
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Definicién 2.4.2:

f(z) es holomorfa en un conjunto A si es holomorfa en un abierto G que

contiene a A.
Definicién 2.4.3:

Una funcion f(z) es holomorfa en un punto z, si es derivable en todos
los puntos de un entorno de zp, es decir, si existe un disco de centro z, y radio

r, Br(zo), r > 0, tal que f(z) es derivable en todos sus puntos.
Definicion 2.4.4:

f(z) es una funcion entera si es holomorfa en todo el plano complejo C.

2.4.2. Estudio de la holomorfia de las distintas funciones

Los polinomios complejos p(z) son funciones derivables en todo el plano
complejo; son entonces funciones holomorfas en C y por tanto se puede decir

que los polinomios son funciones enteras.

La funcion f(z) = d es derivable en todo el plano complejo salvo z = 0. Por
z

tanto es holomorfa en C \ {0}.

Las funciones racionales f(z) = , al estar formadas por cocientes de

P(z)
z

polinomios, son funciones derivables en todo el plano complejo, salvo en los
puntos que anulan el denominador, es decir, los puntos z; tales que Q(z;) = 0.

Por tanto, son holomorfas en todo C \ {z;: Q(z;) = 0}.

La funcién f(z) = |z]? no es holomorfa en ningun punto del plano

complejo, puesto que sdlo es derivable en z = 0.
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Las funciones €, sen z y cos z son holomorfas en todo C y por tanto son

funciones enteras.

La funcion log z = In lz| + i-(Arg z + 2k-n), Arg z € [-r, =), es holomorfa

enC\{z:z e R, z<0}.

2.4.3. Propiedades de las funciones holomorfas

Si una funcidn es constante en un conjunto abierto, existe su derivada y
vale cero. La siguiente proposicion demuestra la implicacion en sentido

contrario.
Proposicién 2.4.1:

Sea f(2) = u(x, y) +i-v(x, y) una funcién holomorfa en un conjunto abierto

G y sea f'(z) = 0 en todos los puntos de G, entonces f(z) es constante en G.
Demostracion:

Si f'(z) = 0 se tiene que las derivadas parciales de u y v son 0. Basta
demostrar que dados dos puntos distintos cualesquiera z; = (X1 + iy1) y 22 =
(x2 +1-y2) de G, se verifica que f(z;) = f(z,). Para ello se toma en primer lugar el

punto intermedio z* = (X, + iy1) . Se tiene:
U(X1, Y1) — U(X2, Y1) = Ux(01, y1) (X1 —X2) = 0, 01 € (X1, X2) = U(X1, Y1) = U(Xz,
Y1)
V(X1, Y1) = V(X2, Y1) = Vx(02, Y1) (X1 —X2) = 0, 82 € (X1, X2) = V(X1, Y1) = V(X2, Y1)
Se tiene entonces que f(z1) = f(z*).

Con un razonamiento analogo se comprueba que f(z,) = f(z*), con lo que

estd demostrado que f(z) debe ser constante. [J
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La proposicion anterior permite obtener de manera inmediata los

siguientes resultados:

Corolario 2.4.2:

Sea f(2) = u(x, y) + i-v(x, y) una funcién holomorfa en un conjunto abierto

G. Las siguientes implicaciones son ciertas:

a) u(x, y) constante en G = f(z) constante en G.
b) V(X, y) constante en G = f(z) constante en G.
C) [f(z)] constante en G = f(z) constante en G.

Estos resultados se obtienen sin mas que comprobar que las condiciones
que se dan en las hipotesis de a), b) y ¢) implican que la derivada debe de ser

cero en todo punto de G, y por tanto f(z) es constante en G.

Ejemplos resueltos

2°

Ejemplo 2.4.1: Estudiar la holomorfia de f(z) = e'"! y calcular el valor de la

derivada en z = x + i-y, si existe.
\2‘2 %2 4y 2 %2 4y 2
fiz) = el = e *Y porloqueu(x,y)=e* ™Y yv(x,y)=0=

uy = 2x-eX ¥’ distinto de vy = 0, salvo si x = 0; Uy = 2y-eX"*Y" distinto
de vy = 0, salvo si y = 0. Por tanto, s6lo se verifican las condiciones de Cauchy
— Riemann en el punto z = 0; como las derivadas parciales existen y son
continuas en z = 0, la funcion es derivable en z = 0, pero no existe ningun disco
que contenga al origen en el que sea derivable, por lo que la funcién no es

holomorfa en ningun punto.
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Ejercicios
2.17. Demostrar que si f(z) = u(x, y) + i-v(X, y) es una funcién holomorfa en
un conjunto abierto G, las siguientes implicaciones son ciertas:
a. u(x, y) constante en G = f(z) constante en G.
b. v(X, y) constante en G = f(z) constante en G.
c. |f(z)| constante en G = f(z) constante en G.

2.18. Estudiar la holomorfia de las siguientes funciones complejas, y

calcular en valor de la derivada en z = x + I-y, Si existe:
a. f(z2) = (z+i)(z - 2)°
b. f(z) = 1/(1 - 2).
c. @)=+ 2)z- 7).

2.19. Sea f(z) = u(x, y) + i-v(x, y) una funcién holomorfa en un conjunto

abierto G. Estudiar si son validas las siguientes expresiones:
a. f(z) =uz +iv,.
b. f(z) = ux +i-vy.
c. f(z) =uy+ivy.

d. f(2) =u; +iv,.
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2.5. FUNCIONES ARMONICAS

Las funciones armonicas reales, aunque son funciones definidas sobre
subconjuntos del plano real, G c R?, estan estrechamente relacionadas con las

funciones holomorfas.

Las funciones armonicas, como soluciones de la ecuacion de Laplace,
aparecen en multiples aplicaciones dentro de diversos campos, como son el
potencial electrostético, el flujo de fluidos o problemas relacionados con la
transmision del calor. La relacion existente entre las funciones armoénicas y las
funciones holomorfas hace que la teoria de funciones complejas sea de gran

utilidad en la resolucion de estos problemas.

2.5.1. Funciones armoénicas. Definicion
Definicién 2.5.1:

Una funcién h(x, y), h: G < ®*> R, es una funcién armoénica en el

abierto G si tiene derivadas parciales de primer y segundo orden continuas y

. 9 o%h  0°h
verifica la ecuacion de Laplace: it 7 hyx + hyy = 0.
OX oy

La relacion entre las funciones holomorfas y las funciones armoénicas se

puede apreciar en el siguiente resultado:

Proposicion 2.5.1:

Sif(z) = u(x, y) +i-v(x, y) es una funcidon holomorfa en un conjunto abierto

G c C, entonces las funciones u y v son arménicas en G < R?.

Demostracion.
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Si f(z) es holomorfa en el conjunto abierto G, entonces u y v tienen
derivadas parciales de primer y segundo orden continuas. Este es un resultado

gue se demostrara mas adelante en el capitulo 4.

Ademas, las funciones u y v verifican las condiciones de Cauchy —

Riemann: uy = vy y uy = — vy, de donde se deduce que:

Uy = V
T
Vyy = Uxy
Uy = —V
Uy=—Vy=>d Y i
Vxx = —Uyx

Se tiene entonces Uy + Uyy = Vyx — Vxy = 0 Y Vi + Vyy = — Uyx + Uxy = 0; por
tanto u y v son armonicas en G R, [

De la definicion de funcion holomorfa se obtiene de manera inmediata el

siguiente resultado:
Proposicién 2.5.2:

Si u y v son funciones armoénicas en un conjunto abierto G = R? y verifican
Ux = Vy Y Uy = — Vy, la funcion f(z) = u(x, y) + i-v(x, y) es holomorfa en G.
Observacion. En la proposicion anterior la funcion u debe ser la parte real

de f(z) y v la parte imaginaria. Si se modifica el orden, la funcién resultante f(z)

=v(X, y) + i-u(x, y) puede no ser holomorfa.
Definicion 2.5.2:

Sean u y v funciones arménicas en un conjunto abierto G — R Se dice
gue v es la armonica conjugada de u en G si la funcion f(z) = u(x, y) + i-v(X, y)

es holomorfa en G considerado como un subconjunto de puntos del plano
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complejo.

Asi, por ejemplo, la funcién f(z) = 2% = x* — y* + 2x-y-i es holomorfa en C .

Por tanto, la funcién v = 2x-y es la arménica conjugada de u = x> — y°.

2.5.2. Propiedades de las funciones armdnicas

Se presentan a continuacion algunas de las propiedades de las funciones

armonicas.

1. Siv es la armdnica conjugada de u en G, —u es la arménica conjugada

de v en G.

En efecto, al ser la funcion f(z) = u(x, y) + i-v(X, y) holomorfa en G

entonces la funcion g(z) = v(x, y) — i-u(x, y) es también holomorfa en G.
2. Siu es armonica en G, uy es la parte real de una funcién holomorfa.
Basta comprobar que la funcién
*(z) = u*(x, y) + I-v¥(X, ¥) = ux(X, y) —i-uy(X, y) es holomorfa en G.

3. Si u es armoénica en G, y G es un conjunto suficientemente bueno

(simplemente conexo), u es la parte real de una funcion holomorfa.

4. Dada una funcion armonica u, se puede calcular su arménica conjugada.

El procedimiento para ello se puede ver en el ejemplo 2.5.1.

Ejemplos resueltos

Ejemplo 2.5.1: Dada la funcién u(x, y) = y* — 3x%y, comprobar que es

armonica en C y obtener su armonica conjugada v(x, y).
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Ux = —BX-Y; Uy = 3y* — 3X%; Uxx = —BY; Uyy = By .
Por tanto, uy + uyy = 0y la funcién u es armonica en C.

Para obtener su armoénica conjugada, v, se utilizan las condiciones de

Cauchy — Riemann:

Ux=Vy=>V = I ux-dy + o(x) = J —6x-y-dy +@(X) = —=3x-y° + @(X) =

Vi = =3y* + @’(x) y al imponer que vy = —uy = —3y* + ¢'(x) = —(3y* - 3x°) =
9'(X) = 3x° = o(x) = X°.

Se tiene entonces que Vv(x, y) = — 3x-y* + x°, y la funcién

f*(2) = y> = 3y +i-(° = 3x.y?) = i-2°
es holomorfa en C.

Ejemplo 2.5.2: Dada la funcion f(z) = y*x — §y3 +i-(Cy — §x3), calcular la
derivada en los puntos en los que exista. ¢ Se puede construir una funcion f*(z)
holomorfa en C tal que Im (f%(z)) = x*y — §x3? Justificar la respuesta y en caso
afirmativo calcular f*(z).

Las derivadas parciales de u y v existen y son continuas

Ux = Y7, Uy = 2Xy — 2y% Ve = 2Xy — 2% vy = X°

Se impone a continuacion que verifiquen las condiciones de Cauchy —

Riemann y se tiene entonces que:
Al 2_ 2 —
Ux=Vy =Y =X"=y==X.

V= — Uy = 2Xxy —2y° = = 2xy + 2X* = 2(x —y)’ =0 = y = X
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Las condiciones de Cauchy — Riemann se verifican sélo en los puntos de
la recta z = x + i-x. Por tanto, f(z) es derivable sélo en los puntos de esta recta y

su derivada en cada punto zp = X + i-Xg €S
(20) = Ux(Xa , Xo) + I'Vx(Xo , Xo) = Xo? + i-(2X0? = 2X0?) = Xo>.

Se tiene entonces que f(z) no es derivable en ningdn conjunto abierto del

plano complejo y entonces no es holomorfa en ningun punto.

Para que la funcién v(x, y) = x>y — %xS pueda ser la parte imaginaria de

una funcién holomorfa hay que ver en primer lugar si v(x, y) es armonica.

Sus derivadas parciales segundas son vy = 2y — 4x y vy, = 0; por tanto,
Vix + Vyy = 2y —4xX # 0 si 'y # 2x por lo que v(X, y) no es armodnica en ningun
conjunto abierto y no puede ser entonces la parte imaginaria de ninguna

funcién holomorfa.
Ejercicios
2.20. Comprobar que las funciones u(x, y) = e*-.cos y, v(x, y) = e*-sen y son

armonicas y que v es la armonica conjugada de u.

2.21. Demostrar que si v(X, y) es armoénica conjugada de u(x, y), ¥ si u(x, y)
es armonica conjugada de v(Xx, y), entonces f(z) = u(x, y) + i-v(Xx, y) es

una funcioén constante.

2.22. Demostrar que si u es armoénica en G, y G es un conjunto
suficientemente bueno (simplemente conexo), u es la parte real de una

funcion holomorfa.
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2.6. EJERCICIOS

2.23. Calcular la parte real y la parte imaginaria de f(z) siendo f(z) igual a:
a. z2-3z+5.
b. z + 1/z, con z distinto de cero.
c. 2°+2.
d. 1/(1 - z).

2.24. Expresar en forma bindmica:

a. et
"
b. e 4
-
c. e3
d e1+Tl',i

2.25. Expresar en forma bindmica:

o

cos (2 —1).
b. seni.

C. COSI.

d. tg (1 +1i).
e. senhi.

f. coshi.

2.26. Expresar en forma bindmica:
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a. log (1 +1).

o

Log (—ei).

T

Log (1 —i).

o

log (—e-i).

®

log (1 —1i).

2.27. Resolver las siguientes ecuaciones:

a. e’=3

b. e?=-2

c. e’=1+ 4/3i.
d. e%@1=1
e. logz=-e+ .

2.28. Resolver las siguientes ecuaciones:
a. coshz=2.
b. cosz=-2.
c. senhz=0.
d. cosz=-1.
e. senz=i.
2.29. Comprobar que al resolver la ecuacion cos z = sen z se obtiene z =

%+knconkez.

2.30. La funcion real cosh x no se anula nunca; estudiar dénde se anula
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cosh z y comprobar que se anula para z = mt-i- (% + k) conk e Z.

2.31. Calcular el dominio de definiciébn de las funciones:

a. f(z):w_
Z2° +4i
z-1
b. g(2) =

72 iz —4— 4 '
c. h(z) =tgh (2z -1).

2.32. Expresar en forma bindbmica los nUmeros complejos:
a. (1-i)"™

b. (2'i)2i+1

c. (-1 + +/3)%2

g. (2i).

2.33. Demostrar que, paraz = x + iy,
a. |coshz|?=senh?x + cos?y.
b. |senhz|?=senh?x +sen?y.

2.34. Demostrar que Log (1 + i)* = 2 Log (1 + i) pero que Log (-1 + i)? es

distinto de 2Log (-1 +1).

2.35. Demostrar que se satisfacen las siguientes igualdades:
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2.36.

2.37.

2.38.

cada caso la derivada en los puntos donde exista.

a. senz+cos’z=1.
T
b. sen(E— Z) = COS z.

c. cosh’z—senh?z=1.

Estudiar si existen los siguientes limites:

Z—-7

a. lim,_o el
Y
2\3
b. lim, o (2=2)"
Z+2
. 222 +22+5
C. limyyoo =222 %
322 457 -3

Estudiar la continuidad de las funciones:

a. fi(2) = |z].
b. fa(2) = z.
4
z -1
c. ts(@)= 55—
27+ 7
4_
d. fu(2) = 23 Vsizetifai)=2i
- +7Z

Estudiar la derivabilidad de las funciones que se indican y calcular en

2z +1

a. f(z)= ——.
@ cosz-2

b. f(z) = e22/(z71).
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c. f(z) = h(x), siendo h una funcion tal que h'(x) # 0.

d. f(z) =2x—y +i3y?

Xy(X+1iy) 220
2.39. Estudiar la derivabilidad de f(z) = 1 x2 ;2
0 z=0

2.40. Deducir las condiciones de Cauchy - Riemann cuando la funcién esta

expresada en coordenadas polares

ou lov ov 1lou

o roe’or  roo’
y comprobar que f(z) = e°-(u, + i-vy).
2.41. Estudiar donde son holomorfas las funciones que se indican:
a. f(z) = Re (29).
b. f(z) = 1/(1 + 2).
c. f(2)=z+z.

2z +1
TS

d. f(z) =
el +e”

2.42. Sea f(z) una funcion holomorfa en una region A. Estudiar la

holomorfia de las siguientes funciones:

a. f1(2) =(2).
b. f.(z) = f(2).
c. f3(2) = f(2).
d. f4(2) = cos(z).

2.43. Seau(X,y) = 2x-(1 —y) una funcion de dos variables reales.
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a) Demostrar que es armonica.
b) Encontrar una funcion f(z) holomorfa tal que su parte real sea u(x, y).
c) Expresar f(z) en términos de z.

2.44. Estudiar si las siguientes funciones son armonicas y en caso
afirmativo calcular sus armoénicas conjugadas.
a. u(x,y)=x?—y?—2xy — 2x + 3y.
b. u(x,y) = 3x%y + 2x* —y® — 2y°.

C. u(x,y)=2xy + 3x-y* = 2y°.

2.45. Dada la funcion u(x, y) comprobar que es armonica y obtener su
armonica conjugada v(x, y) tal que f(z) = u(x, y) + i-v(X, y) Sea una

funcion holomorfa, siendo:
a. u(x,y)=xvy,f(0) =1
b. u(x,y) =e*cosy, f(0) =1 + 2i.
c. u(x,y)=x*—y?, f(0) =i.
d. u(x, y) = x> - 3xy? f(0) =i.

2.46. Obtener una funcién holomorfa f(z) = u(x, y) + i-v(x, y), siendo:

a. ux,y)=x*—y*=2x+1,f(1)=0.
b. v(x,y)=xy,f(0) =1.
c. v(x,y) = e*cosy, f(0) = .
d. u(x,y)=y>—3x%y, f(0) = .

2.47. Sea f(z) = u(x, y) + i-v(x, y) una funcion holomorfa en un conjunto
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abierto G. Demostrar que las siguientes implicaciones son ciertas:
a. u(x,y) constante en G = f(z) constante en G.
b. v(x, y) constante en G = f(z) constante en G.

C. |f(z) | constante en G = f(z) constante en G.
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