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RESUMEN 

El número de oro (φ ), y la sucesión de Fibonacci que lo genera, han sido estudiados 

ampliamente en la literatura por las importantes propiedades geométricas que poseen, lo que 

conlleva su aplicación práctica en diferentes áreas del diseño y de la arquitectura, y su aparición 

en la naturaleza. 

Una extensión 3-dimensional del número de oro y la sucesión de Fibonacci es el 

número de plástico y la sucesión de Padovan, que heredan “espacialmente” parte de las 

propiedades que en el plano tiene el número de oro. 

En este artículo se generaliza la definición de estos números a dimensiones más altas, y 

se estudian algunas de sus propiedades aritméticas.     
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1. INTRODUCCIÓN 

La sucesión de Padovan, generalización “3-dimensional” de la sucesión de 

Fibonacci, y que da lugar al conocido como número de plástico, se define en [1]. 

En [2] esta sucesión es analizada, y se plantean dos conjeturas sobre ella: 

1) a) Sólo hay un número finito de números que pertenezcan a la vez a la 

sucesión de Padovan y a la de Fibonacci, y b) estos son 1, 2, 3, 5 y 21. 

2) a) No hay cuadrados en la sucesión de Padovan  mayores que 49, y b) en 

todos los cuadrados de la sucesión de Padovan se cumple que su raíz también es un 

término de la sucesión de Padovan. 

En [3] se responde de forma afirmativa a la primera conjetura, quedando abiertas 

todavía las dos partes de la segunda conjetura. 

En este artículo se generalizan las sucesiones de Fibonacci y Padovan a más 

dimensiones, y se estudian las adaptaciones de las 2 conjeturas con esta nueva definición. 

 

2. DESARROLLO  

Extendemos las sucesiones de Fibonacci y Padovan con la siguiente: 

DEFINICIÓN 

Sea { }... ,3 ,2 ,1=∈ Nk , la sucesión de k-Padovan es aquella dada en forma 

recurrente como: k
kn

k
kn

k
n xxx 1−−− +=  si 1+> kn , con 1... 11 === +

k
k

k xx . A los términos 

de esta sucesión se les llama números de k-Padovan ( k
nP ). 

Observaciones 

1) La sucesión anterior para 1=k  da la sucesión de Fibonacci, y para 2=k  la 

de Padovan, luego los números de 1-Padovan son los de Fibonacci ( nF ), y los de 2-

Padovan son los de Padovan. 

2) La ecuación característica de la sucesión de k-Padovan será 11 +=+ λλk , 

siendo su polinomio característico 11 −−+ λλk  

Se puede plantear un análogo a las conjeturas de la introducción para las 

sucesiones de k-Padovan. Sería: 
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1’) a’) Hay sólo un número finito de números de k-Padovan y a la vez de k’-

Padovan para kk ′≠ ; b’) Hallar cotas superiores para estos números (ó para sus índices) 

en función de kk ′ ,   

2’) Dado cualquier k , a’) hay sólo un número finito de números de k-Padovan 

que sean cuadrados perfectos, y b’) todos los números de k-Padovan que son cuadrados 

perfectos cumplen que su raíz positiva también es número de k-Padovan. 

Tenemos las siguientes observaciones a estas dos conjeturas: 

- La conjetura 2’) a’) fue contestada de forma positiva para 1=k  en [4], 

demostrando que los únicos números de Fibonacci que son cuadrados perfectos son 1 y 

144.  

- La conjetura 2’) b’) puede ser contestada de forma negativa: para 1=k , 

tenemos que 144 es número de 1-Padovan (de Fibonacci. Es el término 12 de la 

sucesión), pero 12 no lo es. También para 6 ,5=k , tenemos que 121 es número de 5-

Padovan y de 6-Padovan, pero 11 no es número de 5-Padovan ni de 6-Padovan. 

- Con respecto a 2’) a’), se ha comprobado que no hay un cuadrado mayor que 

49 en los 21000 primeros términos de la sucesión de 2-Padovan, no hay un cuadrado 

mayor que 9 en los 9000 primeros términos de la sucesión de 3-Padovan, no hay un 

cuadrado mayor que 64 en los 3000 primeros términos de la sucesión de 4-Padovan, no 

hay un cuadrado mayor que 121 en los 1000 primeros términos de la sucesión de 5-

Padovan, y no hay un cuadrado mayor que 256 en los 1000 primeros términos de la 

sucesión de 6-Padovan. Parece por tanto que la conjetura puede ser cierta. 

 

Extendemos también los conceptos de número áureo y número de plástico con la 

siguiente: 

DEFINICIÓN 

A la solución de mayor módulo de la ecuación característica de la sucesión de k-

Padovan se le llama número de k-plástico ( kp ). 

Vamos a ver que la definición es correcta, es decir, que existe una única solución 

en la que se alcanza el máximo módulo. Necesitamos 4 lemas previos: 

 

LEMA 1 

La ecuación 011 =−−+ λλk  no puede tener una solución múltiple 
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Demostración 

Si la tuviera, llamando ( ) 11 −−= + λλλ kf , tendríamos que también sería raíz de 

( ) ( ) 1 1 −+=′ kkf λλ , por lo que 
1

1

+
=

k
kλ . 

Pero entonces, ( )
k

k

k
f k 1

01
1

1
1 

+−=⇔=−−
+

=−−= λλλλλλλ . Esto no 

puede ser, ya que  011 =−−+ λλk  no puede tener soluciones racionales (las únicas 

posibles son 1 y 1− , divisores del primer término y del término independiente, y no lo 

son) # 

LEMA 2 

Si existen dos soluciones 1λ , 2λ  de 011 =−−+ λλk  en las que se alcanza el 

máximo módulo, entonces 12 λλ =  

Demostración 

Como 11
1

1 +=+ λλ k , 12
1

2 +=+ λλ k , tomando módulos tenemos que 

11

1

1 +=+ λλ k
, 12

1

2 +=+ λλ k
, por lo que, al ser 21 λλ = , llegamos a que 

11 21 +=+ λλ . Pero entonces, si iba  1 +=λ , idc  2 +=λ , estas 2 últimas ecuaciones 

se transforman en 
( ) ( ) 





++=++

+=+
2222

2222

11 dcba

dcba
, lo que implica ca =  (restando las 2), y 

entonces, sustituyendo en la primera, tenemos que 22 db = , luego db ±= . Si db =  

tenemos que 12 λλ = , lo que no puede ser por el lema 1, y si db −=  tenemos que 

12 λλ = , como queríamos  # 

LEMA 3 

No existe ( )α coslim n
n ∞→

 si  πα  2 k≠  

Demostración 

 Si existe ( ) ln
n

=
∞→

α coslim  con πα ≤<0 , tomando la subsucesión: 

















 +
=

α

ππ
k

nk

2
2 , donde []  es la parte entera, tenemos que: 
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ππαππα kknk 2
2

2
2

+−≥−+≥ , 

ππα knk 2
2

+≤ , por lo que ( ) 0 cos ≥αkn  y 0≥l . 

Tomando ahora 

















 +
=′

α

ππ
k

nk

2
2

 3

, tenemos que: 

ππαππα kknk 2
2

2
2

 3 +≥−+≥′ , ππα knk 2
2

 3 +≤′ , por lo que 

( ) 0 cos ≤′ αkn  y 0≤l . Tenemos entonces que 0=l . 

Si existe ( ) ln
n

=
∞→

α coslim  con παπ  2<< , entonces, como 

( ) ( )( )απα −=  2 cos cos nn , con παπ <−<  20 , se cumple por lo anterior que 

0=l . 

En general, si ( )παπ  1 2  2 +<< kk  y existe ( ) ln
n

=
∞→

α coslim , como 

( ) ( )( )παα   2 cos cos knn −= , con ππα  2 20 <−< k , se cumple que 0=l . 

Pero ( ) ( ) 1 cos 2  2cos 2 −= αα nn , por lo que tomando límites tenemos que, si 

πα  k≠  con k  impar, 1 2 2 −= ll , por lo que 10 −= , contradicción, y entonces no 

existe ( )α coslim n
n ∞→

 si πα  k≠  con k  impar. 

Si πα  k=  con k  impar, entonces ( ) ( )nn 1 cos −=α , por lo que tampoco existe 

( )α coslim n
n ∞→

, y entonces no existe ( )α coslim n
n ∞→

 si πα  2 k≠ . 

LEMA 4 

Sea una sucesión: 

n
ss

nnn
n aaaax λλλλ  ...   331211 ++++= , tal que RC −∈1λ , 1λλ <i  si 3≥i , y 

Rxn ∈  para todo n , entonces se cumple que 12 aa =   

 

Demostración 

Como Rxn ∈  para todo n , tenemos que, si ( ) ( )ααλ senRR  cos 111 += , 

( ) ( )33333  cos ααλ senRR += ,… se cumple que: 
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( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0... cos Im   Re 

 cos Im   Re  cos Im   Re 

Im

311333

21211111

=+++

++−+=

=

αα
αααα

naRnsenaR

naRnsenaRnaRnsenaR

x

nn

nnnn

n  

Por lo que 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0... cos Im   Re 

 cos Im  Re cos Im  Re
Im

31
1

1
33

1

3

2211
1

=+++

++−+=

αα

αααα

na
R

R
nsena

R

R

nansenanansena
R

x

n

n

n

n

n
n  

Tomando 
∞→n

lim , teniendo en cuenta que 1λλ <i  si 3≥i , llegamos a: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 0  ReRe cos ImImlim 2121 =−++
∞→

αα nsenaanaa
n

. 

Llamando ( ) ( )21 ImIm aaa += , ( ) ( )21 ReRe aab −= , tenemos entonces que: 

( ) ( )( ) 0   cos lim =+
∞→

αα nsenbna
n

. Si 0≠b , se cumplirá que ( ) 0 cos >≥ Knα : Si existe una 

subsucesión kn  tal que ( ) 0 coslim =
∞→

αk
k

n , entonces habrá una subsucesión 'kn  de kn  tal 

que ( ) 1 lim ' =
∞→′

αk
k

nsen  (por ejemplo), por lo que ( ) ( )( ) 0   cos lim ==+ ′′∞→′
bnsenbna kk

k
αα , 

contradicción. 

Entonces, dividiendo por ( )α cosn , tenemos que ( )( ) 0 g lim =+
∞→

αntba
n

, por lo que 

( ) R
b

a
ntg

n
∈−=

∞→
αlim , con πα  k≠ , Zk ∈ , al ser RC −∈1λ . Pero entonces, al ser 

( ) ( ) 1
1

2
  2cos

2
−

+
=

α
α

ntg
n , se cumplirá que ( ) Rn

n
∈

∞→
α 2coslim  con  πα  22 k≠ , 

contradicción con el lema 3. 

Entonces 0=b , por lo que ( ) 0 coslim =
∞→

αna
n

, luego, si 0≠a , tenemos que 

( ) 0 coslim =
∞→

αn
n

, contradicción nuevamente con el lema 3. 

Por tanto, 0== ba , y entonces ( ) ( )21 ImIm aa −= , ( ) ( )21 ReRe aa = , por 

lo que 12 aa = . 

 

 PROPOSICIÓN 1 

El máximo módulo de las soluciones de la ecuación 011 =−−+ λλk  se alcanza 

para una sola solución, para todo k  

 

Demostración 
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Si se alcanzara el máximo en dos soluciones 1λ , 2λ , por el lema 2 sería 12 λλ = . 

Por otro lado, la ecuación de la proposición es la característica de la ecuación de 

recurrencia 1−−− += knknn xxx , que por los lemas 1 y 2 tiene como solución general 

n
kk

nnn
n aaaax 11331211 ...   ++++++= λλλλ , con 113  ..., , λλλ <+k . Si ponemos 

como condiciones iniciales 11 β=x ,…, 11 ++ = kkx β  para adecuados 1β ,…, 1+kβ , la 

recurrencia definirá una sucesión n
kk

nnn
nx 11331211 ...   ++++++= λαλαλαλα  para 

ciertos 1α ,…, 1+kα , con 0>nx  para todo n , 1α , 02 ≠α : 

Como 12 αα =  por el lema 4, basta con ver que 01 ≠α : 

Los 1α ,…, 1+kα  han de satisfacer 









=++++=

=++++=

+
+
++

+++
+

++

1
1
11

1
33

1
11

1
111

1113311111

...   

......................

...   

k
k
kk

kkk
k

kk

x

x

βλαλαλαλα

βλαλαλαλα
, por lo que 

1
1

1
1

1
1

111

1 111 11

1
1

1
1

1
1

111

1
1

1
11

111

1

...

.........

...

 ... 

...

.........

...

...

.........

...

+
+

++

+

++

+
+

++

+

+
+

+
+

+

++
==

k
k

kk

k

kk

k
k

kk

k

k
k

k
k

k

AA

λλλ

λλλ
ββ

λλλ

λλλ

λλβ

λλβ

α , donde 1 iA  es el adjunto del 

elemento 1 ,i  (el denominador no se anula porque es un determinante tipo Vandermonde 

para 1+k  raíces no nulas y distintas). Por tanto, tomando 1...1 === kββ , 01 >+kβ , 

1 1

1 1 1
1

...

+
+

−−−
≠

k

k
k A

AAβ , ( 1 1+kA  es no nulo porque es también un determinante tipo 

Vandermonde, en este caso para k  raíces), se verificará que 0>nx  para todo n ,  

01 ≠α  como queríamos. 

Pero entonces tenemos que: 
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n

kk

nn

n

k
k

nn

n
kk

nnn

n
kk

nnn

n

n

x

x









++








+








+









++








+








+

=

=
++++

++++
=

++

+

+
+

++

++

+
++

+++
+

1

1

1

1

1

3

1

3

1

1

1

1

1

1

1

1

1
1

1

1

3
3

1

1

1
11

11331111

1
11

1
33

1
11

1
111

...  

...  

...   

...   

λ
λ

λ
α

λ
λ

λ
α

λ
λ

λ
α

λ
α

λ
λα

λ
λα

λ
λαα

λαλαλαλα
λαλαλαλα

 

Si Rl
x

x

n

n ∈→+1 , tendríamos que 01 →−+ l
x

x

n

n , por lo que: 

al ser 
n

kk

n









++








+ ++

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1 ... 
λ

λ
λ

α
λ
λ

λ
α

λ
α

 una sucesión acotada en módulo, ya que 

1
1

1 =
λ
λ

, 1
1

<
λ
λi  si 3≥i . 

Pero entonces 0   
1

1

1

1

1

1

1

1

1
11 →























+−








+

+ nn

l
λ
λ

λ
α

λ
α

λ
λαα , ya que 

0...  ... 
1

1

1

1

1

3

1

3

1

1

1
1

1

1

3
3 →























++








−








++







 ++
+

+
+

+ n

kk

nn

k
k

n

l
λ

λ
λ

α
λ
λ

λ
α

λ
λα

λ
λα , al ser 

1
1

<
λ
λi  si 3≥i . Tenemos entonces que ( )

n

l 







−

1

1
1

1

1   
λ
λλ

λ
α

 tiene límite finito, por 

lo que 

n










1

1

λ
λ

 tendría límite finito (no puede ser que ( ) 0 1
1

1 =− lλ
λ
α

, ( ) 0 1
1

1 =− lλ
λ
α

, ya 

que entonces, al ser 01 ≠α , sería 11 λλ ==l , contradicción).  

Pero al ser 1
1

1 =
λ
λ

, tenemos que, si ( ) 0Re 1 ≠λ , ( ) ( ) insenn

n

   cos
1

1 αα
λ
λ

+=







, 

con πα k2≠  ya que R∉
1

1

λ
λ

, y entonces existiría  ( )α coslim n
n ∞→

 con πα k2≠ , 

contradicción con el lema 3. 

Si ( ) 0Re 1 =λ , entonces 1
1

1 −=
λ
λ

, por lo que ( )n

n

1
1

1 −=








λ
λ

 tampoco tendría 

límite, contradicción. No puede ser entonces que Rl
x

x

n

n ∈→+1 . 
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Pero por otro lado, vemos que 
n

n

x

x 1+  es monótona cuando n  es grande: 

1

2
11

1

1

 

 

−

−+

−

+ −=−
nn

nnn

n

n

n

n

xx

xxx

x

x

x

x . Como el denominador es positivo, la monotonía la da el 

signo del numerador cuando n  es grande.  

Pero el numerador es: 

( )( ) ( )211331111
1
11

1
33

1
11

1
11

1
11

1
33

1
11

1
11 ...   ...    ...   n

kk
nnnn

kk
nnnn

kk
nnn

++
−
++

−−−+
++

+++ ++++−++++++++ λαλαλαλαλαλαλαλαλαλαλαλα  

Lo que es igual a  
( ) ( )

( )
n
k

n
kkk

nnn
k

n
k

n
k

n
kkk

nnnnnnn

nd

11

3131
1
1

11
1

1
1

1
3

1
1

1
3

1
131

 2

111
2

1

1

111
2
1

1 2

111

    2

...    2 

...       2    

++

+
+

−−
+

+
+

+−−+−−

−

−−++

++++−+=

λλαα
λλααλλλλαα

λλλλααλααλλααλλαα   

Tenemos que, si i  ó 1 ..., ,3 += kj , 
2

1  λλλλλ <= jiji , por lo que los 

términos l
j

k
iji λλαα     con i  ó 3≥j  cumplen que 

0
   

lim
 2

1

=
∞→ n

l
j

k
iji

n λ
λλαα , al ser nlk  2=+ , por lo que 

( )
0

Im 
2 lim

2

1

2
111

2

1

1

2

1

1
11 2

1

≠−=












−














+














=

∞→ λ
λαα

λ
λ

λ
λαα

λ n

n

n

d , por lo que el signo de nd  para n  grande lo da 

( ) ( )
0

ImIm 
2

1

2
1

1

1

2

1

2
111 <−=−

λ
λα

λ
λαα , y entonces 

n

n

x

x 1+  es monótona decreciente cuando n  es grande y 

positiva, por lo que tendrá límite finito, contradicción con lo anterior, luego no se puede 

alcanzar el máximo módulo en dos soluciones. 

Observaciones. 

1) El máximo del módulo entonces se alcanzará en una solución real, ya que si 

no, se alcanzaría también en otra solución que sería su conjugado, y mayor que 1 al ser 

∞=
∞→

k
n

n
xlim , por lo que el número de k-plástico es mayor que 1 para todo k , 

cumpliéndose que 
k
n

k
n

n
k

x

x
p 1lim +

∞→
=  

2) Para 3≤k  la ecuación característica es de grado menor ó igual que 4, luego 

se pueden obtener sus soluciones de forma exacta, luego se puede obtener el número de 

k-plástico para 3≤k  en función de radicales. Las expresiones serían: 

61803.1
2

51
1 ≈+=p  (número de oro), para 2p  (número de plástico): 
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( )
3

2

3

1

3

1

3

699
2

1
 

2

69 3

2

27
 

3

1







 +
+










−  

Que sería aproximadamente 1.32472, y para 3p :  

 

( )( )

( )( )
( )( )

3

1

3

13

1
3

13

1

3

13

1

6 2

8499 2
8499

3
 8

12
8499 2

8499

3
 8

8499 2
8499

3
 8





























++








+
−

++−








+
+

+++








+
−

 

 

Que sería aproximadamente 1.22074. 

3) Se cumple que kp  es una sucesión decreciente en k , ya que la sucesión de k-

Padovan tiene el crecimiento más lento según aumenta k , al sumar términos anteriores 

de la sucesión, y el crecimiento de la sucesión de k-Padovan viene dominado por la 

solución más grande de su ecuación característica, kp . Por tanto existirá k
k

p
∞→

lim . Este 

límite será 1, ya que en otro caso ( ) ∞=−−+

∞→
1lim 1

k
k
k

k
pp , contradicción con que 

011 =−−+
k

k
k pp  para todo k . 

 

Vamos a utilizar la proposición anterior para contestar de manera afirmativa a la 

conjetura 1’) a’): 

 

PROPOSICIÓN 2 

Hay sólo un número finito de números que sean a la vez de k-Padovan y de k’-

Padovan si 'kk ≠  

Demostración 

Los números que cumplan la condición de la proposición serán de la forma knP , 

k
mP ′  para ciertos subíndices mn  , , luego serán soluciones de la ecuación k

m
k

n PP ′= . Pero 

este tipo de ecuaciones tienen sólo un número finito de soluciones si las sucesiones son 
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soluciones de ecuaciones de recurrencia lineales cuyas ecuaciones características tienen 

una solución dominante [5]. Como las sucesiones de k-Padovan cumplen esta propiedad 

(proposición 1), habrá sólo un número finito de números que sean a la vez de k-Padovan 

y de k’- Padovan  #. 

 

Utilizamos también la proposición 1 para demostrar un resultado más débil que 

la conjetura 1’) a`): 

 

PROPOSICIÓN 3 

Hay sólo un número finito de números de k-Padovan que sean cuadrados de un 

número de k-Padovan, para cualquier k .  

Demostración 

La afirmación es equivalente a decir que la ecuación ( )2k
m

k
n PP =  tiene un 

número finito de soluciones, para cualquier k .  Pero la ecuación de recurrencia que 

tiene como solución k
nP  es una recurrencia lineal cuyo polinomio característico tiene 

una raíz dominante (proposición 1), y la ecuación de recurrencia que tiene como 

solución ( )2k
nP  es otra recurrencia lineal cuyo polinomio característico tiene una raíz 

dominante: 

Se cumple que n
kk

nk
nP 1111 ... ++++= λαλα , para ciertos 11 ...,, +kαα , con 

1λλ <i  si 2≥i , por lo que ( ) ( ) ( ) ( )∑
+≤<≤

++ +++=
11

2
1

2
1

2
1

2
1

2
2...

kji

n
jiji

n

kk

nk
nP λλααλαλα , 

solución de la recurrencia lineal con polinomio característico: 

( ) ( ) ( ) ( )121
2

1
2
1 ...... ++ −−−− kkk λλλλλλλλλλ , que tiene a 2

1λ  como raíz dominante, ya 

que 
2

1λλλλλ <= jiji  si i  ó 1>j . 

Por tanto, aplicando de nuevo el resultado de [5], llegamos a que la ecuación 

( )2k
m

k
n PP =  tiene un número finito de soluciones. 

Observación. 

La proposición anterior nos indica que la conjetura 2’) b’) implica la 2’) a’): para 

los k  tales que los números de k-Padovan cuadrados perfectos son todos de la forma 
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( )2k
mP , se cumplirá que hay un número finito de números de k-Padovan que sean 

cuadrados, por la proposición 3. 

 

3. PRIMOS DE K-PADOVAN 

Destaca en la literatura referente a los temas tratados en este artículo el estudio 

de los primos de Fibonacci, es decir, los números de Fibonacci que son primos. 

Tenemos los siguientes resultados al respecto: 

1) Sólo se conocen 33 primos de Fibonacci, el último con subíndice 81839, 

habiéndose comprobado los 435000 primeros números de Fibonacci. Se conjetura si 

existen infinitos primos de Fibonacci. 

2) El subíndice de un primo de Fibonacci es primo, excepto para 34 =F  

3) Los primos de Fibonacci son congruentes con 1 módulo 4, excepto 23 =F  y 

34 =F  

(Esto es porque los números de Fibonacci con índice impar cumplen la siguiente 

ecuación: 22
11 2 nnn FFF += −− , por lo que, tomando congruencias módulo 4, tenemos que 

1 2 −nF  no puede ser congruente con 3 módulo 4, y entonces, como los primos de 

Fibonacci mayores que 3 tienen índice impar, tenemos que todos son congruentes con 1 

mod. 4, luego todos los primos de Fibonacci son congruentes con 1 módulo 4, excepto 

23 =F  y 34 =F ) 

 

Podemos plantear análogos a estos resultados y conjeturas para los primos de k-

Padovan, es decir, los números de k-Padovan que son primos. 

Como sucedía en alguna de las conjeturas de la sección anterior, algunas de estas 

propiedades se pierden para 1>k . Por ejemplo, respecto a 2): 

- En los 23 primeros primos de 2- Padovan (primos de Padovan), que están entre 

los primeros 26000 subíndices, hay sólo 2 con subíndice primo: 2, 3329 (en la literatura 

sólo están comprobados los 1000 primeros subíndices, y listados los 12 primeros 

primos). 

- En los 37 primeros primos de 3- Padovan, que están entre los primeros 10000 

subíndices, hay 9 con subíndice primo. 
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- En los 48 primeros primos de 4- Padovan, que están entre los primeros 10000 

subíndices, hay 8 con subíndice primo. 

- En los 48 primeros primos de 5- Padovan, que están entre los primeros 10000 

subíndices, hay 4 con subíndice primo. 

- En los 72 primeros primos de 6- Padovan, que están entre los primeros 10000 

subíndices, hay 6 con subíndice primo. 

Se observa que, al menos en los primeros términos, la densidad de primos de k-

Padovan aumenta con k  (hasta 6=k . De 6=k  a 7=k  cambia la tendencia. De todas 

formas, excepto para 2=k , hemos obtenido más primos de k-Padovan que los que se 

conocen de Fibonacci, para los primeros valores de k ). En cambio, parece que el 

número de ellos que tiene subíndice primo se mantiene estable para 1>k . 

Vamos que el resultado de 3) también se pierde para 1>k . Tenemos las 

siguientes comprobaciones al respecto: 

- Entre los 23 primeros primos de 2-Padovan (primos de Padovan), hay 8 que no 

son congruentes con 1 mod. 4. 

- Entre los 37 primeros primos de 3-Padovan, hay 11 que no son congruentes 

con 1 mod. 4. 

- Entre los 48 primeros primos de 4-Padovan, hay 15 que no son congruentes 

con 1 mod. 4. 

- Entre los 48 primeros primos de 5-Padovan, hay 24 que no son congruentes 

con 1 mod. 4. 

- Entre los 72 primeros primos de 6-Padovan, hay 35 que no son congruentes 

con 1 mod. 4. 

Se observa que la densidad de primos de k-Padovan, no congruentes con 1 mod. 

4 aumenta con k , como pasaba con la densidad de primos, llegándose a prácticamente 

la mitad del total para 6 ,5=k . (Para 9=k  tenemos el primer valor en el que en los 

10000 primeros subíndices hay más primos congruentes con 3 mod. 4: 31, que 

congruentes con 1 mod. 4: 24). 
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4. OTRAS EXTENSIONES 

Se pueden obtener otras extensiones de los números de oro y plástico utilizando 

otras propiedades de estos números. Una nueva extensión se consigue utilizando la 

siguiente propiedad de φ : { }






=

φ
φ 12 , donde { } es la parte fraccionaria. Nos 

planteamos qué números reales cumplen esa propiedad: 

 

PROPOSICIÓN 4 

Los números x  que cumplen que { }






=

x
x

12  son sólo las raíces de polinomios 

del tipo: 

1 3 −+ xnx , para algún Zn∈  

Demostración 

{ } nx
xx

x +=⇔






= 22 11

, para algún Zn∈ , y esta última ecuación es 

equivalente a: 

01 3 =−+ xnx  # 

Observaciones 

1) Como la ecuación anterior es cúbica siempre tendrá alguna solución real, 

luego habrá infinitos números reales que cumplan la propiedad (al menos uno por cada 

valor de Zn∈ ) 

2) Para 1−=n  la raíz real del polinomio es el número de plástico, para 2−=n  la 

raíz real mayor del polinomio es el número de oro (las otras raíces son 1−  y 
φ
1− ) 

Por tanto, si renombramos n  como k− , con 0>k , se puede definir: 

DEFINICIÓN 

Sea Nk ∈ , el número de k-Adela ( kA ) es la solución real mayor a la ecuación: 

1 3 += xkx  

(Se cumplirá entonces que 1A  es el número de plástico y 2A  el de oro. Por la 

ecuación que satisface, se puede ver kA , Nk ∈ , como una generalización 

tridimensional de una subfamilia de los números metálicos [6]) 
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Para definir una sucesión con esa ecuación característica, necesitaremos dar los 

3 primeros términos. Para 1=k  será entonces 13 =x , como la de Padovan, y para 2=k  

será 23 =x , como la de Fibonacci. Extendemos entonces a: 

DEFINICIÓN 

Sea Nk ∈ , la sucesión de k- Mariló viene dada por la ecuación de recurrencia: 

32 −− += nnn xxkx  si 3>n , con las condiciones iniciales 121 == xx , kx =3 . A 

los términos de esta sucesión se les llama números de k- Mariló ( k
nM ) 

Utilizamos esta última definición para ver que los números de k-Adela están 

bien definidos, es decir, para ver que la ecuación 1 3 += xkx  tiene una solución 

dominante para todo Nk ∈ :  

PROPOSICIÓN 5 

El máximo módulo de las soluciones de la ecuación 01 3 =−− xkx  se alcanza 

para una sola solución, para todo k .  

Demostración 

Se puede demostrar los análogos a los lemas 1 y 2 para la ecuación 

01 3 =−− xkx . 

Entonces, como la sucesión de k- Mariló tiene como ecuación característica 

01 3 =−− xkx  y todos los términos positivos, se puede mimetizar la prueba de la 

proposición 1 para demostrar que esta ecuación siempre tiene una solución dominante. 

Se puede efectuar entonces para kA  el mismo desarrollo que se hizo para kp  en 

la sección 2. Vemos en la siguiente observación que kA  constituye una extensión de los 

números de Fibonacci y plástico en cierto modo complementaria a la definida por kp  

Observación 

Por la proposición 5, y teniendo en cuenta que k
nM  son naturales y crecientes en 

n  para cualquier k , se verifica que kA  es un número real mayor que 1 para todo k . 

Además serán crecientes en k , al serlo también los números de k- Mariló. Por la 

ecuación que verifican, se cumple también que ∞=
∞→ k

k
Alim . 

Por tanto, kp  con 1≥k  es una sucesión decreciente contenida en ( ]φ,1 , y kA  

con 2≥k  es una sucesión creciente contenida en [ )∞ ,φ . 
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5. CONCLUSIONES 

En este artículo se han estudiado formas de generalizar los números de oro y plástico 

que son distintas a algunas de las existentes en la literatura, como los números metálicos 

definidos en [6]. 

El número de oro tiene una amplia gama de propiedades geométricas y 

aritméticas, que han sido estudiadas exhaustivamente con anterioridad. Algunas de estas 

propiedades se pierden al aumentar la dimensión en que se trabaja, como se ha 

demostrado en este artículo, aunque los números de k-plástico y de k-Adela conservan 

algunas de las propiedades que tienen el número de oro y el de plástico, derivadas del 

hecho de que las sucesiones que los generan tienen un polinomio característico con una 

raíz dominante. 
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