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RESUMEN

Las competiciones universitarias de tipo matematicomo la OIMU a nivel
iberoamericano, 6 la IMC a nivel mundial, requietera preparacion especifica, al plantearse
problemas matematicos de un nivel superior al usndbs exadmenes de primeros cursos de las

titulaciones universitarias cientificas.

Es por esto que se hace necesario el establecinderdstrategias tedricas para abordar
este tipo de problemas, siendo también importdntergar con una coleccion de problemas de

una dificultad parecida a los que se proponen entig® de competiciones.

En este articulo se expone parte de la base tefGratamatica imprescindible para
afrontar una olimpiada matematica, y se da unacide de problemas resueltos, gran parte de
ellos extraidos de examenes de olimpiadas mateamatia celebradas, (tiles para la parte

practica de la preparacion.

Palabras claves:
Olimpiadas matematicas; ecuaciones funcionalegctich de las mateméticas
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1. INTRODUCCION

El “entrenamiento” necesario para presentar a absnwon ciertas garantias de
éxito a pruebas matematicas universitarias, puedeasiderado como un area aparte
dentro de la didactica de las matematicas, porda gptitud de los alumnos que se
presentan a estos examenes, y por la especializagolos problemas que deben
resolver, que implica un alto conocimiento tedeoespecialidades matematicas como
el Algebra, el Analisis y la Teoria de NUmeros.

Se hace por ello necesario disponer de un manuptegaracion en el que se
esboce la teoria imprescindible que hay que mapejar poder atacar los problemas de
los examenes [1], y en el que se dé un amplio aéspele ejemplos para que el
estudiante pueda practicar [2], [3].

En este articulo se intentan cubrir estos dos &speoroponiéndose problemas
extraidos de las siguientes olimpiadas matematicas:

IMC (www.imc-math.ory: International Mathematics Competition for Univgrs
Students

OIMU (http://www.obm.org.br/oimy! Olimpiada Iberoamericana Universitaria de

Matematicas

CPA: Concurso Puig Adam de Mateméticas

OME (http://www.rsme.e$! Olimpiada Mateméatica Espafiola

IMO (http://imo.math.c3! International Mathematical Olympiad

OIM: Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

OCMU  (http://olimpia.uan.edu.co/default.gsp Olimpiada Colombiana de

Matematicas Universitaria
ICW: Instituto Cientifico Weizmann

PC (ttp://math.scu.edu/putnaynPutnam Competition

Nos centraremos principalmente en los problemagpuasios en la OIMU,
OCMU vy, especialmente, en la IMC, al ser una corojdet universitaria a la que se han
presentado en los ultimos afios estudiantes deiletsidad Pontificia Comillas.

La IMC es una competicion matematica que se celébsde 1994, organizada

por la University College London, con patrocinadoneternacionales como Wolfram
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research 6 DEShaw&Co. Suele tener lugar en losyadtidias de Julio y en algun pais
del Este de Europa, siendo Bulgaria el pais queeti@gones ha acogido.

Es una competicion abierta a estudiantes univawmstale los cuatro primeros
cursos de cualquier carrera cientifica, y se pwedeomo una continuacion natural de
la IMO, la competicion matemética por excelencidodeestudiantes de Instituto.

Consta de dos dias de examenes de cinco horasunadaon seis problemas
ordenados por su dificultad (uno y dos los masibesictres y cuatro los intermedios,
cinco y seis los mas dificiles). Estan puntuaddsesgeinte puntos, sin tener en cuenta
la dificultad que tengan.

A pesar de presentarse los alumnos por Universsdgdéutelados por un
profesor, es una competiciéon individual, en la geelasifica a los alumnos por el total
de la puntuacion obtenida en los dos examenesodexamenes no se permite ningdn
tipo de ayuda a los estudiantes de libros, caloute] 6 indicaciones de los profesores.

Estos soOlo pueden atender al principio del examedas respecto de los
enunciados, que estan redactados en inglés. Loseexs deben redactarse también en
inglés.

Aunque los examenes se realizan en soOlo dos diasorhpeticion suele
prolongarse a una semana, llevandose a cabo el deslos dias la preparacion del
examen, su correccién, su revision y la entrega @ie premios.

Desarrollamos a continuacion las estrategias @®riecesarias para resolver

problemas en competiciones como la citada IMC.

2. ESTRATEGIAS PARA RESOLVER PROBLEMAS

En este capitulo no se pretende dar un conjunteglas fijas para resolver
problemas tipo olimpiada, sino exponer unas esfi@gesencillas, ilustradas con
ejemplos, que se aplican en diferentes casos. 1g@amns el convenio de poner el

enunciado de los ejemplos 6 problemas en negrita.

2. 1. Estrategias Basicas

Pensemos en el siguiente problema:
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Tenemos un aro, alrededor del cual hemos escrito aue nimeros, que son 1
0 0. No todos ellos son 1 ni 0. Entonces, en cad#s@ escribimos, entre cada dos
nameros un 1 si los dos numeros son iguales o usidos dos numeros son distintos,
y luego borramos los numeros que teniamos al priqmb. ¢ES posible, en un

namero finito de pasos, conseguir que los nueve n@nos sean 1?
(Propuesto en [2])

En un principio el problema puede parecer muy caagb, pero supondremos
que tenemos el problema resuelto, y veremos queé gugss. Si hemos llegado a tener
todo 1, es porque en el paso anterior todos losrmsreran iguales, es decir, teniamos
nueve ceros. Sin embargo, para tener nueve camos| paso anterior teniamos que
tener todos los numeros alternos, ya que teniansqualistintos cada dos. Esto es,
teniamos que tener 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, O, 1, yogegue por ser nueve un namero impatr,
el noveno numero y el primero son 1, entre ellogpeedria un 1, por lo que es

imposible obtener 9 ceros , asi que es imposibibitan llegar a tener nueve unos.

A esta estrategia se la conoce como trabajar bé@a, y como hemos visto consiste
en suponer que hemos llegado a la situacion quepides, y a partir de ahi vamos
viendo qué ocurria en situaciones anteriores, &rgps puede llevar a que la situacion

pedida es imposible, darnos condiciones para quarspla, etc.

Otra estrategia muy conocida es buscar cosas queambien, sobre todo en
procesos iterativos. La explicaremos también coejemplo:

Sea n un numero impar. Escribimos en una pizarra ® nameros del 1 al 2. A
cada paso podemos escoger dos numeros cualesquide la pizarra, a y b,

borrarlos y escribir en su lugar |[a—b|. Demostrar que al final del proceso siempre

quedara en la pizarra un namero impar.

Buscaremos alguna propiedad que no cambie al reggiroceso. Por ejemplo, es
facil ver que la paridad de la suma no cambia gllb@los nimeros y sustituirlos por su

diferencia, ya que
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S=1+2+..ta+..+b+...+2n=1+2+...+a+...-b+...+2n+2b y puesto que la
diferencia serd2a (sib>a) 6 2b (sib<a), S=1+2+..+a+..-b+..+2n 0
S=1+2+..—a+..+b+...+2n tendrdla misma paridad q&

(2n +
Veamos cuanto val&: S=1+2+...+ 2n=w:n-(2n+l) gue es impar

por sern impar. Por tanto, cuando quede un solo elemen®=vwy y S es impar, por

tanto,v ha de ser impar.

Vemos por ultimo en este apartado otras formased®odtrar muy conocidas como
son la reduccion al absurdo y el principio de imiie. La reduccion al absurdo
consiste en suponer que lo que nos piden demaosirae cumple (es falso) y llegar a
una contradiccién. El principio de induccion, smb&rgo, nos permite probar que una
propiedad es cierta para un conjunto numerablstaies cierta para un cierto elemento

X, que sea el minimo del conjuntdonsiste en demostrar que es cierta pgrg luego

en probar que si es cierta para un nunmetambién es cierta para el siguientel. Hay
alguna variante de la induccion, por ejemplo prapsr una propiedad es cierta para
nameros X,, X, +1, X, + 2,....,X, +r — 1y luego probar que si la propiedad es cierta
paran, también se cumple pare+r , 6 demostrar que si se cumple para un numero

todos los anteriores también se cumple paih

Como ejemplo podemos pensar en los siguientesgimatsl:

Reduccién al absurdo:

Un grupo de diez amigos va a un restaurante a comeAl final de la comida, el
camarero les trae la cuenta, de un total de 225 ens. Prueba que podemos escoger
dos de ellos de modo que entre los dos pagaran atmos 45 euros.

Supongamos que no, esto es, que es imposible esaodes de ellos con esta
propiedad. Entonces, hagamos cinco parejas al deamodo que todos estén en una
pareja. Como entre todos pagaron 225 eusps, S, + S, + S, + S, =225 dondeS es
el dinero que pusieron en total los dos amigosadealeja. Hemos supuesto que cada

pareja paga menos de 45 euros, y por t&8iteS, +S; +S, + S, <455= , BP§ue
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contradice a que en total pagaron 225 euros. Pto saempre podemos escoger una

pareja con la propiedad pedida.
Induccion:

(n+
Demostrar quel+2+...+n _nm+)

Vemos que la propiedad es cierta para , yziquelz% =1. Supongamos que es
cierta para n=i. Entonces para n=i+1 tenemos que

1+2+...+i+(i+]) :#+ (i+1 :LZQ@ y queda demostrado.

2.2. Desigualdades

La desigualdad béasica que se puede usar en uneprabésa®=0 O también

Zaiz >0. Sin embargo, convertir una desigualdad dada ensun@z de numeros
i

cuadrados puede ser una tarea muy complicada. @@lgmas estrategias pueden ser
bastante utiles.

Por ejemplo, cona,b >0 sabemos que

(a-b)’=20 - a®+b*-2ab=0 - %+922, que es una desigualdad muy
a

. . . 1
interesante, que por ejemplo en el caso partiemajuea = x, b=1 lleva ax+— = 2.
X

En muchos problemas, conocer alguna de estas dé&tagies nos puede ahorrar
mucho trabajo para llegar a la solucion.
Otras desigualdades sencillas que podemos obtergrierslo un

procedimiento similar son:

(\/5—\/5)2 >0 -« a+b-2/ab=0 - a;b > \/ab, y la Gltima desigualdad se

conoce como la desigualdad entre las medias ait®séf geométricas.
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Claramente la igualdad se alcanza en las desigieddanteriores solo cuando
a=b.
Esta desigualdad se puede generalizar a mas nugnarogos tipos distintos de

medias:

2. 2. 1. Desigualdad de las Medias:

Seam numerosa,,a,,...,a, > 0Entonces se tiene que:

: n
min(a,, a, ,...,a,) < T 1 1°% Vaa,..a, <

Rl T

a & a,

2 2 2
Sa1+alzr-ll-..,+<":l.nS\/msmax(ailag’m,a“)

Esta desigualdad se llama también la desigualdad Nt Ma, Mc ya que

relaciona las medias armoénica, geométrica, aritadticuadraticas respectivamente.

En general se cumple la desigualdadM,=2M,; <= a=f  siendo

g+ .. +a’
Ma:(al ;

Ya
] . La desigualdad anterior es un caso particulaoness para
n

a=-1,01vy?2.
La igualdad entre todas las medias se alcanza sntantuando todos los

nameros son iguales.

Ejemplo:

Sean a,a,,...,a, N numeros reales positivos. Demuestra que si

n

1 1 1 )
—+—+---+—=1entoncesa, +a, +...+a, =n
a a a,

Usaremos la desigualdad de las medias. Sabemos que:

o h _h_ <&t *& yestoesequivalenterd<a, +...+a
1 1 1 n

n

2. 2. 2. Desigualdad de Reagrupamiento (Rearrangépranciple)
Otra desigualdad muy interesante y bastante seresllla siguiente. Imaginemos
que tenemos tres sacos con billetes, uno de 5@3,entro de 200 euros y otro de 100

euros y nos dejan coger de un saco cinco billalesotro tres y de otro uno.
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Evidentemente, para sacar el maximo dinero posibigeremos 5 billetes de 500 euros,
3 billetes de 200 euros y 1 billete de 100 euros.

Este ejemplo se puede generalizar. En generahames dos sucesiones ordenadas

en el mismo orden (las dos crecientes o las do®deates) la suma del producto de

los términos es maxima si tomamos el mayor porajam el siguiente mayor por el

siguiente mayor y asi hasta el menor por el menda, suma de los productos sera

minima si multiplicamos el mayor por el menor, igugente mayor por el siguiente

menor y asi hasta el menor de la primera sucesiérelpmayor de la ultima. Esto se

puede formalizar como:

Si las secuencias A y B estan ordenadas en el nmosdemn:

a,a,...a Yh,b,. . b, entoncesab +ab, +--+ab 2> ab,
i=1

Donde j(i) es una cierta permutacién, estoje$1,2,...,n} - {12,...n}, siendo

] (|) una funcién biyectiva.

La igualdad se alcanza cuando todos los términogadi@ sucesion son

iguales.

318

Por ejemplo:

Si tenemos la secuend@ab, c y la secuencia, b, ¢ de nuevo,
a®+b”+c’=ab+bc+ca

Ya que en el primer caso hemos ordenado las dossgas en el mismo orden.

Esto se puede escribir de forma compacta comoilyer

a b c .| b c
a b c|l |bc a
También es facil ver que

a®+b®+c®* 2 a’b+b’c+c’a=3abc, 6, expresado con matrices:

ab c ab c a b c c awb
ab c|=zla b c|=z|b ¢c al=|a b c
ab c b ¢ a c awb b ¢ a
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2. 2. 3. Desigualdad de Jensen:
Esta desigualdad nos da una relacion entre la niedlas imagenes de una

funcién y la funcién de la media.

; X Xt X ) f(x)+...+ f(x,)
n - n

, Si la funcién f es convexa, esto es,

si la segunda derivada dé es negativa. Esto se puede observar muy bien en un

grafico:
¥
)
x
Ejemplo:
. " . 11 1
Seana, b, c niumeros reales positivos que satisfacen la relanle—b +—+b— =1.
ab ac bc

Probar la desigualdad a_. b +—C 53\/5
Ji+a? J1+b? J1+c? 2

Haciendo el cambio de variable=tgA b=tgB, c=tgC con A+B+C=180° (esta
altima igualdad implica que£b+i+bi=l) , la parte izquierda de la desigualdad
ab ac bc
gueda como:
tgA tgB tgC _ tgA tgB tgC
+ + = + + =
J1+tg?A  |J1+tg?B  |1+tg’C +se@A +sed¢B +sedC
=sen/+ senk+ senC
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Y utilizando la desigualdad de Jensen, como el ssnana funcién convexa en

el intervalo|0, 71], senA+ se3nB+ senC_ se{wj = se{g} - ? _

Nota:
Es muy comun usar cambios de variable como henaimben este problema.

... 1 1 1 e : :
Tenemos una CondICIOHT+_+b_:1 con la que es dificil de trabajar. Si
ab ac bc

multiplicamos a los dos lados pabc la condicibn queda coma#+b+c=abc, y
sabemos quegA+tgB+tgC =tgAtgBtgC = A+B+C = n, por tanto, el cambio de

variable a=tgA b=tgB, c =tgC, nos facilita el problema porque la condicion diga

1 1 1 o ea .
ser—+—+-— =1 paraserA+B+C =, con la que es mucho mas facil trabajar.

ab ac bc

2. 3. Ecuaciones Funcionales
Las ecuaciones funcionales son ecuaciones end¢agamos una relacion entre

una funcién en un punto 6 en varios, y sus derv@dsucesivas evaluaciones.
Pondremos varios ejemplos para que se puedan séntas formas de
abordar un problema de este tipo:
Encontrar todas las funcionesf : N - N tales que f (x+y) = f(X)+ f(y)

(Ecuacion Funcional de Cauchy)
Para empezar, como tenenmxosy podemos probar a hacer algunas sustituciones

con numeros.
Lo primero de todo, llamemos f (1) =a. Entonces es facil ver que con

X =y =1, obtenemos:

fA+)=fQ=fQ+fQ)=2fQ1)=2a
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Ahora que sabemos los valores d€l) =a, f (2) =2a, podemos probar con
x=2y=1:

fR+)=fQ@=f2+f@)=3a

Parece evidente que sif () =a, f(2)=2a, f(3) =3a, se cumplira que
f(n) =na paratodon, asi que intentemos probarlo por induccion.

Parael cason=1: f(1)=a,

Supongamosjueparan=i, f(i)=ia
Entoncegaran=i+1, con x =i, y =1, tenemosjue:
fi+l)=f(@)+f(l)=ia+ta=(i+1)a

comoqueriamogrobar

Asi que todas las funciones posibles gdx) = ax, conaldN

Hallar todas las funcionesf : [0 - [0 tales que

(x=y) f(x+y) = (x+y) f(x—y) = 4xy(x* - y*).
Haciendo algunas sustituciones cogy obtenemos que:
X=y
-2xf(0)=0- f(0)=0
Dividamostodo por (X + y)(X—Y):

oY) Ty

(x+y)  (x-y)
Seah(x) = M

X

El problemase podriaenunciarcomohallar todaslas funciones

h:0 - O talesque h(x+y)—h(x-y) =4xy.

Seanxt+ty=ayx-y=h.

EntoncesAxy = a® —b?, luegoh(a) - h(b) =a®* —b?, Oa,b # 0.
Entoncesesevidentequeh(x) = x> +C, luego f (x) = x*+Cx OxO0O
Encontrar todas las funcionesf : N — N tales que f(f(n)) =n+1
(OME-fase nacional 2001)

Supongamos que existe una funcibnN - N tal que f (f(n)) =n+1.
Entonces, si (1) =a, se cumple que

f(f)=Ff(@=2- f(f(@Q)=f@ =a+1- f(f(Q)=Ff(a+) =3 - ...

Por lo que tenemos quign) =a+n-1, y ademasf (a+n-1)=n+1
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Pero entonces, hacienaio= a en la primera igualdad gy = dn la segunda,

tenemos que (a) =2a-1=2, por lo quea:g , contradiccién con quedN.

Por tanto, no existe ninguna funcién que cumplaztesliciones del enunciado.

2. 4.- Interpretaciones Geométricas
Una de las estrategias mas importantes para afrontproblema matematico es la
capacidad de visualizarlo, de interpretarlo fisieata, geométricamente o desde otra
perspectiva distinta de aquella con la que estdpuasio. Muchas veces, la
interpretacion del problema desde otro campo haeecgnvirtamos un problema dificil
en uno que ya sabemos resolver, o que podemoseesoh mas facilidad.
Usaremos como ejemplo la siguiente desigualdad:

Tomemos un vector con componentes positivaéx, y). Probar que el

modulo del vector es menor que+y .
Supongamos que&k es el modulo del vector. Entonces tenemos que
k? =x*+y? y por tanto los nimerds x, y son, por el teorema de Pitagoras, los

lados de un triangulo rectangulo. Por tanto esest@ por la desigualdad triangular
que cada uno de los lados tiene que ser menorageenha de los otros dos y en

particulark < x+y.

Vemos otro ejemplo de interpretacién geométrica:
Seana, b, c, tres numeros naturales arbitrarios

a) Demostrar que la expresion

H =(Va + b +Ve)[Va + Vb - ve)[fa - b + v&)- va + b+ c), es un

entero.

b) Supongamos quea>b>c. En estas condiciones, ¢es necesario que
a<b+c para que H >07? ¢ Es suficiente dicha condicion para quél >07?

(Propuesto en el Concurso Puig-Adam)

a) Si desarrollamos la expresion vemos que:
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H =(Va + Vb +vc)(a +vb - vc)(Va - /b +vc)[- va + Vb + V)=
(a+ b+ 2\/5\/5-0)(c—a—b+ 2\/5\/5):4ab—(c—a—b)2
Que evidentemente es un entero.

b) Vemos que es suficiente: Si<b+c, /a<+b+c<+b++c, por lo que
2/a <2+/b +2+/c. También sabemos que>b,c= 2+/a > 2+/b,2+/c. Siempre que

tenemos un namero positivo mayor que otros 2, pegaor que la suma de esos 2,
podemos construir un triangulo de lados esos 3 rign8asta con tomar un segmento
de longitud el mayor de los 3, y hacer las circierieias de centros los extremos del
segmento y radios los otros 2 nameros. Las circenégas se intersecan en un punto
que, con los 2 extremos del segmento, hacen urgtria de lados los 3 numeros (ver
figura). Entonces existe un triangulo de lad®dga,2+/b,2v/c. Por la formula de

Heron, el area de este triangulo sera

S=[Va+ b +ve)a + b ~cJWa b +Jc|-va+vb+c). Para

que exista, lo de dentro de la rakt Y ha de ser 0.

Figura: El triAngulo con vértices los 2 del segrognuna de las intersecciones
entre las 2 circunferencias tiene lados 2,,3i4a longitud del segmento es 4 y los
radios de las circunferencias 2y 3.

Tomandoa= 4b=2, c=1, se cumple que:

H =4ab-(a+b-c)’ =32-25>0, peroa>b+c, luego la condicién no es

necesaria.
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Como se puede ver, lo que se ha hecho ha sidgrietar el enunciado como
que 24a,2+/b,2yc eran los lados de un triangulo, y entonces con fonaula

conocida (la formula de Heron) el problema era idiate.

Otro problema de mayor dificultad que los antesae el siguiente:

Tenemos un cuadrado de vértices A, B, C, D. Se traz las lineas AP y AQ
sabiendo que BP=CQ. Se escogen dos puntos cualesuiX, Y en dichas rectas.
Demostrar que siempre se puede construir un tridnda de lados BX, XY, YD

(Propuesto en la OIM-2003)

Para solucionarlo, usaremos la siguiente idea:

& E
x
F
by
| 0 C

Si doblamos el cuadrado tal y como muestra el djlaljtriAngulo queda formado en
el espacio ya que AD=AB Yy por tanto coinciden.oSsleda demostrar que el tetraedro
dibujado siempre se podra formar, para lo cualabesh demostrar que el angulo PAQ

es menor o igual que 45°, que es cierto por seCBRya que el angulo QAC<PAB.

Este dltimo problema aparecié en la Olimpiada laerericana de Mateméticas de
2003 y una solucion analitica del problema era tedyosa. Sin embargo una idea tan

sencilla como la que hemos explicado arriba peandiir una solucién muy elegante.
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Aunque estas estrategias normalmente no suelem &gfieacion directa en los
problemas, si queremos insistir en que puedenitéaciin problema mas dificil, 6

darnos ideas para enfocarlo.
Por ultimo, pensemos el siguiente problema:
Sean a,b,c,d nimeros reales y sead =maxa, b, ¢, d}. Demostrar que
a(d-c)+b(d-a)+c(d-h)<d’.

Si consideramos la siguiente figura:

a a-(d-c)

b(d-a

cr(d-b) C

b

Entonces el area del cuadrado es justaméitey los tres rectangulos tienen
areaa-(d —-c)+b:(d —a) +c-(d —b) que siempre sera menor que el area del cuadrado

con igualdad si y solamentea&=0 yb=d o c=d, 6 cualquier otra permutacion.

Este problema se propuso en una preparacion pafenjgiada internacional
a varios alumnos de 4° de E. S. O. Sorprendentefriedtss ellos lo solucionaron de
esta forma. Cuando se les preguntd en qué razont@sise habian basado para
llegar a esa solucion, dijeron que el segundo mierde la desigualdad, @? les
habia hecho pensar en el area de un cuadraddrasieue los otros términos eran
productos de dos numeros distintos y positivos rytaoto podian ser interpretados
como areas de rectangulos. Bastaba entonces dan @icuadrado de ladby tratar

de encajar en él los rectangulos.

2. 5.- Principios de conteo
Muchos problemas propuestos en olimpiadas matemsadte pueden resolver
contando las formas posibles de realizar una détada accién, o, utilizando el
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camino inverso, interpretar una formula que nosldgunciado como el cardinal de un
conjunto. Por ejemplo, si los dos miembros de deatidad que nos piden verificar son
distintas formas de contar una misma cosa, esmedgle la identidad se cumple.

Hay muchas herramientas para contar. La combiaatws ofrece numerosas
formulas para contar las distintas posibilidades padenar objetos, y la mayoria estan
recogidas en casi todos los libros de calculo maematica discreta ([4], [5]).

También es util conocer los nimeros combinatoricdgynas de las relaciones

que satisfacen. Enumeraremos algunas de ellasjgpople:

Que se pueden probar facilmente por induccién. B#&a@emos la ultima
férmula ya que se puede dar una prueba bastanbosaur
n
[

Sabemos que por el binomio de Newtcﬁa:—# b)n = ( Ja”‘ibi. Sustituyendo

n
i=0
n(n
ahora pora=b =1 obtenemos precisamen?é = Z(I j .
i=0
Otra herramienta muy conocida para contar es elcipio de las Casillas o
Principio de Dirichlet, también conocido como elnBipio del Palomar y The Box
Principle. El enunciado de este principio es muyc#l®, una primera version podria
ser: “Tenemos cinco flores y cuatro jarrones. Shcamos las flores en cuatro jarrones,
entonces en al menos un jarron habra al menoslalest Como se puede ver por el

enunciado, es un principio bastante intuitivo.
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Una version mas general seria: “Si tenemosbjetos, ym cajas en las que

o nd| ..
distribuirlos, al menos en una de ellas h{b#a_‘ objetos” donde| x| denota el menor
m

namero enterm/n= x.
Un ejemplo de utilizacion de este principio en wobema nada trivial seria:
Se consideran cuatro numeros reales y distintos dieitervalo (0,1).

Demostrar que siempre se pueden elegir dos de ellasy b, tales que:
Ji-2%)(-1?) S NP .

2b 2a 8ab
Todos los nameros del intervalo (0,1) son de la focosa , cona D(O, 7_2Tj .

Dividiendo en tres partes dicho intervanO,Z—T , I—T,I—T , I—T,I—T , por el
6 6 3 3 2
principio del palomar tenemos que al menos dosodecliatro niumeros considerados,

a=cosa y b=cosp verifican:0<|a - | <g.

L . T . .
Entonces, como la funcidon coseno es decrementEOc-}%rj, suponiendo sin

J3

pérdida de generalidad qae< b, tenemos qua—:os(a —,B) > CO{I_GTJ = EX por lo que

cosa coB+ sea s¢h>§, desigualdad que comy b queda:

ab+1/‘1—a2 Hl—b2 ) >§, gue es a su vez equivalente a
2ab[l-a?)l-b?) > a2 +b? - 2a2 b? —%

Finalmente, para obtener la desigualdad del endogcidividimos por2ab esta
altima expresion.

Terminamos esta subseccion refiriéendonos a lascemes de recurrencias, que
son relaciones que nos permiten expresar una plagien un instante determinado en
funcion del valor de la propiedad en una serie rdgantes anteriores, y que son
herramientas (tiles para hallar cardinales de cboguen casos en que no se pueden

utilizar las técnicas anteriores.

Segundo Congreso Internacional de Matematicagedngknieria y la Arquitectura 327



Preparacién para competiciones matematicas unitestisis

Como ejemplo puede servir el siguiente problema:
Considera los conjuntos:

S, ={(x. %y,...,%,):0i =1,...,n, x, 1{01,2}}

A, ={(x. %0, %,)0S, 0 =1,...,n-2 %, X1 X2 %1}
B, ={(x,,%,,....x,)0S, :x = %,, =X, Z0}

=38B,|

(IMC 2005-Problema 2, primer dia)

Paran=2 es cierto, ya que

|A|=VR,,-3=24
B,|=VR,,-1=8

Prueba que|A,

También se cumple pans3.

Supongamos que es cierto para todei, i =3. Entonces, demostremos que
también es cierto pama=i+ . Lontemos los elementos que hay en cada conjumto p
medio de relaciones de recurrencia de segundo:orden

A2l =2A ]+ 2A)
|B|+1 = 2|Bi | + 2|Bi—1|

Comprobamos que se cumplen estas dos igualdades:

2|A| = n° de vectores dé,,, con las dos Ultimas cifras distintas y que potaan

les puedo afiadir como ultima cifra la Gltima quegtn.

2|A+1| = n° de vectores dé\,, a los que le afiado de ultima cifra una de las dos

cifras en las que no acaban

(Otra forma de verlo seria que por cada vectoAepuedo conseguir 2 vectores
en A,, metiendo 2 veces una cifra distinta a la Ultimavéetor en A, y por cada
vector enA,, puedo conseguir 2 vectores &), metiendo al final una cifra distinta a
la ultima del vector erA,;. Son distintos a los vectores &,, conseguidos antes,
porque estos tienen las 2 uUltimas cifras distingas anteriores tenian las 2 ultimas

+2A)).

cifras iguales, y todo vector d§,, se puede conseguir asf, ludén,| = 2A,,
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2|B,_1| = n° de vectores dB. con la ultima cifra distinta de 0 y que por tales

puedo afiadir un 0.

2B|=n° de vectores dB, a los que le afiade un 1 o un 2.

Por lo que se cumple también la segunda igualdad

Y por tanto se cumple la igualdad del enunciaddu@eion).

2. 6.- Algunos resultados de teoria de nUmeros y m&ros complejos
En esta subseccion no haremos un desarrollo te&imm que daremos sélo tres
ejemplos, de los que se extraen la utilidad denalgwconceptos de la teoria de

nameros como la divisibilidad, 6 de las propiedatketos nimeros complejos:

Estamos en una isla desierta en la que sabemos que antiguo pirata
enterrd un tesoro. No sabemos en qué lugar de ldado enterrd, pero tenemos
un mapa en el que nos indican la ruta que debemosglir para encontrarlo. En
la isla del tesoro hay un pind® y un abetoA. Si trasladamos todo el terreno, con
el tesoro incluido, de manera queP ocupe la posicion deA, a continuacion
giramos 90° con centro erP y sentido contrario al de las agujas del reloj y
finalmente giramos otros 90° con centro e\ en el mismo sentido, el tesoro

permanece en el mismo lugar del principio. Encuenér el tesoro.
(Propuesto en [3])

Claramente hemos de encontrar un punto que percemnmezriante después

de todas las transformaciones.

Coloquemos el origen en el punRy y el eje x en la direcciofA, y
normalicemos el problema de modo gie(2,0). Sea z un complejo cualquiera.

Transformemos z segun los movimientos descritad enunciado:

La traslacion de vectoPA transforma z en z+2. Girar con cenBy angulo
90° transforma z+2 en (z+2)-i, y si ahora trastamtael origen &, giramos 90° y
deshacemos el cambio de origen queda (z+2)-i tnanatlo en ((z+2)-i-2)-1+2 y si z
permanece invariante eso tiene que ser igual daz(igica solucion de la ecuaciéon es

z=-i, luego el tesoro se encuentra en el puntd)@gel sistema de referencia.
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Sabiendo quel3=2°*+3% y 74=5%+7%, expresar el nimero1374=962
como suma de dos cuadrados.

(Propuesto en [2])
Sea z=2+By w=5+7. Entonces:

2°|w” =962=|zw|* =|(2+3i)(5+7i)" =|(10- 21+ (15+14)i)" =12* + 29

Probar que 2003 no puede ser expresado como suma dies cuadrados
perfectos.

Supongamos que si. Entonces, 2083 b”.

Sabemos que 2003 da de resto 3 al dividirlo entfes4congruente con 3

maédulo 4). Entoncea? + b? tiene que dar el mismo resto al dividirlo entratooi,

Veamos qué resto dan al dividir entre cuatro l@xlcados perfectos:
Si a da de resto 0 al dividir entre cuat@’, también dara resto cero al dividir entre

cuatro.

Si a da de resto la=4a+1, y a’=16a'*+8a’+1 que también da de resto 1 al
dividirlo por 4.

Igualmente se puede deducir qua sia de resto 2 6 3 al dividirlo por 47 da de

resto 0 6 1 respectivamente al dividirlo entre mua®or tantoa® y b? dan de resto 0
0 1 al dividirlos entre cuatro y es imposible quesama dé resto 3 al dividirlo entre

cuatro, contradiccion.
Observacion

Un resultado de Euler, respondiendo a una comjetarFermat, es que un
namero natural se puede expresar como suma deuddsados si y sélo si no tiene

ningun factor primo congruente con 3 médulo 4, e®ponente impar.
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Esto se puede aplicar a los dos problemas anteri@@03 es un primo
congruente con 3 modulo 4, luego no se puede expresmo suma de dos
cuadrados962=2x13x 37con 2, 13, 37 no congruentes con 3 modulo 4 dwsegy
puede expresar como suma de dos cuadrados, ybé¢ma 2 de esta subseccion da

una forma de hacerlo.

3. PROBLEMAS RESUELTOS

En esta seccién daremos una coleccion de problplaateados en algunas de

las olimpiadas matematicas antes citadas, incluysnotliciones a los mismos:

3. 1.- Problemas de la International Mathematical @mpetition (IMC)

1.- Seaf DCl[a, b], f (a) =0 y supongamos que existe ud 11,4 >0,tal que
|f'(x)| s/1|f(x)|
para todo xD[a,b]. ¢ Es cierto entonces qud (x) =0 para todo xD[a, b]?

(30/7/1994-Problema 1)
Solucién:

Supongamos que no fuera cierto, esto es, queearaisin ciertoxD[a, b] para el

cual f(x)£0.
I~ : . k k+1
Subdividimos el intervalf,b] en intervalos de la for a+-a+==|, con
k:O,...,[)l (b—a)]—l, siendo[ ] la parte entera. Entonces habra un minikn@on
k=0,...[]1(b-a)-1 tal que f[a+§):0 y en el intervalo[a+§,a+k7+1} existe

un x tal quef(x)#0. Por simetria en el razonamiento supongamos fj(2g >0.

Puesto que estamos trabajando con una funcionncengn un intervalo cerrado y
+ +
acotado, {a+§,a+k71}, 6 [a+k71,b} si el minimo k es [A(b-a)-1,

alcanzara el maximo absoluto, y ademas, sabemoggiaemaximo es estrictamente
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.k - : k k+1
mayor que 0. Sea —a+; y ¢ el minimo punto del interval a+;,a+7 en el

que f alcanza su maximo, que existira porquees continua.

Entonces por el teorema de Lagrange tendremosxjate unx,(a',c )tal

iy =1 @©-f@)_ f(o-f(@)
que f'(x,) = o > %

=A f(c)>A f(x,), contradiccion, por lo que

f(x) =0 para todox [ [a, b] .

2.- Seaf :02 - O una funcién dada por f(x,y) = (x> - y?)e™ '

a) Prueba que f alcanza su minimo y su maximo absoluto.
. i _a _
b) Determina todos los puntos (x,y) tales que &(x, ) —E(x, y)=0 vy

determina para cuales de ellosf alcanza un extremo relativo o absoluto.

(30/7/1994-Problema 2)
Solucion:

a) La funcion f es una funcién diferenciable, y por tanto contirarael plano.

Puesto qué es una funcidn continua, en una esfera centradd erigen y de
radio 1 (y su interior) alcanzara su maximo y snimo absoluto. Demostremos que en
el complementario de la esfera la funcion estéaaizoentre [-1/e, 1/e]:

Sl el S PR
|e2 2 ex+y—l e e’

Es evidente, ya qu4§f (X, y)| — ‘(Xz _ yz)e_xz_yz

X"ty

ser| o I pe <1 Ox,yOO, x*+y*>1. Por tanto, como en la esfera de

radio 1 se alcanzan los valof¢s,0)=1/e,f(0,-1)=-1/e, la funcidn alcanza su maximo y
minimo absoluto.

b) Calculemos ahora sus derivadas parciales:

o] — —x2-y? 2 2y. o] — —x2-y? 2 2
Sy =2xeT T (L= YY), 5(& y)=2ye” 7 (-1-x"+y7).
Es facil ver que éstas son iguales a 0 si y sélo si
x=y=0060x=0,y=%106 x=%1,y=0.
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Basta con sustituir y encontrar el valorfaa cada punto para ver que:
f(1,0)4(-1,0)=1/e son maximos absolutos y qf(6,1)(0,-1)=-1/e son
minimos absolutos, ya qii®,0)=0. El punto (0,0) se comprueba con la matessiana

gue es un punto de silla, esto es no es maximadmia local ni absoluto.

3. 2.- Problemas de la OIMU

1.- Encontrar todas las funciones f :[0 - [0 que sean integrables en

cualquier intervalo [0,x]si x>0y [x,0]six<0, que satisfacen la condicion
xf(x) = on f (t)dt para cualquier numero realx distinto de O.

(7/20/2000-Problema 1)

Solucion:

Si f(x) es integrable enl, G(x) :.LX f (t)dt es continua. Comd (x) :%,
X

con G(x) y x funciones continuasf (x) es continua el —{O} y si f es continua en
un cierto intervalo 1,G(x) es diferenciable en dicho intervalo por el Teorema
Fundamental del Célculo Integral, y por tarftecsera diferenciable en —{O} .

Derivemos entonces a ambos lados de la igualdad:
F(X)+xF'(X)=f(X) o xX{'(X)=00x#0 - f'(x)=00x#0

Por tanto, las funciones que cumplen las condisiaiet enunciado son:

£ (%) = csix#0
()_{f(O)six=O

2.- Una funcion derivable f:0 - O satisface la desigualdad
[f(x)|2]f'(x)|Ox00 y al menos para un realx, esta desigualdad es estricta, es
decir, | f (x,)|>|f'(x,)|. Demostrar que f no tiene raices.

(6/10/2001-Problema 2)

Solucién:

Imaginemos quef si tiene raices en los reales. Entonces podencasigar un

intervalo[a, b] 000 de modo que sea el supremo de las raicesfden dicho intervalo

Segundo Congreso Internacional de Matematicagedngknieria y la Arquitectura 333



Preparacién para competiciones matematicas unitestisis

y ademasf (b) £ 0, a no ser qud (x) =0 para todox, caso que no se puede dar porque
no se cumpliridf (x,)| >|f'(x,)|. Puesto quef es derivable, también sera continua, asi

que podemos asegurar que existird un entorno doedie x donde la funcion sea
creciente o decreciente (no estrictamente, poraqueelep tomar valor O en mas de un
punto, pero si creciente ya que si nunca toma uor vaayor o menor que 0 la
desigualdad del enunciado nunca sera estrictapn@s un punto de ese intervalo,
cOfab], [x-d <1y f(c)#0.

Entonces aplicando el teorema del valor medio dgrdrge, existird un
x, 0[x,c] tal que:

_[T@-f(X)|_[f(©)

L ol i o e

>|f(c)|=|f(x,)|, contradiccion, luegof no

tiene raices.

3. 3.- Problemas de las Olimpiadas Colombianas Uravsitarias - Instituto
Cientifico Weizmann

1.- Seanx; , ... , Xn vectores no nulos de un espacio vectorial g una

transformacion lineal que satisface:

¢ (X)=Xg+Xo+ ... +x, i=1,..n.
Demostrar que los vectores; , ... ,X, son linealmente independientes.
(1 OCMU, 10/12/1997-Problema 2)
Solucién:

Lo demostramos por induccién solore nimero de vectores:
Sin=1, entonces, como el vectgr es no nulo, es linealmente independiente (.
I.). Lo suponemos cierto para— véctores que cumplan las condiciones.

Seam vectoresx, ,..., X, N0 nulos que cumplen las condiciones, entoncesseexi
una aplicacién lineag que cumple que(x,)=x,,..., ¢(X, )= X +...+x,_,, por lo que

X5 Xpy SON | 0. (hipOtesis de induccion). Por tanto,xsj..., X, son linealmente

334 Segundo Congreso Internacional de Matematicasédngknieria y la Arquitectura



Preparacién para competiciones matematicas unitestisis

dependientes, ser§, el que dependa de los demas, es degis A, X, +...+ A X,
por lo que, al seg lineal, se cumplir4 que

¢(Xn)=A1 ¢(X1)+"'+/]n—1 ¢(Xn—l) =A1 Xl +"'+/‘n—1 (Xl +"'+Xn—1) =
=(A oA A )X A X

Por otro ladog(x ) = x, +...+ x,, por lo que igualando tenemos que

XX = (At A ) ) Ft A x> x =+t A  — ) x (A D)

Entonces tenemosg, expresado como combinacion lineal xg..., x,_, de dos
formas distintas, ya que el coeficiente de, en la primera forma ed,_,, y en la
segunda esl,_, — ,Icontradiccion con que,,..., X,_, son l. i. Por tantox,,..., X, son

2.- Una elipse es reflejada en una recta tangenteefla. La imagen de esta
reflexion gira sobre la elipse original (que permaeace fija) sin deslizarse.
Determinar el lugar geométrico de los focos de ldipse que esta rotando.

(I OCMU, 10/12/1997- Problema 3)

Solucién:
Si la elipse inicial la consideramos centrada eworgen y de semiejes,b,

2 2
X b .
a>b, entonces su ecuacion &g + é =1=y=—+a’-x* (si tomamosy>0). La
a a
elipse que queda al girar la elipse reflejada sébta es simétrica con ésta respecto a su
recta tangente, y sus focos seran simétricos aldossta elipse respecto a la recta

tangente. Los focos de esta elipse (sodaz -b? ,O), (\/a2 -b? ,O), y Su recta tangente

, b C
en un punto genérico de ellee,d) es y=d-————
punto g .d) es y=d-— o
simétrico respecto a esta recta de un punto cmtm('e, f), cogemos la recta
ava®-c? (

bc

(x-c). Para hallar el

perpendicular a esta tangente que pasa (nof) y=f+ x—e), y

hallamos su punto de corte con la tangente:
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(x-c)=f +2¥2 % (x_¢), porlo que

b C 2 2
a.a‘-c¢ bc

_b’c®+abcva®-c®*d+a’*e-a’c’*e-abcya®-c® f

a*-a’c*+b*c?
Y sustituyendo en la ecuacion de la tangente qleeda del punto de corte,

siendo éste

[b203+abc\/a -c?’d+a*e-a’c? e abcva?-c? f b\/a -X J

a*-a’c*+b’c

Entonces el simétrico dfe, f) respecto la tangente es el simétrico(elef )
respecto a este punto de co(rXey), que ser& (x, y) - (e, f), quedando

[bzc2 (2c-e)+a? (a )e+2abc\/a —c? (d- ) 2b+va? - x2 —afJ

a*-a’c*+b%c?

En uno de los focoe=+a’-b*, f =0, luego sustituyendo en el punto

anterior nos queda que su simétrico sera

a*-a’*c?+b’c

_b*c*+abcva’® -c’ d+(a —a c )x/a -b?

a*-a’c’+b’c

(bzc2 (—\/az—b2+2c)+a2 va’ —bz(a -C )e+2abcx/a -c’ d 2bx/a - X J

Con x

Como (c,d) es un punto de la elipse, se cumplira qmerg\/az—cz

(suponemogd > §) luego sustituyéndolo en el punto anterior, nosdag

[a“ Ja?-b? -b%ya?-b? ¢? +a2c(2b2 -va?-b? c) 2ba? - x?
' a

a*-a’c?+b?c?
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b?c® +b? c(a2 —cz)d +(a4 -a’ cz)\/a2 - b?

Conx=
a*-a’*c?+b%c?

Esta es entonces la curva que traza el primer fendoc el parametro de la
curva (@ y b son fijos, son los semiejes de la elipse inici@fra los punto(;:,d) con

d <0 trazara la simétrica a esta curva respecto @XjeEl otro foco es igual, sélo que

e=-va® -b®. Sustituyéndolo en la ecuacion del simétrico yidrato los demas
calculos igual, nos da la curva

-a*+va?-b? +b%Ja®*-b? c? +a2c(2b2 ++ya? -b? c) 2b+a? - x?
' a

a*-a?c?+b%c?

Y como antes su simétrica respecto al eje OX.

Observacion: Estas curvas son también elipses.oBoreto, sia=2, b=1

guedan las siguientes curvas que describen los:foco
2

Que son elipses de semiejes 4, 2, el doble queelts elipse inicial
(Célculos hechos con ayuda del programa Mathematica

3.- Hallar las soluciones de la ecuacién?3+ 3 = 90

(Il OCMU-ICW, 10/05/1999-Problema 1)

Solucion:

Se cumple que:

_—1+4361_-1+19 _
2 2

9

3> +3 =90~ (3*) +3*-90=0 - 3

(Cogemos sélo la solucién positiva porcgie>0). Entoncesx = Iog3(9) =2.

4.- La victima de un accidente morira a menos queeciba en los proximos

10 minutos una transfusion de sangre tipo A-Rh posvo. Se dispone de gran
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namero de donantes de los cuales sélo se sabe u&éo tienen sangre de ese tipo.
Se necesitan dos minutos para determinar el tipo deangre del posible donante y
dos minutos para realizar la transfusion. ¢ Cual efa probabilidad de que se salve
si el hospital dispone de un sdlo equipo de tipificion de sangre?
(Il OCMU-ICW, 10/05/1999-Problema 2)
Solucién:

Como tienen 2 minutos para analizar la sangre da danante y 2 minutos para
hacer la transfusion y en total disponen de 10 tog)se salvara si el cuarto donante 6
alguno de los anteriores tienen sangre A-RH+. E@ersi llamamosA al suceso “el
individuo i que se analiza tiene sangre A-RH+", entonces

P({sesalvg)=P(A OA,O0AOA,)=1-P(A nA,nAnA,), siendo A el
suceso “el individua que se analiza no tiene sangre A-RH+". Como leagesos son
independientes, ya que la probabilidad de que untenga sangre A-RH+ no se ve
afectada por el hecho de que los otros analizadtengan 6 no, la probabilidad de la
interseccion es el producto de las probabilidageslo que:

P({sesalvd)=P(A DA OADA)=1-P(An A nAnA)=

_1-p(&)P(&)P(&)P(AR)=1-[ 3] —1-BL - 544
=1-P(a)P(&)P(&)P(A)=1 (5] 525 oot

2 .. — 2_3
(Ya que eI40%:€ tienen sangre A-RH+, por lo qLI%(A): —E:g).

3. 4.- Otros problemas

1.- Sean un namero natural. Probar que:

Zsecz(n k)n 4n<zn:sec?kn

4n

Propuesto por José Luis Diaz Barrerolittp://www-ma3.upc.es/users/dinpz/

Solucion:

338 Segundo Congreso Internacional de Matematicasédngknieria y la Arquitectura



Preparacién para competiciones matematicas unitestisis

La primera desigualdad es equivalent(-:-Za1 se(f(n;—k)”<ﬂ. Si dividimos
=n n T

entre n en el numerador y denominador de lo de dentrosd€, nos queda

(n—k)n:iiseé (1_:(1]”

~—~—|. Si consideramos la particion
4n o n 4

{%/kzo,...,n} del intervalo[O,l], lo que tenemos es la suma inferior de la

funcion seé(wj en ese intervalo, ya que esa funcion es decrec'mam{O,l]

I

((Seé(#}j :Zse(f((l_:)ﬂ)tg((l_x)nj(—gj<0, ya que @ esta

4

entre 0 y% cuandox esta entre 0 y 1, por lo que 1g es positiva), y la estamos

evaluando en los extremos superiores de los suzhbds, por lo que

), |
Zn:%se(? u <J‘sse€(@q dx{tg((l_—)()nj(_iﬂ _4

n
4 4 m)|, 1T

La segunda desigualdad es equivalen%Aé azl seéi—ﬂ. Si dividimos entre
k=1 N n

n en el numerador y denominador de lo de dentrsed®, nos queda:

k

—r

n n

leeék—ﬂ: 1se(? N__ | Si consideramos la particién del intervalo
n

[0,1]: {Elk :0,...,n}, lo que tenemos es la suma superior de la fumn'ﬁﬁ{%} en
n

ese intervalo, ya que esa funcion es crecien{é),&]w
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I

X 7T xm\( T X7 7
sel| == || =2sed t Z1>0, ya que=— esta entre 0
(( (4D (4jg( )(4) ya ey Ya

cuandox esta entre 0 y 1, por lo quetig es positiva), y la estamos evaluando en los
extremos superiores de los subintervalos, poré qu
k

kzn;isef n J'sec?( jdx{tg[xnj(%ﬂ: :%_

2.- Sea A, A,,...,A, un poligono regular inscrito en una circunferencia

centrada en el origen y de radioR. Si P es un punto cualquiera cuya distancia al
origen es menor o igual que&R, probar que:

RSEZP/Ak <3R
§ ey

(Propuesto en La Gaceta de la R.S.M.E.- Problema %0
Solucién:

Coloquemos los ejes de coordenadayg de modo queA, sea el puntgR0) .

Entonces, $P distalR del origen (cor0<| < 2) tenemos que:

23 PA ——Z\/ IRcos@) - RCOS(Z’%)) (IRsin(a)—Rsin(Zﬂ% ))2 =

nkl

n \/ +1)R 2IR2(cos(a - 277‘%»

k=1

y por tanto se obtiene facilmente que:

%;\/(I 2 +1)R? —2|R2(cos(a—27%)) < %kz}/h 2 +2 +1)R? < 3R

Para demostrar la otra parte de la desigualdadapenios primero que Si

tenemos un triangulo ABC con la base BC fijjada n éB+AC=cte, entonces, el

triangulo tendra area maxima si es isésceles, lmodite otro modo, si tiene base BC
fijada y un area dada, su perimetro sera mininag g0sceles.
En este caso, como la unica forma de que todosifogyulos sean isdsceles es

queP sea el centro del poligono (para el cual la summABHAC=2R para cada uno de
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los triangulosPA A,,,), si P es distinto del centro como el area de los trilogyes
1 n
mayor o igual que el area del poligono y el lag@\ ,, también,—z PA = R.
nN=
La demostracién de que si un triangulo tiene up l&d fijado y la suma de los
dos opuestob + ¢ = k también fijada, entonces el area es maxima=sc :E se puede

hacer facilmente usando la formula de Heron:

y S¥(X) =C(-2x+k) =0 X:g

X) = (a+k) (ra+k) (a+k-x) (a+x)
2 2 2 2
y el punto es un maximo, lo cual se puede vedrnférite volviendo a derivar la

s2(

expresion y teniendo en cuenta quéld*, S*"'(x)=-2C< . 0

4. CONCLUSIONES

La preparacion de alumnos universitarios para sticfgmcion en olimpiadas
matematicas internacionales no es una tarea seruilt la dificultad que entrafian los
problemas que se plantean en este tipo de pruebas.

En este articulo se ha intentado facilitar estaatgoor medio de un manual de
preparacion resumido, con estrategias y ejempkseh®s, que es un esquema de un
manual mas amplio realizado por los autores y t@dew construccion.
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