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RESUMEN

En este articulo se da una demostracion del heelyue una funcién afin, definida en

un politopo dell ¢, puede aproximarse uniformemente por una red natimonocapa (SLFN)

con dos neuronas en la capa oculta y funcién deaadin logistica. La demostracion es
constructiva y permite obtener los pesos y biasek ded como funciones de los coeficientes
de la funcién afin y del error uniforme. La red uleente ofrece una mayor precision y

estabilidad que las obtenidas previamente.
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1. INTRODUCCION

Attali and G. Pagés [1] probaron el siguiente:

Teorema: Un polinomio de grado 1 yd variables, puede ser aproximado

uniformemente sobre subconjuntos compactosOdgor una SLFN con d+1 neuronas,
suponiendo que la funcién de activacion es difdedle y que su valor y el de su primera

derivada es diferente de cero en el origen.

Aunque la demostracion es semiconstructiva, AtyalPagés no proporcionan una

expresion explicita de los pesos de la red en dunciel error uniforme.

En [2], Malakooti y Zhou consideran SLFNs con fimcide activacion logistica y

demuestran un teorema similar al anterior, peraigietido a 2 el nimero de neuronas

necesarias y considerando el caso de domini@da forma: & I [ 4 la.x+a |[<M}, donde

f(xX)= ax+a es la funcion afin a aproximar y M es un niumeratpasarbitrario.

La demostracion es constructiva y los autores ptaseun algoritmo para obtener los
pesos de la red, que proporciona valores muy pegupéra los pesos interiores y valores
enormes para los pesos exteriores, incluso en s da errores uniformes relativamente
grandes. De hecho, los pesos internos disminuyeo dé M. Esto implica falta de precision e
inestabilidad en la red resultante cuando se desb@mer buenos aproximantes en regiones
arbitrarias o cuando los coeficientes de la fun@éin se conocen con un cierto margen de
error [3].

En este articulo extendemos el resultado de Matal Zhou a regiones en forma de
politopo arbitrarias. El algoritmo resultante paerabtener unos pesos internos que disminuyen
como 1/m siendo m el valor minimo dex| sobre los puntos del politopaiyel cociente da
por su modulo. Como en general my M son de igtdgrmde magnitud, el algoritmo propuesto
proporciona una red mas exacta y estable pamegalde la precisibn mayores que los

considerados por el algoritmo de Malakooti y Zhou.
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2. RESULTADOS

Se definen algunos conceptos previos necesariasepagsto de la explicacion.

Definicion 1 Sea o una funcién sigmoidal acotada, esto d#n o(t) =0 vy

t o —0

lim o(t) =1.Una red neuronal “feedforward” de una capa oc{8aFN) es un funcién dada

por
2. co(w,x+b), (1)
k=1

dondex [0 ¢, w, 00 d y ¢.,b 00, k=1,...,nLlamamos aw,,C, pesos internos

y externos respectivamente. Los parameljose llaman sesgos. Cada sumando en (1) se llama

neurona. Una red neuronal “feedforward” con var@pas (MLFN), se puede definir

inductivamente usando (1).

Definicién 2 Sea{v,,V,,...,V4} un conjunto ded +1 vectores eri] ¢ Este conjunto
se llama independiente afin si los vector{s\sl-vo,vz “ViyeaVyg -VO} son linealmente
independientes. Supongamos ahora q{.reo ,vl,...,vd} es un subconjunto afinmente
independiente dell °. El d-simplex T generado por{v,,v,,...,V,}se denota por
<V,,V,,...,Vy >,y es definido por el “convex hull” de los vectsre,v,,...,V,.Se denota
por | T | el didmetro de ud-simplexT.

A continuacién demostramos que una funcién afiinikf sobre urd-simplex en] °
puede ser aproximada uniformemente por una redonalide una capa teniendo solo dos
neuronas y cuyos pesos se pueden expresar de foratdica cerrada. Para simplificar la
explicacién, asumiremos que la funcién de activaei® la funcion logistica.

Si usamos la férmula de Lagrange del resto en srddlo limitado de Taylor, en el

método para aproximar polinomios por redes neuesr@hdo en [1], tenemos

Proposicion 1 Seap(x)=A + A X un polinomio de grado 1, en una variable y con

coeficientes reales. Dade > 0, existe una SLFN con dos neuronas
1
NEEDWIECE?
j=0

tal que
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IN(X)- p(R ke, xO[0,1,
dondes( %) ::I/(l+ €”)(funcion logistica) ¥i;,a,, j=0,1, son funciones d&,, A

Y& que pueden ser expresadas en una forma anatidicada.
Demostracion.Seaa > 0. Aplicando el teorema de Taylor con el resto deraage a

la funcion s(a X), podemos escribir

s( 2, zO(0,aX).

Seana,,a,,A,,A, variables positivas. Si reemplazamos sucesivarmania ecuacion

anterior,a por a,y a,, multiplicamos la ecuacion resultante plry A, respectivamente, y las

sumamos, tenemos

1 1 1 X 1 X2
r=12 s x)—EZ)Ij —ZZAJ.aj F
j=0 j=0

j=0

D> Aa’s (7).

j=0

dondez; 0(0,a; ), j =0,1.Dado ques =25 -3$+ ¢y s(2(0,1) se sigue que

‘S"(Z)‘ <1/10para todozOL .Por ello, puesto qua0[0,1] , tenemos

1 1
r<—|> Aa?]. 2
20';0 at ) (
Si consideramos el sistema
1
Z/‘; =2A,
j=0
1
2 A =4A,
j=0
y hacemos
a;=ch, (3)

dondec, >0, j=0,1,y h>0, tenemos
Ay =(2Ach-4A)/ (G- ¢)h 4)

A =(4A - 2AGN)/ (G- ¢)h (5)
De (2-5), se sigue

r <h(|2A,ch-4A |+ |4A- 2Agh|E/ (20|¢- ¢ | (6)
De (6), la igualdad
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max |[yh+9d F max(y+9d |,)y-9o |) y,o00

Ihis1

y definiendo

Ml=cimax|24¢-4Al|124 ¢ 441

M2=cmax|4A- 44/ ¢ || 44+ 246 [

M =(M1+M 2)/(20[c,- ¢, |)
se sigue que sh<1, entoncesr <Mh. Por ello, dadog >0, es suficiente hacer
h=min(L,&/M ).Los pesos de la red estan dados por (3), (4) y (5).
0

Comentario 1 La proposicibn 1 se puede establecer para cualduiecion de

activacion gsatisfaciendo las siguientes condiciones:
(1) pOC*(0,0),
(2) #0)# 0, @(0)#0,
(3) |@ (2) | esta acotada €n.

Comentario 2. El sistema lineal que aparece en la demostra@da groposicion 4

an ool an)

puede estar mal condicionado. Este hecho no impdicemestabilidad de la SLFN

resultante, porque depende de los pesos en la@stgdbrma
N(X) O (A +A)/2+ (M, + ghl) X4.
Corolario 1 Seap (t) = g+ at un polinomio de grado 1, en una variable y con
coeficientes reales. Dado> 0 y dos nimeros arbitrarios realdsy t, tales quet, <t,,existe

una SLFN con dos neuronas
1
N () =D A d, t+ ),
j=0
tal que
IN"()-p (YKke. tO[t,t,],

donde/];,aj, i j =0,1, son funciones d&,, 8 y& que pueden ser expresadas de

forma analitica cerrada.

Demostracion.Si hacemos el cambio de variable

t:(tu _tI)X+tI’
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y definimos
A= +af,
A=a(t - 1),
el problema es equivalente a aproxinma(x)=A, + Axsobre[O,]] . Sea N(X)la red
neuronal dada por la proposicion 1, esto es u@l q
IN(X¥)- p(¥ ke, xO[0,1,
Como x=(t=1)/(t, - 1)
INGY= POI FIN((E= 1Y (6= 1) 8- atl. tO[t.t,].

1
Como N(X) = > A, ga; ¥, se sigue que
j=0

N' ()= A, (@, t-a, /(5 - 1))

El principal resultado de esta seccién es el sijeie

Teorema 1 Sea #x) = a.x + ag una aplicacién afin definida sobre el d-simplex

T =<vp Vv; V4> .Dado £ >0, existe una SLFN con dos neuronas
N(x) = Zl(;cjs(wj.xﬂ?),
=
tal que
IN(X)—a(x)| <&, xUOT, (7)
dondec; b] iy w; 00 ¢ son funciones da, a,,y€ que pueden ser expresadas en

una forma analitica cerrada.

., a . , ., .
Demostracion.Seau = ﬁ.Consmeremos la linea reota tu. La funcion afin sobre
a

esta linea recta es

h(t) = a(x(t) =ta.u + a,.
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Definimos

h(t) es un polinomio de grado 1 definido solﬁtp,tu] , por ello, por el Corolario 1,

existe una red\’ (t) satisfaciendo
IN"(t) - h(t)| <& paratodet O [t,,t,]. (8)
Definimos
N(x) = N" (u.x).
Para probar (7) es suficiente considerar que ciealu] T puede ser escrito como
X=X, +tu,

donde X, es la proyeccion d& sobre el subespacio afin conteniendo el origeneyesu

ortogonal au, por ellox,.u=0y tO[t,,t,]. Dado que
N(X)=N’ (u.(x, + ))=N (1),
a(x) =a.(x, + tu)+a, = tau+a, = (9,

el resultado sigue de (8),
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