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Resumen

En este articulo se presenta un método de regresion lineal que minimiza el error residual
para un conjunto de puntos x;,y; coni = 1,2,.., N, entendido este error como la distancia
minima del punto a la recta de regresion.

Ademads, se compara este método con los métodos tradicionales unilaterales de regresion
lineal de X sobre Y y de Y sobre X.

Palabras Clave: minimos cuadrados, regresion lineal, estadistica, componentes principales.

Abstract

This article presents a linear regression method that minimizes the residual error for a set
of points x7,yi with i = 1,2,..., N, understood this error as the minimum distance from the
point to the regression line.

Furthermore, this method is compared with the traditional unilateral linear regression
methods of X over Y and Y over X.

Keywords: least squares, linear regression, statistics, principal components.

1. Introduccion

El problema tradicional de obtencién de la recta de regresion lineal, de un conjunto de N
puntos de coordenadas (x;, y;), mediante minimos cuadrados presenta el inconveniente de que
existen dos rectas de regresion, la recta de regresién ry de Y sobre X y la recta de regresion rx
de X sobre Y.

Las ecuaciones de las rectas de regresion se pueden obtener, o bien por minimos cuadra-
dos, o bien mediante el método matricial de las ecuaciones normales de Gauss, y su obtencién
aparece en cualquier texto adecuado de algebra lineal o calculo numérico [2, 4, 5, 6, 7]. A conti-
nuacioén, se exponen los valores de los coeficientes de dichas rectas:
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siendo ¥ el valor medio de la variable X, 7 el valor medio de la variable Y, s,zc la varianza de la
variable X, si la varianza de la variable Y e sy, la covarianza.

En este articulo se obtienen las ecuaciones que determinan los dos coeficientes de una tnica
recta de regresion, que es aquella que verifica que la suma de los cuadrados de las distancias
de los puntos a la misma es minima, entendiendo por distancia, la norma euclidiana del vector
que une el punto con la recta segtin la direccién perpendicular a la misma.
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2. Enunciado del método de regresién lineal ortogonal

Dados N puntos en el plano de coordenadas (x;,y;), la recta de regresion ortogonal tiene
por ecuacién y = mx + n, cuyos coeficientes son:

—s3+ 55+ \/(s§ — %)% +4s%,

m= 250y (4)
y
n=7y—mx 5)
en donde:
1 ¥
x:ﬁi;xi
I
}/—Ni;yi
1 o1& ] ]
Sxy = Ni;xiyi — Xy = Ni;(xi —%)(yi —7) (6)
sz—l%ﬁ—fz—li(x—f)z
NS N = l
21X, 5, 1 2
Sy_ﬁ;;yz_ _N;(% )

siempre y cuando la covarianza del conjunto de puntos sea no nula, es decir: sy, # 0.

3. Demostracion

La distancia de un punto P de coordenadas (xp,yp) a una recta r de ecuacion general ax +
by 4 ¢ = 0 viene dada por la expresién:

_|axp +byp + |

Va? 4 b?

Sea r la recta de regresion de ecuacion explicita y = mx + n, que se corresponde con la
ecuacion implicita mx —y +n = 0.

d(P,r) @)

Por tanto, la distancia a dicha recta de un punto P; del conjunto de puntos dados, con coor-
denadas (x;,y;), sera:
4(P, ) = 1M%i ZYi £ (8)
m? +1

Esta distancia se corresponde con el residuo del punto P;:

_ |mxi —yi+n|

o )

€j
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La funcién f(m, n), cuyo valor minimo se desea calcular, es la suma de los cuadrados de los
residuos de todos los puntos del conjunto. Por tanto:

N (mx;—y;+n 2
f(m,n) = Z%‘z = ; (mZ—i—l) (10)

Para obtener el valor minimo, aplicamos la teoria de optimizacién de funciones de dos va-
riables [3]. En el valor minimo, el vector gradiente de la funcién debe ser nulo, luego:

ZZ:(mxZ yl—i—n) Vm2+1_(mxi_]/i+”)\/r:127+l_o
v 1 m?+1 (11)
Z (mxl vi+ n) 1 B
= vVm2+1 Vm2 +1
Operando, se llega al sistema de ecuaciones siguiente:
N
Y (mx; =y + n) (xi + my; — mn) =0
= (12)
Y (mxi—yj+n)=0
i=1
Definiendo los valores medios de las coordenadas del conjunto de puntos como:
N
X = % Z X;
. if]l (13)
V=5 Y vi
i=1
el sistema de ecuaciones queda como:
N
) <mx12 —my? + (m* — V)xy; + (1 — m?)nx; + 2mny; — mnz) =0 (14)

Desarrollando la primera ecuacion, teniendo en cuenta la definicién de los valores medios:
N

N N
mY xF—mY y*+ (m* —1) Y xy;+ (1 — m*)nxN + 2mngN — mn®N = 0 (15)
i=1 i=1 i=1

De la segunda ecuacién de (14) se puede despejar el valor de n en funcién de m:

n=1y—mx (16)

Si ahora se sustituye el valor de # en la primera:

mlez—mZy + m? —1 leyl (17)
l

+(1 —m )(y mx)xN—i—Zm(y mx)yN — m(j — mx)>N = 0

8 | Revista “Pensamiento Matemitico” Volumen XI, Niimero 1, Abr'21, ISSN 2174-0410


mailto:josreclop@alum.us.es

Regresién lineal ortogonal José Manuel Recio-Lopez

Desarrollando y dividiendo por N:

1Y 1Y 1Y 1Y
m—Y x2—m— Yy +m* =Y xyi— = Y xy + x5 — m*xy — m¥* + m> 2+
N= N = N3 N3 (18)

+2mi? — 2m2 %y — my? 4 2m> % — m3%2 = 0

Agrupando términos en la ecuacién anterior, resulta:

B R I (R

Teniendo en cuenta las definiciones de la covarianza sy, y las varianzas s3 y si:

N 1 N
Sxy = N E{xzyl XYy = N i:zl(XI x)(yz ]/)
szfl%xz—fzfli(x'—x)z (20)
X_Ni:1i _Ni:1 l
ﬁ—lif—f 1§w—m2
Y Nz:l l Ni:l l
resulta:
sxym2 + (s2 — si)m — Sy =0 (21)

que es una ecuacion de segundo grado para la incégnita m.

Dicha ecuacién tiene dos soluciones reales:

—s2 + 2 —|—\/52—52) +4s2,
sty

(22)

—s3 + 5y — \/(s§ —s7)% +4s%,
2Syy

nmyp =

Para determinar cudl de los dos valores de la pendiente (i7,mm) minimiza a la funcién
f(m,n), se debe determinar el hessiano de dicha funcién (10). Pero debido a que se conoce
el valor de n para el que se obtiene el extremo de la funcién f, se puede construir la funcién de
una variable F(m) = f(m,n(m)), que resulta ser:

i( sz*ﬁlﬂ) )

Esta funcién F(m) es el resultado de la interseccion de la superficie definida por la funcién
f(m,n) con el plano representado por la relacion (16), y se ha determinado que los extremos de
la funcién f(m, n) estan en ese plano, es decir, cumplen la relacién (16); por tanto, los extremos
de F(m) coinciden con los extremos de f(m, n).
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Para determinar cudl de los extremos es el minimo, se recurre a la derivada de esta funcién

d N (xi — %) (yi —g)m? =0 = (i—p)m— (5 —%)(yi—7
izzz(x ) (yi —g)m” + ((x (322+1()y2 y)7)m — (xi — %) (yi — 7) (24)

que puede expresarse en funcion de la covarianza y las varianzas como:

dF 2N

= s 5 - ) @
Igualando a cero se determinan los extremos de F(m):
2N
m(swm2 + (si — sﬁ)m — sxy) =0 (26)

Por tanto, el valor de la pendiente m debe cumplir la relacién (26) para que sea un extremo
de la funcion F(m). Esta ecuacion tiene las mismas soluciones que la ecuacién (21), por lo que
F(m)y f(m,n) tienen los mismos extremos.

Calculando la derivada segunda, se comprueba si el extremo es maximo o minimo:

PF 2N (2syym + 3 — 7)(m* + 1) — 8Nm(syym® + (s3 — s7)m — sxy) .
dm? (2 +1)3 (27)

Evaluando la segunda derivada en m se tiene:

d*F(my) _ 2Nsy, 8Ny,
2 - 2 -
s mmr D) (f(5E - 5524 45 () (53 — )2 + sy — F + )

>0 (28)

por consiguiente, el valor de m; se corresponde con el valor minimo de la funcién.
Evaluando la segunda derivada en m; se tiene:

d?F(my) 2Ny, —8Nsy,
dm? my(mi+1) 2 _2\2 442 2 _2)2 41452 4 s2 22<0 @)
212 (\/(Sx - Sy) + 4Sxy)(\/(sx - Sy) + 4Sxy +s% — Sy)

por consiguiente, el valor de m; se corresponde con el valor maximo de la funcién.

Ademas, ambos valores, 111 y m cumplen la siguiente condicién:

mymy = —1 (30)
por lo que se corresponden con las pendientes de dos rectas perpendiculares.
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4. Definicién de residuo y de coeficiente de correlacion

Sea r, la recta de regresién ortogonal de ecuacién y = mx + n. Considérese el punto P; de
coordenadas (x;,y;) y su estimacién P; de coordenadas (£;, 7;), que esta en la interseccion de la
recta perpendicular a la recta de regresién, que pasa por el punto P;, con dicha recta, tal como
se muestra en la figura 1:

y
Pi(xi,yi) r

Figura 1. Representacién de la recta de regresién ortogonal r

Denotando d(P;, P) a la distancia entre el punto P; y el punto P, d(P;, P;) a la distancia entre
el punto P; y el punto P; y d(P;, P) a la distancia entre el punto P; y el punto P, aplicando el
teorema de Pitdgoras, resulta:

d(P;, P)* = d(P;, D;)* + d(P;, P)? (31)
Sumando para todos los puntos:
N . N . N
Y d(P, P)? =} d(Py B;)* + ) d(P, P)? (32)
i=1 i=1 i=1

La distancia d(P;, P;) representa el residuo e;. Despejando, por tanto, la suma de los cuadra-
dos de los residuos, resulta:

N N . N _ N .
Y e =Y d(P,P)? =Y d(P,P)*— Y d(D,P)> (33)
i=1 i=1 i=1 i=1
Teniendo en cuenta que
d(P, P)% = (x; — %)% + (y; — 7)? (34)
d(B, P)? = (% — 2)* + (9 — 7)* (35)

se obtiene:

(36)

M=
NNN
I
1=z
=
|
=i
e
+
™M=
<
<
e
\
[\12
Rl
Mz

i=1 i=1 i=1 i:1 1:1
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Ahora bien, el punto P; pertenece a la recta perpendicular a la recta de regresién ortogonal
que pasa por el punto P;, por tanto:

. X+ my;+m(mx — 7))

e 1+ m? (37)
. m(x; + my;) +y — mx
g = (x; . {/;)mz y (38)
y ademads, se ha definido previamente:
§2 = 1 ﬁ(x — )2 (39)
X N * 1
i=1
ﬁ—lﬁﬁfY (40)

N o N
d( ir P)2 2812
= SR P S (41)
Y d(p, P)> Y d(p, P)>
i=1 i=1

resulta:

§2m? + 25y m + 52
R =5 o N (42)
(3 +s7)(1+m?)

Mientras mas préximo esté R? a la unidad, mayor serd la correlacion lineal entre las variables
X e Y. Su raiz cuadrada R viene a ser el equivalente al coeficiente de correlacién de Pearson de
la regresion tradicional:

212 2
_\/sym + 28yym + sy 3)

(53 +5) (1 +m?)

Las rectas de regresion tradicionales de X sobre Y, recta rx, y de Y sobre X, recta ry, son
facilmente calculables en funcién de X, ¥/, sy, s% y s?:

Ty y—yzs—z(x—x) (44)
X
2
s

rx: y—-y= é(x—f) (45)

Y el coeficiente de correlaciéon de Pearson rp, igual para ambas, toma la expresion:

p= 2 (46)

252
S%55
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5. Resolucién de un caso particular y comparaciéon con la regre-
sion tradicional

Considérese el siguiente conjunto de puntos P;, coni = 1, ..., 10, definidos por sus coordena-
das (x;,y;), que aparece en la tabla 1.

Tabla 1. Coordenadas de los puntos a correlacionar linealmente

Ked

Yi
2.10
3.55
3.22
4.56
3.58
4.85
5.92
5.71
7.35
6.59

O 0N ONUT s WNP| =
O O NIONUl s WIN — O

=
o

Para este conjunto de puntos, en la tabla 2, se muestran los valores de X, ¥/, sy, s,% y sﬁ:

Tabla 2. Coeficientes del ejemplo

x Yy Sxy s% sﬁ

45000 4.7430 424050 82.5000 24.6540

La tabla 3 muestra los resultados obtenidos para las rectas de regresién de Y sobre X, ry, de
X sobre Y, rx, y para la recta de regresion ortogonal r:

Tabla 3. Resultados del ejemplo y comparacién

Recta Pendiente Ordenada en el origen Coeficiente de correlacion
r 0.5284 2.3652 0.9895
ry 0.5140 2.4300 0.9403
rx 0.5814 2.1267 0.9403

Se ha empleado el programa de cilculo MATLAB para implementar las ecuaciones que de-
terminan las rectas de regresién asi como los coeficientes de correlacién.

En el gréfico de la figura 2 se representan los puntos P;, mediante el simbolo +, las rectas de
regresion tradicionales y la recta de regresién ortogonal para este ejemplo propuesto.
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0 % % % % % % % % %
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 2. Representacién de la recta de regresion ortogonal r y de las rectas de regresion rx y ry

X

6. Conclusiones

Se observa gréaficamente en la figura 2, que la recta de regresion ortogonal se sittia entre las
dos rectas de regresion tradicionales. Por tanto, queda reflejado que con la regresién ortogonal
se obtiene un menor error residual (coeficiente de correlacién de 0.9895) que con la regresion
tradicional (coeficiente de correlacion de 0.9403).

Como linea de investigacion futura se propone demostrar analiticamente que, efectivamen-
te, el coeficiente de correlacién R?, obtenido en la regresion ortogonal, es siempre mayor que el
obtenido en la regresién tradicional, es decir:

2,2 2 2
SyMm= + 2sxym + sy Sxy

— 47
()1t nmd) ~ 2 (47)

siendo m el valor mq dado en la ecuacién (22).

Comentar, ademads, que las rectas de regresién ortogonales, que se obtienen mediante este
método de calculo, se corresponden con las que se obtienen mediante un anélisis de componen-
tes principales con dos variables.
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