52-x’+x=10
BUEGOSYIRAREZAS] 2>
MATENRILAS

UNADENIES]E

EN A EDAU AR AU N DI IEN DD ES AN

ISSN 2174-0410 Volumen V, Numero 2, Octubre 2015

Re\vista de Investigacion "Pensamiento Matematico"

Universidad Politécnica de Madrid

PBE\?IS’I'ON 2S10E CRECIMIENTO Y NECESIDADES DE™
JCTURASEN TERMINALES PORTUARIAS
E REDES NEURONALES ARTIFICIALES

{EPRESEAIAUIUNES HIPERGEOMETRICAS DE LA
FONCION ZETA DE HURWITZ

MISTUNTNIEDSIBLE
C

CRITICAS YRESENAS

"Bi[‘%CON lASﬁATES" JINEAASTUNITHS
TATEMATIOAS:

FIDSTOPENS
JAETATIONS



Revista Pensamiento Matematico
ISSN - 2174 - 0410
Volumen V, Numero 2, Octubre 2015

Grupo de Innovacién Educativa Pensamiento Matematico y
Grupo de Investigacion Matematica Aplicada a la Ingenieria Civil

Produccién / GIE Pensamiento Matematico y GI MAIC
Foto de portada / Reloj Matematico
Disefio de portada y Maquetacion / José Manuel Sanchez Munoz

Universidad Politécnica de Madrid
Se permite la reproduccion parcial o total de los contenidos de la publicacion para fines educativos, dandose

el debido crédito a sus autores y a la propia revista. Se prohibe, sin embargo, la reproduccion parcial o total
de este texto por cualquier medio o formato incluyendo el electrénico, con fines lucrativos.



Revista Pensamiento Matematico

Grupo de Innovacion Educativa Pensamiento Matematico

Grupo de Investigacion Matematica Aplicada a la Ingenieria Civil

Universidad Politécnica de Madrid

Volumen V, Ntimero 2, ISSN 2174-0410

Coordinacién Comité Editorial
Marilé Lépez Gonzalez
Sagrario Lantarén Sanchez
Javier Rodrigo Hitos

José Manuel Séanchez Mufioz

Comité Cientifico
Maril6 Lopez Gonzalez, Adela Salvador Alcaide, Sagrario Lantarén Sanchez, Ascensién Moratalla de la Hoz,
Javier Rodrigo Hitos, José Manuel Sénchez Munoz, Rosa Maria Herrera, Fernando Chamizo Lorente,
Luis Garmendia Salvador, José Juan de Sanjosé Blasco, Arthur Pewsey, Alfonso Garmendia Salvador,

Fernanda Ramos Rodriguez, Milagros Latasa Asso, Nieves Zuasti Soravilla

1 de octubre de 2015


mailto:ma08@caminos.upm.es
mailto:ma08@caminos.upm.es
mailto:marilo.lopez@upm.es
mailto:sagrario.lantaron@upm.es
mailto:jrodrigo@upcomillas.es
mailto:jmanuel.sanchez@gmx.es
mailto:marilo.lopez@upm.es
mailto:ma09@caminos.upm.es 
mailto:sagrario.lantaron@upm.es
mailto:ascension.moratalla.delahoz@upm.es
mailto:jrodrigo@upcomillas.es
mailto:jmanuel.sanchez@gmx.es
mailto:herrera.rm@gmail.com
mailto:fernando.chamizo@uam.es
mailto:lgarmend@fdi.ucm.es
mailto:jjblasco@unex.es
mailto:apewsey@unex.es
mailto:algarsal@upvnet.upv.es
mailto:fernandaramosrodriguez@yahoo.es
mailto:mlatasa@gmail.com
mailto:soravilla@gmail.com
http://www2.caminos.upm.es/Departamentos/matematicas/WEBGIE/
http://www2.caminos.upm.es/Departamentos/matematicas/grupomaic/index.htm




Indice de Articulos

Editorial del NUimero 2 (VoL V) .o e 1

Experiencias Docentes

La habitacién de Fermat: mds que unjuego ............ ..o 7
José Maria Gallego Alonso-Colmenares, Maria Filomena Lara Villagordo, Maria Azucena Leva Lopez,
Francisco Javier Martin Ortiz, Pilar del Pozo Manchado y Francisco Ramos Sdnchez

Un modelo para comprender la entropfa .......... ... 19
Tommaso Castellani

Historias de Matematicas

Algunos problemas de optimizacién geométrica .............. .. . i 27
Federico Ruiz Lopez

Un enfoque probabilistico para las coincidencias: la paradoja del cumpleafios .............. 55
Carla Santos y Cristina Dias

Contraejemplos en matematicas . ...........o.oiuiuiniiiiii e 61
Antonio Rosales Géngora

Cuentos Matematicos
Mision Imposible ...... ... 79

Humberto Nava y Moénica Martinez

Investigacion

Previsiones de crecimiento y necesidades de infraestructuras en terminales portuarias

mediante redes neuronales artificiales ............ ... ... 87
Tomds Rodriguez Garcia, Nicoletta Gonzdlez Cancelas y Francisco Soler-Flores

Representaciones hipergeométricas de la funcién zeta de Hurwitz ..................... ... 109
Anier Soria Lorente, Eduardo Renato Moreno Roque y Rail Recio Avilés

Juegos y Rarezas Matematicas
Una del OeSte . ...ttt e e e 115

Dionisio Pérez

Ciencia de cada dfa: El hundimiento del Titanic ................. ... .. oo, 119
Franco Bagnoli y Rosa M. Herrera

Criticas y Resefas

“Riete con las Mates”. Vifietas comicas matematicas ...........oovvviiiiieiiiienennnn... 125
Equipo Editorial

Entrevistas

José Ferreirds: “Filosofo de la Matematica” ....... ...ttt eeeannns 131

Rosa Maria Herrera

111


mailto:jgallegoalonso@gmail.com
mailto:filo_laravil@yahoo.es
mailto:mazuleva@yahoo.es
mailto:poko61@gmail.com
mailto:pilar@pilardelpozo.jazztel.es
mailto:parapacoramos@gmail.com
mailto:tcastellani@gmail.com
mailto:federico.ruiz2011@gmail.com
mailto:carla.santos@ipbeja.pt
mailto:cpsilvadias@gmail.com
mailto:anrogo58@yahoo.es
mailto:jambe_r@hotmail.com
mailto:monicamarseg@gmail.com
mailto:t.rodriguez@upm.es
mailto:nicoleta.gcancelas@upm.es
mailto:fsoler@upm.es
asorial@udg.co.cu
emorenor@udg.co.cu
raquelsem@infomed.sld.cu
mailto:dionisio.perez@upm.es
mailto:franco.bagnoli@unifi.it
mailto:herrera.rm@gmail.com
mailto:ma08@caminos.upm.es
mailto:herrera.rm@gmail.com




Editorial del Nuimero 2 (Vol. V)

Equipo Editorial

Revista de Investigacién

|

Pensamient
Matematic'

\

Volumen V, Ntimero 2, pp. 001-006, ISSN 2174-0410
Recepcion: 1 Sep’15; Aceptacion: 14 Sep’15

1 de octubre de 2015

Resumen

Este nimero de la Revista “Pensamiento Matematico”, presenta varios articulos sobre di-
versos temas relacionados con las Matematicas, tanto desde un punto de vista formal o tedrico
como aplicadas a distintas dreas como la ingenieria o la fisica.

Abstract

This number of “Mathematical Thinking” Journal, presents some articles about different
aspects related to Mathematics, not only from a formal o theorical point view but Maths ap-
plied to different areas such as engineering or physics.

Introduccion

Cerramos con este niimero nuestro quinto afio de andadura, en el que destacamos trabajos
relacionados con distintas dreas de las matematicas. Nos gustaria anunciar con orgullo la pu-
blicacion del libro “Riete con las Mates. Vifietas Cémicas Matematicas”, de la Editorial Tébar
Flores, cuyos autores son parte integrante de esta revista.

A continuacién presentamos brevemente los articulos que componen el presente niimero en
sus diferentes secciones.

Experiencias Docentes

En el articulo “La habitacion de Fermat: mds que un juego ... " los autores presentan un proyecto
interdisciplinar basado en experiencias, investigacién e historia de las matemadticas. Involucra
muchos campos y nos lleva por muchos caminos. Nos divierte y nos motiva a nosotros y a
nuestros alumnos. Lo que comenzé con la creacién de un videojuego se ha convertido en un
punto de encuentro para profesores y alumnos, abierto a la participacién de todos.

En el articulo “Un modelo para comprender la entropia” se discute un modelo que hemos usado
para presentar el concepto de entropia a estudiantes de la escuela secundaria. Se puede utilizar
para discutir con los estudiantes la reversibilidad del tiempo, la tendencia hacia la homogenei-
dad y la relacién entre la teoria de la probabilidad y la segunda ley de la termodindmica. El
modelo es ttil para presentar aspectos epistemolégicos importantes y ayuda a los estudiantes a
comprender la conexién profunda entre lo macroscépico y lo microscépico.

1
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Historias de Matematicas

En “Algunos problemas de optimizacién geométrica” se pone de manifiesto que los problemas
de optimizacién han sido estudiados de forma recurrente desde la época de los griegos. En
sus inicios estos problemas nacen de cuestiones puramente geométricas, como el problema de la
Reina Dido. Las técnicas de demostracién eran muy ingeniosas, pero particulares a cada caso.
Con el nacimiento del célculo diferencial e integral las herramientas para abordar este tipo de
problemas adoptaron una cardcter mas general y analitico. No obstante, el pensamiento geomé-
trico encierra resultados de indudable belleza y simplicidad. En este articulo vamos a abordar
algunos problemas desde un punto de vista puramente geométrico, mostrando interesantes he-
rramientas de demostracién, hasta llegar a un curioso resultado relacionado con el tridngulo
Ortico.

F

Propiedad de los dngulos del tridngulo értico.

En el articulo “Un enfoque probabilistico para las coincidencias: la paradoja del cumpleafios”, se
realiza un estudio sobre la ocurrencia simultdnea de eventos que consideramos muy poco pro-
bables, que llamamos coincidencia, todos quedamos sorprendidos. Sin embargo, la bisqueda
de explicacién para la ocurrencia de una coincidencia puede hacerse por diferentes enfoques.
Desde el punto de vista de Diaconis y Mosteller, las coincidencias no son tan raras como cree-
mos. La paradoja del cumpleafios ilustra la idea de que algo muy improbable desde el punto
de vista individual, puedeocurrir un considerable nidmero de veces, en general. Para ilustrar la
validez de esta paradoja usaremos los cumpleafios de las listas de los escuadrones oficiales de
la Copa del Mundo FIFA 2014.

En “Contraejemplos en Matemidticas”, se define contraejemplo como un ejemplo que prueba
la falsedad de un enunciado. Cuando se quiere demostrar la falsedad de una afirmacién es
suficiente con encontrar un ejemplo que incumpla la afirmacién. Un teorema necesita a menudo
de varias hipétesis, para comprender como funcionan es importante estar convencido de la
necesidad de cada una de ellas. En este articulo hacemos un recorrido por algunas propiedades
y teoremas matematicos viendo la necesidad de todas las hipétesis.

Cuentos Matematicos

“Misién Imposible”, es un relato fruto de una experiencia llevada a cabo en la UPM con alum-
nos de primer curso en la asignatura de Calculo. Una historia que tiene como protagonista al
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agente 007t que gracias a sus conocimientos matematicos lograra superar las dificultades de una
diffcil misién.

Investigacion

En el articulo “Previsiones de crecimiento y necesidades de infraestructuras en terminales portuarias
mediante redes neuronales artificiales”, se pone de manifiesto que una mala planificacién, trasla-
darfa a no emplear correctamente los recursos y medios disponibles en el entorno. Las redes
neuronales artificiales pueden ser de gran ayuda a la planificacién portuaria. La investigacién
se centra en el andlisis del comportamiento de la red neuronal en la planificacién portuaria, en
el &mbito de las terminales de contenedores y en concreto en el estudio de posibles crecimientos
del trafico y las necesidades de equipos para poder mover los contenedores pronosticados. De
este modo se puede evaluar, sin la necesidad de nuevas inversiones en infraestructuras o unas
minimas inversiones en equipos, que tréficos se pueden gestionar en dichas terminales o que
grado minimo de inversién seria necesario. En la metodologia se indican las bases de aplicacién
en las redes neuronales artificiales (RNA) y las fases a considerar para su desarrollo en la planifi-
cacién de terminales portuarias de contenedores, apoyado en las herramientas que proporciona
el programa MATLAB sobre redes neuronales artificiales. Finalmente, se llega a la conclusién
de que la herramienta y metodologia propuesta se pueden considerar como aceptables para este
tipo de prondsticos de planificacién y su posible utilizacion a futuro.

& Neural Network Tfainipgm lglﬂm

Neural Network
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En el texto “Representaciones hipergeométricas de la funcion zeta de Hurwitz”, se presentan nue-
vas formas de representar la funcién zeta de Hurwitz en series hipergeométricas ordinarias.

Juegos y Rarezas Matematicas

En “Una del Oeste”, con la excusa de un western tipico, se lleva a cabo un estudio de las
probabilidades asociadas a la eleccién al azar de n objetos por sus propietarios. La ley de Poisson
se revela adecuada para describir la situacién.

“Ciencia de cada dia: el hundimiento del Titanic” describe un experimento que forma parte de
un conjunto de lecciones desarrolladas por F. Bagnoli para introducir la fisica a un publico
muy heterogéneo y no experto. La idea es presentar los temas de fisica como una especie de
espectaculo, conectdndolos con los asuntos de la vida real, haciendo hincapié en los principios
comunes, més alld de los ejemplos o casos particulares tratados. Este material también se puede
usar en un curso estdndar de fisica, como una manera de mostrar a los estudiantes que los temas
que se trabajan en el curso forman parte de la vida diaria.

El Titanic hundiéndose, experimento preparado por Franco Bagnoli, de la serie “Fisica di tutti i giorni”.

Criticas y Resefias

En esta seccion presentamos el libro “Riete con las Mates. Viiietas Comicas Matemiticas”. En el
pasado Volumen III, Ntimero 2 de Octubre 2013 de la revista se publicé el articulo Exposicién
“Riete con las Mates” dentro de la seccién de Experiencias Docentes. En Junio de 2015 la Edito-
rial Tébar Flores dicho libro en el cual se recogen los contenidos de esta exposicién ampliados
con introducciones tedricas sobre los temas matemadticos tratados en la misma. Consideramos
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dicha obra un texto ameno, divertido y adecuado para todos los amantes de las matematicas y
de los chistes graficos.

'fu/etas Coémicas Matematicas

6pez  Javier Rodrigo  José Manuel Sﬁnéﬁéz

Ed,\toriar
Tébar Flores

Portada de libro

Entrevistas

En “José Ferreirds: Filésofo de la Matemdtica” hablamos con José Fe-
rreirés, un reconocido experto en filosofia de la practica matemadtica,
y en sentido mds amplio en la filosofia y la historia de las matemati-
cas. Estudioso y conocedor en profundidad de varios de los mejores
nombres de la matematica de las dltimas centurias (Riemann, Cantor, Y
Poincaré ...). Sus investigaciones y reflexiones son siempre enrique- R
cedoras e iluminan no pocas veces el camino en la comprensién del “
pensamiento matematico. ‘

san desapercibidas para ningtn interesado en los matemaéticos y la ma- F
tematica; siempre en andlisis rigurosos, finos y delicados presenta al
lector su visién, de modo tal que quien lee por propia iniciativa, o por José Ferreirds
consejo atinado, algtin escrito suyo, repite.

——t

Catedrético de la Universidad de Sevilla, sus publicaciones no pa-

Finalizaremos como siempre esta pequefia introduccién a nuestro nuevo nimero con alguna
que otra cita motivadora para nuestros lectores. Esperamos que disfrutéis de este nuevo ntime-
ro, agradecemos enormemente vuestro mas que demostrado interés por participar en este gran
proyecto y os invitamos una vez mds a que nos hagdis llegar vuestros trabajos.
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“Las matemdticas no mienten, lo que hay son muchos matemdticos mentirosos.”

Henry David Thoreau

“Hizo asimismo un mar de fundicién, de diez codos de un lado al otro, perfectamente redondo:
su altura era de cinco codos, y cefifalo alrededor un cordén de treinta codos.”

Definicién de ©
Libro Primero de Reyes 7:23
Traduccion: Reina Valera (1909)

El Comité Editorial
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La habitacién de Fermat: mas que un juego ...
Fermat’s room: more than a game ...

José Maria Gallego, Maria Filomena Lara, Maria Azucena Leva,
Francisco Javier Martin, Pilar del Pozo y Francisco Ramos
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Resumen

La habitacién de Fermat es un proyecto interdisciplinar basado en experiencias, investiga-
cién e historia de las matematicas. Involucra muchos campos y nos lleva por muchos caminos.
Nos divierte y nos motiva a nosotros y a nuestros alumnos. Lo que comenz6 con la creacién de
un videojuego se ha convertido en un punto de encuentro para profesores y alumnos, abierto
a la participacién de todos.

Palabras Clave: Videojuego, Competencias Basicas, Interdisciplinariedad.

Abstract

Fermat’s room is an interdisciplinary project based on experience, investigation and his-
tory of mathematics. It involves a lot of fields and takes us down many paths. It entertains
us and motivates us and our students. That was started with the creation of a videogame has
converted into a meeting point for teachers and students and is open to the participation of
everyone.

Keywords: Videogame, Basic skills, interdisciplinary.

1. Introduccion

La idea original consistia en hacer una recreacion real y/o virtual de la pelicula homénima,
en la que los personajes se ven atrapados en una habitacién cuyas paredes se van cerrando si
no aciertan determinados enigmas. Para ello pensamos en tres representaciones distintas que,
sin ser excluyentes entre si, podrian sustituirse o combinarse con nuevas propuestas:

1. Construccién de un prototipo de habitacién de Fermat a pequefia escala.

2. Construccién de una habitacién de Fermat a tamafio real, donde el visitante pueda expe-
rimentar las mismas sensaciones que los personajes de la pelicula y estén sometidos a las
mismas pruebas.


mailto:jgallegoalonso@gmail.com
mailto:filo_laravil@yahoo.es
mailto:mazuleva@yahoo.es
mailto:poko61@gmail.com
mailto:pilar@pilardelpozo.jazztel.es
mailto:parapacoramos@gmail.com
http://www2.caminos.upm.es/Departamentos/matematicas/revistapm/
http://fermatroom.com
http://fermatroom.com
http://www.youtube.com/watch?v=pf9JskX52S0
http://www.youtube.com/watch?v=uQNnUli9IIM

José Maria Gallego, Maria Filomena Lara, Maria Azucena Leva,
Francisco Javier Martin, Pilar del Pozo y Francisco Ramos Experiencias Docentes

3. Creacién de un videojuego de preguntas y respuestas que reproduzca la situacién plan-
teada en la pelicula.

I know the answer !l

Figura 1. Animacién creada para el proyecto eTwinning.

Contamos con la autorizaciéon de la productora de la pelicula siempre que sea con fines
educativos y sin &nimo de lucro.

Dadas las dificultades técnicas y presupuestarias, actualmente estamos centrados en la ter-
cera opcién. Siguiendo esta linea, el proyecto se sigue enriqueciendo con la creacién de nuevos
argumentos para los sucesivos niveles de juego, de bandas sonoras y grabaciones de voz pa-
ra acompafar al jugador y de disefios que vamos incorporando. De forma paralela, estamos
creando un banco de recursos educativos matemaéticos (almacén de acertijos) con materiales
que utilizamos dia a dia en el aula.

El proyecto forma parte de la plataforma eTwinning, donde ha obtenido los sellos de calidad
nacional y europeo.

Figura 2. Alumnos de 2° de ESO del proyecto etwinning.

2. Objetivos de la experiencia

El proyecto pretendia en un principio potenciar el razonamiento matematico a través del
juego y la resolucién de problemas propuestos por los profesores. En una segunda fase, crear
una recopilacién de acertijos 16gicos y matemadticos con las aportaciones de los alumnos de
diversos centros.

Intentamos que los alumnos se encuentren en una situaciéon en la que demuestren y desarro-
llen sus competencias, estimulen su imaginacién y espiritu critico ante el problema planteado
y se involucren en procesos de toma de decisiones para hacerles participes de sus progresos, y
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José Maria Gallego, Maria Filomena Lara, Maria Azucena Leva,
La habitacién de Fermat: mds que un juego ... Francisco Javier Martin, Pilar del Pozo y Francisco Ramos

que todo ello les sirva como estimulo para seguir mejorando. Creemos que, cuanto més abierta
sea la actividad, es mds facil que cada uno de ellos encuentre un papel en el que se sienta mds
identificado mientras otras situaciones le hagan tomar conciencia de sus propias limitaciones.
Este ultimo aspecto nos lleva a intentar buscar experiencias de aprendizaje colaborativo en la
que cada uno sea consciente de lo que puede dar y recibir. Tenemos una predileccién espe-
cial por los temas histéricos y artisticos, y los medios tecnoldgicos nos parecen una magnifica
herramienta para introducirse en ellos.

Durante su realizacién, nos hemos ido encontrando numerosas aportaciones. Comienzan
siendo meras sugerencias que, con el tiempo se convierten en foros de discusién y actividades
con entidad propia: creacién de bandas sonoras, simulacién de experiencias fisicas, traduccio-
nes, ilustraciones histéricas ...

De esta forma, nuestra experiencia se ha enriquecido para transformarse en una actividad
abierta a cualquier tipo de propuesta tanto dentro como fuera de la comunidad educativa. Con
el hilo conductor del videojuego, pretendemos establecer un ambiente de trabajo a partir del
cual vamos estableciendo nuevas metas, teniendo en cuenta las necesidades y las preferencias
del alumnado e integrando sus aportaciones.

Buscamos que el alumno se integre en un entorno de aprendizaje interdisciplinar artistico-
humanistico. La actividad, que se inici6 con el objetivo de potenciar el razonamiento matema-
tico a través del juego, actualmente sigue diversas lineas que confluyen en la idea inicial, el
videojuego, con el objetivo de crear conexiones entre las diferentes disciplinas.

3. Principales actividades desarrolladas

3.1. Curso 2011-12

“La habitacién de Fermat” surge en el Aula de Juegos del IES Humanes con la colaboraciéon
de los profesores José Maria Gallego y E. Javier Martin, a partir de una duda planteada por
un alumno acerca de la posible existencia de una “habitacién menguante”. Por otra parte, dos
alumnos de bachillerato (16-18 afios) se interesaron por detalles de la pelicula y escribieron a
Luis Piedrahita, uno de los creadores de la pelicula, con quien consiguieron entrevistarse.

Expusimos por primera vez el proyecto el Dia Geogebra de Salamanca, en septiembre de
2010. Fue seleccionado en enero de 2011 para la convocatoria “Jugando con ntimeros” de Me-
dialab-Prado, donde logramos construir un prototipo de videojuego conectado a una maqueta
que interactuaba, con el que participamos en la exposicion.

En esas mismas fechas abrimos un proyecto eTwinning con el mismo nombre. José Maria
Gallego se inscribié desde su nuevo centro de destino en el IES Don Pelayo, y conseguimos dos
centros colaboradores: Colegiul Tehnic de Comunicatii Augustin Maior Cluj-Napoca, Rumania
y Gimnazjum 1W, Zawiercie, Polonia.

En mayo, el proyecto obtuvo el reconocimiento del servicio nacional eTwinning como pro-
yecto del mes.

Durante el curso 2011-12 utilizamos los recursos creados de forma esporadica en las clases,
pues tenfamos grandes problemas de compatibilidad con los programas utilizados, si bien se-
guimos ampliando el catdlogo de acertijos. La participaciéon del alumnado tuvo caracter volun-
tario; si bien, cuando surgia la oportunidad en el aula, utilizdbamos los materiales elaborados.
En mayo expusimos el proyecto en el simposio iTest de Aranjuez 2012 del CES “Felipe 11”.
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3.2. Curso 2012-13

Formamos un equipo de centro en el IES Humanes, integrado por Filomena Lara (Mtisi-
ca), M* Azucena Leva (Fisica y Quimica) y F. Javier Martin (Matemadticas). También recibimos
valiosas aportaciones de otros compafieros, en especial del Aula Arqueolégica del instituto.

Comenzamos proponiendo la actividad al grupo de “Ampliacién de Matematicas” de 3° de
ESO (14-15 afios) con el propdsito de trabajar la resolucién de problemas. Utilizamos nuestro
blog para publicar acertijos sueltos, dado que el videojuego tenia muchos problemas de com-
patibilidad con los ordenadores del centro. La herramienta fue bien aceptada pero la actividad
quedé paralizada por un tiempo dado que nos superaban los problemas técnicos.

En enero, nuestra compariera Lucia Gutu del Colegio Augustin Maior de Cluj-Napoca (Ru-
mania) se puso en contacto para retomar el proyecto con la profesora Angela Oprisor y un grupo
de siete alumnos de 16 a 17 afios: pocos alumnos pero muy activos y motivados.

En todo momento particip6 José Maria Gallego, coordinando un grupo de alumnos del cen-
tro de personas adultas “El buen Gobernador” de Torrején de Ardoz.

Las actividades con contenido matematico fueron:

= “Euro test”: un recorrido por diferentes situaciones planteadas en relacién con el euro,
disefiada para familiarizarse con las herramientas del videojuego.

= “Second walk”: introduccién a la resolucién de acertijos y a la dindmica de nuestro video-
juego.

= “Another games”: espacio para proponer juegos existentes en la red relacionados con las
matemadticas.

= “Own Fermat room”: el alumno disefia su propia “habitacién de Fermat”.

= “Samos tunnel”: actividad de aplicacién de la semejanza a un problema histérico contem-
poraneo a Thales de Mileto. El Aula Arqueolégica nos asesora y aporta imdgenes propias
sobre técnicas de excavacién antiguas. Con la colaboracién de Bernat Ancochea.

= “Maths web game”: ponemos a prueba el videojuego en dispositivos méviles y tabletas.

Figura 3. Hoja dindmica de la actividad "“Samos tunnel”.

El proyecto utilizaba como idioma vehicular el inglés, y la falta de confianza en esa lengua
provoco en un principio que los alumnos del IES Humanes fueran reacios a participar. Con tres
sesiones de chat se fueron sintiendo mds cémodos. Ademds, pudimos resolver los problemas
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técnicos anteriormente mencionados. Una vez en marcha nos dimos cuenta del enorme poten-
cial del proyecto. No obstante, nos percatamos de la gran dificultad que entrafia el hecho de
utilizar otra lengua en una actividad tan diversa y compleja.

Los alumnos de 1° de ESO (12-13 afios) de Musica y un alumno de 4° de ESO (15-16 afios) que
ademads estudia en un conservatorio compusieron, interpretaron y grabaron varias bandas sono-
ras para el videojuego, y han hecho una presentacién subtitulada de su obra artistica. El proceso
de su trabajo se dividi6 en tres partes:

= Busqueda de timbres nuevos con el instrumental Orff y los instrumentos del mundo que
disponiamos.

= Mezcla de timbres.

= Desarrollo compositivo por densificacién para crear tensién y relajaciéon en la composiciéon
con el fin de que la musica ayudase a narrar la historia.

Asimismo, valoramos su exposicién ante los demds y ante la cdmara del trabajo realizado
en clase.

Figura 4. Presentacién de la banda sonora del videojuego.

Otro de los hilos abiertos en el twinspace fue “penfriends”. A partir de las sesiones de chat
con los alumnos rumanos, nuestros alumnos han intercambiado direcciones electrénicas con
los de Humanes. Insistimos en la importancia del perder el miedo a expresarse en una lengua
extranjera y en una forma sana de conocer iguales que viven en otros paises.

La profesora M* Azucena Leva utiliz6 en sus clases de Fisica la actividad “braquistécrona”,
sobre un problema clasico que se estudi6 en los inicios del célculo infinitesimal. Tuvo una gran
aceptacion entre los alumnos como se puede ver reflejado en el twinspace. Sobre las diversas
aportaciones hechas por los alumnos, destacamos:

= Las propuestas justificadas de diversas curvas como trayectorias éptimas.
= El uso justificado de balances de energias para cdlculo de velocidades.

= Eluso de la trigonometria para el cdlculo de velocidades y pendientes.

También recibimos aportaciones de la auxiliar de conversacién Audra MacIntyre en la tra-
duccién de la pagina web del proyecto; de algunas alumnas de bachillerato, en la traduccién
de acertijos; y de la profesora Ménica Gonzéalez, del departamento de Lengua extranjera, en la
redaccién de textos en inglés sobre Humanes, a modo de “informacion turistica”.
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3.3. Curso 2013-14

Se incorpora al equipo de centro Pilar del Pozo (profesora de Lengua y Literatura) y se-
guimos buscando nuevas colaboraciones de compafieros que puedan unirse a nosotros. Se ha
afianzado el uso de nuestro videojuego entre el alumnado. Destacamos el gran incremento de
propuestas que hemos incorporado: guiones, videos y disefios realizados por nuestros alumnos.

4 Aigra = [ m Vilpoidpd = 5 my Tmpan=§4

E Nezverseris

\e

e
Figura 5. Actividad “El Paraca”. Figura 6. Actividad “Tales en Egipto”.

Las actividades de contenido matematico siguen el guion descrito en el curso anterior, “Eu-
ro test”, “Second walk”, “Another games”, “Our Fermat room” y “Samos tunnel” de forma
adaptada a los nuevos alumnos y afiadiendo otras:

= “Paraca” el alumno debe encontrar la solucién a un problema de Fisica utilizando su
intuicion y los conocimientos de la materia que tiene, segtin su nivel. Dada la dificultad
del problema, hemos incorporado una plantilla Excel para rellenar de forma colaborativa,
para mejorar sus resultados a partir de su andlisis. En colaboracién con la profesora de
Fisica, contintia la serie sobre tiro parabdlico con las actividades interactivas “Moto 1” y
“Moto 2”.

= Tales en Egipto: pretende estudiar algunas de las técnicas de medida en la antigtiedad. El
Aula Arqueolégica coordina la actividad con su asesoria, con diversas actividades mani-
pulativas y con los dibujos que realizan los alumnos de 1° y 2° de ESO (12-14 afios) para
ilustrar los applets disefiados con Geogebra.

= “Mathmeninmad”: creacién de un canal Youtube para exponer los materiales creados.

= “Propuestas”: pagina web en la que se exponen los materiales producidos para proponer
cambios en el disefio, sonido y argumento del videojuego. Los alumnos, coordinados por
la profesora de Lengua y Literatura, escriben guiones y hacen sus grabaciones en video
y audio. Han creado el argumento del nivel 2 del juego “Misién Virtual”, en cuyo disefio
seguimos trabajando. También estd en fase de elaboracién un cuaderno de bitdcora digital.

Desde el area de Lengua se ha tratado de aunar pensamiento y herramientas matematicas
(ntimeros, operaciones, férmulas...) con la expresién escrita y oral del alumno. Las Matemati-
cas han servido en multitud de ocasiones de base temadtica a la hora de elaborar su cuaderno
de bitacora personal: la redaccién de microrrelatos giraba en torno a temas como los nimeros
irracionales (relatos irracionales), las figuras geométricas (“El planeta cilindro”), la resoluciéon
de problemas (“Si inventé los niimeros fue porque ...”, “Por esa regla de tres”) o citas de im-
portantes cientificos (“Dadme una palanca ...”). De igual forma se han trabajado las tipologias
textuales de la narracién, didlogo y descripcién y reforzado la expresion oral y gestual en los
distintos videos grabados por los propios alumnos para introducir el videojuego de La habita-
cién de Fermat. El departamento de Miisica estd elaborando la actividad “las Matematicas en la

12 | Revista “Pensamiento Matemdtico” Volumen V, Niimero 2, Oct’15, ISSN 2174-0410


mailto:jgallegoalonso@gmail.com
mailto:filo_laravil@yahoo.es
mailto:mazuleva@yahoo.es
mailto:poko61@gmail.com
mailto:pilar@pilardelpozo.jazztel.es
mailto:parapacoramos@gmail.com
http://fermatroom.com/acertijosclasificados/varios/paraca/paraca.html
http://fermatroom.com/acertijosclasificados/varios/moto/moto_velocidad_botones.html
http://fermatroom.com/acertijosclasificados/varios/moto/moto_angulo_botones.html
http://fermatroom.com/acertijosclasificados/varios/piramides_egipto/triangulo_sagrado.html
https://www.youtube.com/user/Mathmeninmad
http://fermat-prueba.webcindario.com/

José Maria Gallego, Maria Filomena Lara, Maria Azucena Leva,
La habitacién de Fermat: mds que un juego ... Francisco Javier Martin, Pilar del Pozo y Francisco Ramos

Figura 7. Fotograma del corto “Antes de que vuelva papd”.

Midsica”, una serie de estos ejercicios en los que los alumnos de 2° de ESO (13-14 afios) tienen
que averiguar el nimero de figuras que completarian determinados compases.

Por otra parte, los alumnos del 3° de ESO (14-15 afios) estdn componiendo pequefias formas
binarias y ternarias. Inician su composicién creando una frase musical a partir de una escala
determinada y, posteriormente, se les propone que completen su obra siguiendo un esquema
formal.

4., Atencion ala Diversidad

El IES Humanes es un centro situado en la periferia sur de la Comunidad de Madrid. Es un
centro bilingtie con un alumnado muy heterogéneo tanto desde el punto de vista econémico-
social como académico. Nuestras actividades estdn abiertas a todo tipo de alumno, para lo cual
intentamos hacer a cada uno de ellos propuestas realistas que al mismo tiempo le puedan re-
sultar motivadoras:

= Los guiones han sido creados por alumnos del grupo bilingtie de 2° de ESO (13-14 afios).
Tienen buen nivel y son muy participativos. Ademds, valoran positivamente la posibili-
dad de realizar actividades més creativas e informales.

= Las actividades de Fisica y Matematicas mas complejas han sido mds trabajadas por alum-
nos de bachillerato y alumnos matriculados en la asignatura “ Ampliacién de Matematicas:
Resolucién de Problemas” de 3° de ESO (14-15 afos). No obstante, los alumnos de 2° de
ESO (13-14 afios) con buen nivel han participado muy activamente

= Una de las bandas sonoras del videojuego fue compuesta por un grupo de alumnos con
problemas de absentismo, conductas disruptivas y falta de atencién y concentracion. Este
trabajo nos ha servido para superar sus limitaciones individuales a través del apoyo entre
los componentes del grupo.

» Las ilustraciones con temas histéricos son realizadas por alumnos de 1° y 2° de ESO (14-16
afos), que aprecian que su trabajo se integre en las actividades del centro.

= José Maria Gallego tuvo una buena aceptacién con sus alumnos de un centro de educacién
de personas adultas (mayores de 18 afios), lo que confirma el interés por aprender a través

del juego en todas las edades.
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5. Integracién de las competencias basicas

El planteamiento de cada una de las actividades propuestas tiene la finalidad de conducir
al alumno a la aplicacién los contenidos tedricos y a la busqueda de nuevas estrategias para
la ejecucién de una tarea con objeto de que adquiera conocimientos, destrezas, actitudes, moti-
vaciones y emociones que son necesarios e imprescindibles. El alumno debe aprender a poner
en uso, de manera integrada, aquellos aprendizajes que resultan mas adecuados para resolver
satisfactoriamente la actividad planteada y autoevaluar el resultado obtenido.

La diversidad de actividades permite una gran variedad de propuestas de refuerzo y de
ampliacién de las competencias adquiridas para responder a la diversidad del alumnado, y su
aplicacién en la resolucién de tareas de diferente nivel de complejidad.

Se establecen la participacién y la cooperacién como herramientas primordiales para adqui-
rir las diferentes competencias.

6. Integracién de las TICs

Han sido numerosas las herramientas y recursos informaticos empleados para el desarrollo
de este proyecto:

= Utilizacién de la plataforma eTwinning.

= Utilizacién de programas de ediciéon de textos y creacién de libros digitales.
= Presentaciones en Prezi y Powerpoint.

= Uso de hojas de célculo.

= Busqueda de recursos en internet.

= Correo electrénico, blogs y chat.

= Grabaciones de musicas y videos.

= Programa Geogebra, como simulador de problemas matematicos y fisicos de dificil reso-
lucién tedrica.

= Foros de discusiones aplicados a la resoluciéon conjunta de problemas por parte de los
alumnos de distintas nacionalidades.

= La programacién del videojuego esta basada en HTML5 y Javascript y el movimiento de la
maqueta se ha realizado con Arduino utilizando un servidor Ruby y un motor por pasos.

Estamos abiertos al uso de cualquier otra herramienta informatica, pero tenemos claro que
el uso de las tecnologias es un medio antes que un fin.

7. Recursos generados

Los tres primeros enlaces corresponden a la web del proyecto creado por José Maria Gallego
y E Javier Martin. Son accesibles de forma libre y gratuita. Contamos con visitas de més de 70
paises. En las tres tltimas se encuentran algunos de los materiales producidos durante los tres
altimos afios.
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Figura 8. Version del juego para mévil y tableta.

= Web del proyecto

= Web del juego

= Almacén de Acertijos

= Presentaciones en los Dias Geogebra de Salamanca y de Segovia y para la SMPM
= Canal de Youtube

= Materiales del curso 2013-14

= Proyecto eTwinning

8. Procedimiento de implementaciéon

A nivel interno de centro, la metodologia empleada es similar en todas las actividades: se
plantea, hay un periodo de experimentacién, biisqueda de informacién y tanteo del alumnado
a partir del cual se proponen actividades que se adapten al interés detectado. No solemos darlas
por concluidas, pues siempre han dado lugar a nuevas ideas como: construccién de maquetas,
traducciones, mejora de los disefios ...

En cuanto a la colaboracién entre centros, comenzamos con actividades dirigidas al cono-
cimiento mutuo: sesiones de chat, presentaciones sobre nosotros y nuestro entorno ... Poste-
riormente proponemos actividades para que los alumnos se familiaricen con las herramientas
que utilizamos y, por ultimo, después de analizar las posibilidades y las preferencias de los
alumnos, enfocamos en cada grupo una serie de actividades mdas complejas.

En el apartado 3.2 de este trabajo hay una relacién de propuestas realizadas durante un
curso académico que nos ha servido de referencia para el presente curso.

Creemos que el material creado es suficientemente atractivo, la metodologia lo suficiente-
mente abierta y el abanico de actividades suficientemente amplio como para poder ser transfe-
rirlo a cualquier centro educativo del mundo con altas probabilidades de éxito.

9. Personal implicado

Actualmente, colaboran en el proyecto los siguientes profesores del IES Humanes: Filomena
Lara, M® Azucena Leva, E. Javier Martin, Pilar del Pozo y Paco Ramos, aunque hemos recibido
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numerosas aportaciones y sugerencias de companeros.

El proyecto estd integrado en la programacién general anual y el plan de atencién a la diver-
sidad del centro.

Colaboraciones anteriores:

Juegos romanos: tesserae, orca ... en colaboracion con el Aula de juegos matemdticos y el
departamento de Tecnologia.

Proyecto Metro Ciibico del Departamento de Matemiticas: disefio y construccion de un
metro ciibico —el espacio excavado en una tumba del Aula- con tetrabriks. El proyecto es
expuesto por los alumnos y profesores al resto del IES y a los centros visitantes del Au-
la. Se expone en el Centro Sociocultural de Humanes junto a una muestra de fotogra-
fias matemdticas. Por iiltimo, los alumnos texturan y pintan el metro ciibico, que queda
expuesto en el Aula arqueoldgica. El proyecto consigue un premio al mejor cartel en el
IV concurso de experiencias diddcticas convocado por la Sociedad Madrilefia de Profesores
de Matemdticas y a la mejor experiencia educativa en la categoria Innovacién en la campariia
“Tu experiencia crea escuela” de la Plataforma de la Infancia.

Contribuciones al proyecto:

Aula arqueoldgica del IES Humanes:

En un espacio vallado en un dngulo del instituto se ha creado un lugar para la arqueologia.
Alrededor de un dolmen de corredor de granito de ocho toneladas se organiza una necropolis
de incineracion de la Edad del Hierro. Todo ello acompafiado de restos dseos, ajuar cerdmico,
litico, metaliirgico ... A través de siete estratos se reconstruye la historia de Humanes desde
el Mioceno, cuando era un mar interior endorreico hasta, por ahora, la romanizacién. Se ha
habilitado, en colaboracién con el Departamento de Ciencias Naturales, un laboratorio de
arqueobiologia, donde se desarrollan exposiciones y talleres sobre arqueologia y se realiza el
trabajo de gabinete por los alumnos. Pretende, a través de un proyecto abierto y flexible, abrir
nuevos tipos de motivaciones y formas de transmision de procedimientos, técnicas de trabajo
y estudio para los alumnos. Premiada en 2007 como “Proyecto de Innovacion Pedagégica”,
la Fundacion Atapuerca, reclamé la confeccion y desarrollo de la exposicion. La firma de
un convenio con el Ayuntamiento ha posibilitado la construccién y conservacion anual del
yacimiento simulado: dolmen, hoyos de necrdpolis, techado y remociones de tierra para la
renovacion de estratos. La experiencia estd descrita en la publicacién de |. Martinez Maganto

Figura 9. Imagen de medidor realizada por un alumno del Aula Arqueoldgica.
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«La arqueologia como experiencia diddctica en Secundaria». GazSEHA. N° 4 (2007) de la
Sociedad espafiola de Historia de la Arqueologia.

El Aula arqueoldgica colabora gestando las referencias historicas que envuelven el proyecto
tales como el material minero del tiinel de Samos, las ilustraciones de pobladores de la Edad
Antigua —Egipto y Grecia-, y la recreacion de materiales histdricos.

Ademas participa desde el comienzo el profesor José Maria Gallego, que se encuentra en
expectativa de destino, motivo por el que lleva trabajando con nosotros desde distintos centros
de la Comunidad de Madrid:

Durante los cursos 2011-2012 y 2012-2013 me ha sido posible participar con mis alumnos
del CEPA “El Buen Gobernador” en la experiencia diddctica La habitacién de Fermat.

Los recursos del CEPA para el funcionamiento del proyecto eran bastante reducidos. EI au-
la de informdtica tenia una tecnologia obsoleta y era complicado utilizarla de la forma que
me hubiese gustado. No obstante, consegui realizar algunas experiencias con los alumnos
del nivel 1 de secundaria de adultos: resolucion de acertijos, experimentos con la curva bra-
quistdcrona, participacion de una sesion de chat con alumnos del proyecto e incluso que
participaran en los foros del proyecto.

En mi caso, como funcionario en expectativa de destino, la implantacion de un método a largo
plazo para trabajar con los alumnos se hace complicada y desalentadora. Aiin asi consigo
todos los afios que los alumnos utilicen los recursos que hemos generado para incentivar
su razonamiento matemdtico y critico. Aunque la manera de trabajar a dia de hoy (Curso
2013/2014) con los alumnos de secundaria del centro IES ARQUITECTO PERIDIS no es ni
mucho menos sistemdtica, he conseguido que algunos de ellos resuelvan acertijos y participen
en el proyecto aunque sea de una manera mds auténoma. Mi experiencia en tales condiciones
demuestra la transferibilidad de nuestra propuesta.

10. Seguimiento y evaluacién

Desde cada una de las materias que impartimos, consideramos que es demasiado pronto pa-
ra detectar una evolucién en los resultados de aprendizaje. Podemos constatar un incremento
de la participacion y el interés en las actividades diarias, tanto en el alumnado con mayor moti-
vacién y nivel académico como en los grupos menos favorecidos. Sus aportaciones mejoran su
autoestima, y les hace sentir participes del proyecto.

Para los profesores, este proyecto interdisciplinar rompe con nuestra rutina de clases y su-
pone el reto de investigar en nuestra materia y de buscar conexiones con otras, asi como nuevos
recursos tecnolégicos con los que podamos enfocar las diferentes materias de forma maés atrac-
tiva.

A nivel técnico tenemos pendiente hacer una versién del videojuego en la que puedan jugar
varios alumnos al mismo tiempo. Creemos que, combinado con un chat, serfa mucho mas di-
nédmico, sustituiria el cardcter competitivo del que suelen adolecer muchos juegos por otro mas
colaborativo y mejoraria la comunicacién entre los miembros del proyecto. Lamentablemente,
nuestros conocimientos de programacién son muy limitados, de ahi que, de momento, estemos
buscando alguna colaboracién externa.
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Resumen

En este articulo se discute un modelo que hemos usado para presentar el concepto de
entropia a estudiantes de la escuela secundaria. Se puede utilizar para discutir con los estu-
diantes la reversibilidad del tiempo, la tendencia hacia la homogeneidad y la relacién entre la
teoria de la probabilidad y la segunda ley de la termodindmica. El modelo es ttil para presen-
tar aspectos epistemolégicos importantes y ayuda a los estudiantes a comprender la conexién
profunda entre lo macroscépico y lo microscépico.

Palabras Clave: Entropia, Probabilidad, Estadistica.

Abstract

In this article we discuss a model used to introduce the concept of entropy with secondary
school students. It can be used to discuss with students the reversibility of time, the tendency
towards homogeneity and the link between probability theory and second law of thermody-
namics. The model is useful to introduce crucial epistemological issues and helps students to
understand the deep connection between the macroscopic and the microscopic.

Keywords: Entropy, Probability, Statistics.

Introduction

Entropy is a fascinating concept, as well as one of the hardest to grasp for a secondary school
student. A deep understanding of this concept involves physics, mathematics, as well as philo-
sophy and history of science. Whereas the claim that “the entropy of an isolated system never
decreases” is an elegant and apparently student-friendly formulation of the Second Law of
Thermodynamics, the deep understanding of what this statement actually means is not at all

straightforward.

In this paper we propose a model to discuss with students the concept of entropy by the
point of view of statistics. This approach not only clarifies the connection from the macroscopic
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to the microscopic, one of the core issues of thermodynamics, but gives also occasion to discuss
the key concepts of probability and statistics, a concrete and useful branch of mathematics, as
well as to deal with more general and fascinating questions as the reversibility of time.

For secondary school students, thermodynamics is challenging also because it entails a chan-
ge of paradigm with respect to the newtonian physics. Whereas the latter is characterized by
prescriptive laws as “a system in this condition will do this”, thermodynamics laws have the
form of “prohibitions”, as “a system in this condition will not do this”. The model presented in
this paper helps students to understand the origin and the meaning of this crucial epistemolo-
gical issue.

Before introducing the model, we present some preliminary experiences that can be simply
set up and discussed in the classroom, in order to introduce the topic and discuss the emerging
questions. The teacher can start from the questions of the students, following an inquiry-based
approach, and encouraging the production of students” own hypothesis and explanations.

2. Preliminary experiences

2.1. Time reversibility

The following experiment is usually introduced to demonstrate the microscopic motion of
the matter and the relationship between the temperature and the average speed of the molecu-
les. We propose a further discussion starting from the same experience.

In two glasses of water at different temperatures we throw a drop of coloured ink. The
experience shows that the drop undergoes a process of diffusion, until the water is uniformly
coloured. In the hottest glass the diffusions happens more rapidly, and this demonstrates that
the temperature corresponds to molecules moving faster in average.

For our purpose, we can use this experience asking students another question: is it possible
that, at a certain point, the motion of the molecules makes the original ink drop to recreate? L.e.
is the process reversible?

Generally students agree it is not, since “it never happens that a homogeneously coloured
liquid is transformed into an isolated coloured drop”. We can ask students to make examples
of other irreversible phenomena, and to think to instances of reversible ones. Since the charac-
terization of some phenomena can lead to disputes, we can discuss how to define reversibility.
At this stage it is not important to be rigorous, since we aim to stimulate students to elaborate
their own ideas.

We gradually lead the students to ask themselves what are the possible reasons for time
irreversibility.

2.2. Homogeneity

Together with the problem of reversibility, it came out the notion of “homogeneity”. From
the ink drop experiment it seems that homogeneity is a sort of “final state” which is not going
to evolve any more.

In order to discuss this problem, we can introduce a further experiment. Two balls of plas-
ticine of different colours are given to two students, who are asked to exchange some small
quantity of plasticine with each other. The exchange is made about every minute, but the time
is not fixed (i.e. it is not measured in any way), nor is the quantity of plasticine to be exchanged,
which can vary time by time. This is actually a random process. The question is: what happens
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after a long time? Usually students agree that the colours of each ball will be both intermediate
colours between the two initial ones, but they are divided on two hypothesis:

1. if we wait enough time, the two balls will take a perfectly identical colour;

2. also after a long time, the two colours will never be perfectly identical.

The supporters of hypothesis 2 usually argue that, being the time of mixing and the quantity
of matter exchanged not fixed, there is not any reason for the colours not to be different. The
discussion can be carried forward while the two students continue to exchange plasticine from
their balls. After about half an hour, everybody can observe that the colours are perfectly iden-
tical. This is also rather shocking for the supporters of hypothesis 2.

The question is: why randomness produced homogeneity?

3. The model

The two previous experiments raised two questions that are immediately understandable
and engaging for the students, while at the same time very difficult to solve. Both questions
are central in the introduction of entropy, and stimulate students to think to the main issues of
second law of thermodynamics.

In order to introduce our model, we make an example that encompasses the two previous
experiences. Imagine to have a glass half-filled with wine in the lower half and half-filled with
water in the upper part, with a thin film that separates the two parts. What happens when the
film is removed? Is this process reversible?

This experiment—which is actually a mental experiment, since it is very difficult to realize in
practice a removable film which divides the glass perfectly in two halves—can be represented
with a model. It is very important to discuss the meaning of the word “model”, so crucial in
science and so little addressed in school curricula. We must focus the attention on the fact that
the model, which can be a material model (e.g. a molecule made by plastic balls) or an abstract
model (e.g. a mathematical model), is a construction which aims to isolate and study some specific
aspects of a phenomenon.

Our model aims to reproduce the probabilistic aspects of the mental experiment of the glass.
We want to represent a sample of N = 40 molecules of the liquids of our glass, 20 of liquid
A and 20 of liquid B (we can continue to speak of water and wine if we prefer, provided we
explain students that we will call “molecules of wine” the “particles” of wine, whatever they
are—this may seem not at all rigorous, but is not after all so different from the way physicists
speak of “spins” in magnetic materials). We should specify that the two liquids have the same
density, so that there are no physical reasons for them to separate.

We represent the 40 molecules with cardboard disks of different colours. The model aims to
focus on the position of the molecules inside the glass, and in particular in what half of the glass
the molecule is, whether in the upper half or in the lower half. In order to represent this feature,
we assign to the two sides of the cardboard disks the two halves of the glass, distinguishing
them by marking with different colours (see Fig. 1). We will therefore have:

= Liquid A molecules:

¢ Side 1 (blue): liquid A molecules in the upper half of the glass
¢ Side 2 (cyan): liquid A molecules in the lower half of the glass

= Liquid B molecules:
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¢ Side 1 (red): liquid B molecules in the upper half of the glass
¢ Side 2 (magenta): liquid B molecules in the lower half of the glass

LIQUID A LIQUID B
> - - <
g

Figura 1. The model: each cardboard disk represents a molecule. The colours represent both the different liquid and the different
half of the glass in which the molecule is.

A

A

The molecules are put on the bottom of a box, that must be large enough to contain all the
40 cardboard disks on its bottom surface. Each disk will show a side. Depending on the colour,
we know what molecule and in what half of the glass each disk represents.

Let’s see now how the model is used to simulate the time evolution of the system. We want
to fix the initial state with all liquid A molecules in the upper half of the glass and all liquid B
molecules in the lower half. That corresponds, in our model, to putting all the A molecules on
the blue side and all the B molecules on the magenta side. We open the box and, on the bottom
of it, we put all the 40 molecules according to this condition. This represents the initial state of
our previous mental experiment: a glass in which water and wine are well separated.

At this point we close the box and we shuffle it for a certain amount of time. This represent
the thermal motion inside the glass after the removal of the film. We ask students how do they
expect to find the molecules after, say, ten seconds of shuffling. Almost everybody say that the
molecules will be “mixed”. We open the box, the students count the molecules and see that for
each liquid they are divided almost in half between the two colours, i.e. the two halves of the
glass.

3.1. Question 1: the reversibility of time

We ask students: if we shuffle the box some other times, will the model come back to the
initial condition—with separated liquids—sooner or later? Some students answer “yes”, some
are undecided, some others say that it is “actually impossible”.

The discussion on the word “impossible” generates a cognitive conflict—how an event can
be impossible if there is no physical law preventing it? We will use this conflict to introduce
the topic of statistical improbability. With some basic mathematics it is easy to calculate the
probability of utter separation of the two liquids of our model, which is:

1 40
Psepamtion = <§>
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How much is it? We can estimate with the students that if each shuffling takes 10 seconds and
we shuffle all day and night, we will see the separation in average one time every 350,000 years.
This is quite shocking!

This discussion answers the question of the origin of irreversibility in the examples of ink
drop and plasticine: the irreversibility is due to the extreme improbability of the “reverse” phe-
nomenon. Although there is no physical reason for the 40 molecules of our model not to be
again in the initial setting (20 of liquid A on blue side-upper half and 20 of liquid B on magenta
side-lower half), this condition is extremely unlikely, so unlikely that we will actually never see
it.

We must remark to students that our example involved a sample of 40 molecules. What if
we extend the model to a larger number of the molecules, which in the entire glass may reach
the order of magnitude of Avogadro constant? With 10?> molecules, the probability of getting
back to the initial state is so small that we can call this event “impossible”, though not in the
traditional (logical or mathematical) meaning.

At the end of the discussion, it is useful to stress once more to students that the proposed
model is not a realistic description of the real glass, but it deals with the same probabilistic
problems, shown very easily and in an immediate way. It shows as well the origin of the episte-
mological difference of thermodynamic laws, which appear as “prohibitions” rather than “pres-
criptions”, as for instance is the dynamics laws. The students should see how the evolution of
the system at microscopical level is driven by probabilistic laws, and this changes the nature of
the statements at the macroscopic level.

3.2. Question 2: macroscopic and microscopic states

The distinction between “macroscopic state” and “microscopic state” is another very impor-
tant concept that can be introduced by means of our model. We can define macroscopic state as
the appearance of the glass/box at the human scale: e.g. “a glass with a homogeneous mixture
of water and wine”, or in our model “both type of disks are on both sides with no prevalent
colours”. The microscopic state is the description of the individual positions of each molecule:
in our model, that means to label the molecules and say “No. 1 is in the blue side, no. 2 is in the
red, etc”.

An interesting way to introduce macroscopic and microscopic states is to use dice. We take
two dice, and we call “macroscopic state” the sum of the values of the two dice, while we call
“microscopic state” the couple of numbers describing each dice. For each sum, we count the
number of combinations of the two dice which produce that sum. The sum 2, for example,
is only obtained when both dices show a 1. The sum 7 is the one with the largest number of
possible combinations, since it can be obtained in 6 ways (1+6, 2+5, 3+4, 4+3, 5+2, 6+1). The
macroscopic states (i.e. sums) with the largest number of corresponding microscopic states (i.e.
single dice values) are the most likely. We can draw a histogram of the number of microscopic
states corresponding to each macroscopic state (see Fig. 2): students can clearly see that there
are macroscopic states more likely than others. We can draw the same histogram increasing the
number of dice: we note that the “tails” of the histogram remains small, while the central part
increases a lot (this is the way towards the Gaussian curve) (Fig. 2).

It is straightforward for students to understand that, for a number of dice that approximates
to 102%, we will have very very unlike macroscopic states and a tiny central zone with macros-
copic states which are corresponding with a very large number of microscopic states.

Coming back to our model, we can make analogue considerations. The macroscopic state
“all liquid A molecules in the upper half, all liquid B molecules in the lower half” corresponds
to only 1 single microscopic state, in which all the A molecules are on blue side and all the B mo-
lecules on magenta side. As we did for dices, we can order the macroscopic states and proceed
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Figura 2. The correspondence between “macroscopic states” (sum of dice values, on x axis) and number of “microscopic states”
(number of combinations producing that given sum, on y axis). In the picture, different scales of y axis are used in order to keep
students’ attention on the transformation of the shape and not on the numeric values.

to consider the macroscopic state “all except one liquid A molecules in the upper half, all liquid
B molecules in the lower half”. The microscopic state corresponding to this macroscopic state
can be obtained by turning on the cyan side one of the liquid A molecules. Nevertheless, ha-
ving 20 water molecules, we can indifferently chose one of the 20: so we have 20 possibilities for
making this state. The macroscopic state “all except one liquid A molecules in the upper half,
all except one liquid B molecules in the lower half” has 20 corresponding microscopic states.
Going on, the macroscopic state all except one liquid A molecules in the upper half, all liquid
B molecules in the lower half” has 400 (20 x 20) corresponding microscopic states, and so on.
Each of this macroscopic states has its symmetric if we invert A and B.

Students can see that the more we approach the “homogeneous” state, the more microscopic
states correspond to a single macroscopic state, and that their number increases exponentially.
It must be said what we call “homogeneous” state is actually a number of different macroscopic
states, i.e. all the states in which the number of molecules in the two sides is almost the same (this
is what students actually see when they count the molecules of the mixed state of the model,
which do not need to be divided exactly in half). As in the case of dice, we have “tails” of very
unlikely events, and a central part of a histogram which contains the majority of microscopic
states. This central part if what we actually call “homogeneous state”.

This discussion explains why the homogeneous condition is the natural outcome of the evo-
lution of the process: it is much more likely than all the other conditions.

3.3. Question 3: defining entropy

We can finally define entropy of a macroscopic state as the number of microscopic states
associated to it. Depending on the mathematical background of the students, we can or can not
define it rigorously as the logarithm of this number. We may as well multiply by the Boltzmann
constant K and give the precise definition.

In any case, the experience with the box model has given to the students an immediate and
easy to understand overview of the physical and mathematical questions behind the notion of
entropy. The formulation of the second law of thermodynamics as a non-increasing of entropy
in an isolated system is now more easily understandable as a consequence of probability of
macroscopic states.

Sometimes, books use to say that entropy is a “measure of disorder”. It may be useful to
clarify what disorder means: is the homogeneity considered disorder by students? We can ask
them to say if it is more ordered a ball of plasticine of a perfectly homogeneous colour or anot-
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her one with some random stripes of two colours still not well mixed. Considering the common
language, many students will probably answer that the first one is more ordered, while phy-
sicists considered homogeneity more “disordered”. We suggest not to use this term as it can
be misleading, but if used, it must be stressed that its sense may be different from the sense it
has in the common language, as—by the way—for most physical terms that have a common
meaning.

4. Conclusions

We presented a model to discuss the notion of entropy from a statistical point of view with
secondary school students. The model offers the opportunity of discussing the key concepts of
statistics, as well as the epistemological features of thermodynamics. Epistemological aspects
has long been considered crucial in science education [1, 2]: this model allows to deal with them
in a comprehensible and stimulating way. The model can be used together with the experiences
proposed in this paper, as well as with other models for related phenomena, like Atkins models
on heat diffusion [3], or other more complex educational pathways related to the second law
of thermodynamics [4, 5, 6]. We also suggest to start from this approach to discuss the many
common students’” misconceptions on microscopic motion of the matter and kinetic theory [7],
often present also in textbooks [8].

Our model has been proved to be successful in many different contexts, from the curricular
lesson to specific laboratories on modern mathematics and physics themes. We always expe-
rienced a great involvement of the students and a stimulating debate.
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Resumen

Los problemas de optimizacién han sido estudiados de forma recurrente desde la época de
los griegos. En sus inicios estos problemas nacen de cuestiones puramente geométricas, como
el problema de la Reina Dido. Las técnicas de demostracién eran muy ingeniosas, pero particu-
lares a cada caso. Con el nacimiento del célculo diferencial e integral las herramientas para
abordar este tipo de problemas adoptaron una carédcter mas general y analitico. No obstante,
el pensamiento geométrico encierra resultados de indudable belleza y simplicidad. En este
articulo vamos a abordar algunos problemas desde un punto de vista puramente geométrico,
mostrando interesantes herramientas de demostracion, hasta llegar a un curioso resultado re-
lacionado con el tridngulo értico.

Palabras Clave: Geometria Euclidea, optimizacién, poligonos, simetrias, tridangulo 6rtico.

Abstract

Optimization problems have been studied recurrently since the time of the Greeks. In the
beginning these problems arise from purely geometric issues such as the problem of Queen Dido.
The demonstration techniques were very ingenious, but specific to each case. With the birth of
differential and integral calculus tools to address such problems adopted a more general and
analytical nature. However, geometrical thinking encloses results of unquestionable beauty
and simplicity. In this article we will address some problems from a purely geometrical point
of view, showing interesting demonstration tools, until a curious result related to the orthic
triangle.

Keywords: Euclidean geometry, optimization, polygons, simetry, orthic triangle.

1. Algunos problemas de maximos

Desde muy antiguo, los cientificos han pensado (y en muchos casos probado) que las leyes
que gobiernan la Naturaleza operan de forma 6ptima para realizar sus propésitos. Un buen
ejemplo lo tenemos en el comportamiento de la luz, que siempre sigue una trayectoria de tiempo
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minimo (Principio de Fermat), la forma que adopta una cadena colgante, minimizando tensiones,
o la que adopta una gota de lluvia, en su descenso en caida libre. Un andlisis detallado de estos
problemas nos revela en muchos casos la existencia de simetrfas. Y es que la Naturaleza obra,
generalmente, buscando las configuraciones mds simétricas posibles. En este trabajo vamos a
tratar de mostrar que ambos conceptos optimizacién-simetria estdn intimamente relacionados.

1.1. Rectidngulos isoperimétricos

Comencemos con un problema sencillo. Dibujemos en un plano diferentes rectangulos, to-
dos ellos con el mismo perimetro y comparemos sus dreas.

Ay

Ay

Figura 1. Rectdngulos con el mismo perimetro.

Observamos que cuanto menor sea la altura mayor deberd ser la base, y el drea disminuira
hasta hacerse despreciable. De igual modo, cuanto mayor sea la altura menor sera la longitud de
la base, y de igual modo el drea del rectangulo ira disminuyendo. Los rectdngulos intermedios
tiene un drea mayor que estos casos extremos, y cabe preguntarse cudl de ellos posee el drea
mas extensa. El problema consiste en trazar, mediante un procedimiento geométrico, los lados
de ese rectdngulo de 4rea maxima.

Este es un problema de méximos que ya aparece en el Libro VI de Euclides, teorema 27.
Nuestra demostraciéon empleard los mismos principios que la de Euclides pero diferira de ella
en el planteamiento exclusivamente y en la notacién empleada.

El rectangulo ABCD de la figura 2 representa supuestamente cualquier rectangulo con un
perimetro dado P. Los lados del cuadrado BEFG tiene cada uno %P, luego su perimetro es
también P. Afirmamos que el cuadrado es la solucién de nuestro problema y que su drea es
mayor que la de cualquier rectdngulo (no cuadrado) ABCD con el mismo perimetro.

r E
X

D c
Y Z

A G B

Figura 2. ABCD es un rectdngulo de drea inferior a GBEF.

En efecto, en la figura se observa que el rectangulo rayado Z forma parte del rectangulo
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original y del cuadrado. El 4rea de cada figura sera por tanto,
Area(ABCD) =Y +Z

Area(GBEF) =X+ Z

Ahora bien, AB + BC = GB + BE, valor que coincide con el semiperimetro de las figuras. Para
expresarlo de otro modo
AG+ GB+ BC =BG+ BC+CE

de lo cual se deduce que AG = CE. Esto es, la altura del rectdngulo X es igual a la longitud de
la base de Y. Sin embargo la longitud de la base de X constituye uno de los lados del cuadrado,
mientras que la altura de Y es una parte del lado, y por tanto menor. Resulta claro entonces que
X es mayor que Y. En consecuencia,

X+Z>Y+Z

y el cuadrado encierra mayor area que el rectingulo. La altura de Y dejarfa de ser solamente
una parte del cuadrado, s6lo si ABCD fuera un cuadrado, y entonces BEFG seria el mismo
rectangulo inicial ABCD. Por consiguiente queda probado que el cuadrado es la figura que encierra
mayor drea con el mismo perimetro.

Este resultado ha sido expresado de la forma que lo hubieran hecho los griegos. Pero tam-
bién podriamos hacer uso de notacién algebraica, como se haria en la actualidad. Si denotamos
por x e y las dimensiones del rectdngulo, su perimetro serd

P=2(x+y)

El lado del cuadrado serial = XT‘W, y su area

2
_(*tY
= (%)

Los razonamientos anteriores demuestran que

o bien
iy < Y

Esto es, la media geométrica de dos niimeros reales siempre es menor que su media aritmética, ddndose
la igualdad si y sélo si x e y son iguales.

De lo anterior se deduce que la solucién 6ptima al problema se obtiene en el caso de la figura
con mayor nimero de simetrias, x = y, es decir, el poligono regular de cuatro lados.

1.2. Un resultado sobre paralelogramos

En la obra de Euclides también encontramos el siguiente problema:

Problema: Dado un tridngulo ABC, ;cudl es el paralelogramo ADEF inscrito en el tridngulo que
encierra drea mdxima?

La respuesta la ofrece el propio Euclides. Los puntos D, E y F deben ser los puntos medios
de los respectivos lados.
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D’

A F F H B
Figura 3. ADEF es el paralelogramo de drea mdxima en ABC.

¢

E’ G’
o)
/\T/
G E

C

1
1
1
°
A F F H B

Figura 4. Los paralelogramos DD'G'E y EGFF' son iguales.

Es interesante analizar la demostracion de este hecho. Consideremos AD’E’F’ un paralelo-
gramo inscrito en el tridngulo ABC, distinto del paralelogramo ADEF (sobre los puntos me-
dios). Sea G’ el punto de interseccién de las rectas D'E’ y FE, y G el punto de interseccion de las
rectas DE y F'E’ (figura 3).

Probaremos que el drea del paralelogramo ADEF es mayor que la de AD’E'F’.
De la figura 4 se observa que
Area(ADEF) = X+Y
Area(AD'E'F') = X+ Z
Afirmamos que DD'G’E y EGFF’ son iguales, esto es, Z + T = Y. En tal caso,
Area(ADEF) = X+Y =X+ Z+ T = Area(AD'E'F') + T > Area(AD'E'F’)

obtendriamos nuestro resultado. Todo se centra en probar que los paralelogramos DD'G'E y
EGFF’ son iguales. Para ello recordemos que el drea de un paralelogramo es base por altura.
Denotemos por H el punto pie de la perpendicular a |AB| = ¢ trazada desde C, de suerte que
|CH| = h, y por hy la altura del tridngulo GEE' trazada desde E’. Puesto que los tridngulo ABC,
GEE' son semejantes, se tiene:

h  |AB| c

i~ |GE| ~ IGE]
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En consecuencia
GE|- =&
2 21

esto es, el drea del paralelogramo de base |GE| = |FF’| y altura %, coincide con la del paralelo-
gramo de base |DE| = § y altura hy, por lo que EGFF' y DD'G'E son iguales.

1.3. Triangulos en la circunferencia

En la seccién anterior hemos visto cual era el modo de proceder de en la geometria griega.
Para un problema de maximos se proponia una figura y luego se demostraba que ésta era la
solucién 6ptima. En esta seccién vamos a considerar tridngulos inscritos en una circunferencia.
Nos preguntamos cudl de ellos es el que encierra mayor érea. Siguiendo la filosofia de trabajo
griega e intuyendo algtn tipo de simetria como en el caso del cuadrado, trataremos de probar,
que de todos los tridngulos inscritos en una circunferencia, el tridngulo equilétero es el que
encierra mayor drea.

Figura 5. Tridngulos inscritos en una circunferencia.

Es muy probable que este problema fuera estudiado, si no resuelto, en tiempos de Platén,
un siglo antes de Euclides. No obstante, ni Euclides, ni libros mds modernos dan la siguiente
solucién, que pudo muy bien ser entendida y descubierta por los griegos.

Lo primero que observamos es que al inscribir cualquier tridngulo en nuestro circulo, la cir-
cunferencia queda dividida en tres arcos iguales en el caso del tridngulo equilatero y desiguales
en un caso mds genérico. En este segundo caso, uno de los arcos debe ser mayor que un tercio
de la circunferencia. De la misma forma uno de los arcos debe ser menor que un tercio de la
circunferencia. El tercer arco puede ser mayor o menor que un tercio del total. No podemos
concluir si es lo primero o lo segundo, pero esto no afecta a nuestro razonamiento.

Supongamos que el tridngulo considerado cumple que el arco AB es menor que la tercera
parte de la circunferencia y el arco BC mayor. Dejando el segmento AB fijo y moviendo el
punto C sobre la circunferencia, podemos observar que las dreas de estos tridngulos varian con
la distancia al segmento base, y por tanto serd maxima cuando dicha distancia lo sea. Esto s6lo
sucede cuando el punto C se encuentra precisamente en la recta mediatriz del segmento AB,
esto es, cuando el tridngulo sea isésceles.

Es claro que podemos encontrar un punto C’ de suerte que el arco AC’ sea exactamente un
tercio de la circunferencia. Este nuevo tridngulo tiene drea mayor que el tridngulo original, y
ademads uno de sus lados es exactamente igual al de un triangulo equilatero inscrito.

Si el tridangulo AB C’ no fuera equilédtero, hacemos un razonamiento similar al anterior, pero
tomando como base ahora el lado AC’. Desplazando el punto B, encontrarfamos un nuevo
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c’

Figura 6. La mayor drea se obtiene cuando ABC es isdsceles.

c’

Figura 7. El arco AC' es un tercio de la circunferencia.

punto B’ que divide al arco AC’ por la mitad, de manera que cada arco mediria un tercio de la

circunferencia. Esto s6lo es posible si el tridngulo es equilétero.

B’

Figura 8. El tridngulo AC'B' es equildtero y encierra drea mdxima.

Todo esto dota de sentido a la siguiente linea de razonamiento: supongamos que exista un
triangulo inscrito en la circunferencia cuya drea sea mayor que la de cualquier otro inscrito que
podamos dibujar. Llamémosle T. De lo anteriormente expuesto, resulta claro que T no puede
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ser escaleno, puesto que desplazando uno de los puntos, como antes, obtendriamos un nuevo
tridngulo T” de drea mayor. De igual modo T no pude ser isosceles, porque fijando los vértices
de uno de los lados iguales y moviendo el tercero adecuadamente, podriamos encontrar otro
tridngulo isdsceles de drea mayor. Por tanto si dicho tridngulo maximal T existe debe ser equilé-
tero. En este caso cualquier variacion de los vértices crea un tridngulo de drea menor. Con esto
se concluye la demostracién.

Observar que si dejamos los vértices moverse libremente por la circunferencia, dandoles la
libertad que abarquen la mayor superficie, la configuracién geométrica que adoptarian es la que
encierra mayores simetrias. Este resultado también lo podriamos analizar de un modo sencillo
mediante el uso del calculo diferencial moderno.

x+y+z=2m 27

Figura 9. La solucién al problema es la figura con mayores simetrias.

Denotemos por R el radio de la circunferencia y x, y, z la amplitud en radianes de los arcos
determinados por los vértices. Resulta claro que x +y + z = 271. Puesto que el drea de cada
triangulo viene determinado por dicha amplitud, de acuerdo con la expresiéon A = %R2SET1(9),
el drea cubierta por nuestro tridngulo en una configuracién aleatoria serd

A(x,y,z) = R?z - (sen(x) + sen(y) + sen(z))

con x + y + z = 27. Despejando z de esta ecuacion y sustituyendo arriba, construimos una
funcién en dos variables
RZ
A(x,y) = 5 (sen(x) + sen(y) —sen(x +y))

Haciendo uso de la técnicas del calculo diferencial, obtenemos el gradiente de esta funcién
e igualamos a cero para obtener los extremos relativos.

0A R?
5- =~ - (cos(x) = cos(x +y)) =0
0A R?
3y =~ 7 (cosy) —cos(x+y) =0

Esto nos lleva a que en los puntos criticos (x, ) se debe verificar que
cos(x) = cos(y) = cos(x +y)

donde x,y € [0,27]. De la primera igualdad se deduce que x = y, y por tanto nos queda la
ecuacion trigonométrica

cos(2x) = cos(x) — 2cos?*(x) — 1 = cos(x) — 2cos?(x) — cos(x) —1 =10
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Las soluciones de esta ecuacién son dos: o bien cos(x) = 1, en cuyo caso x = y = z = 0(mod2r),
que es la solucién degenerada del problema (los tres vértices juntos no definen ninguna super-
ficie plana). O bien cos(x) = —%, locual nos llevaaquex =y = z = %”, como queriamos
probar.

1.4. Poligonos inscritos en una circunferencia

El resultado anterior es un caso particular de un hecho mucho méas general:

de todos los poligonos de n lados inscritos en un circulo dado, el poligono regular es el mayor de todos
(encierra mayor drea). Sin = 3, el poligono es un tridngulo equildtero como hemos visto.

La primera demostracién rigurosa de este hecho se debe al matemético griego Zenodoro
que vivi6 aproximadamente en el afio 180 a.C. Investigadores de la Historia de la Ciencia como
J. Mongenet le atribuyen el haber desarrollado completamente la teoria de los isoperimetros
en el siglo IIl a.C., en un tratado sobre figuras isoperimétricas hoy desaparecido. A Zenodoro
lo situamos entre Arquimedes (m. 212 a.C) y Pappus, (320 d.C) dado que cita al primero y es
citado por el segundo.

Thedn de Alejandria (390 d.C) da prueba de este hecho haciendo alusién al libro de Zenodoro
en uno de sus comentarios al primer libro del Almagesto diciendo:

...vamos a demostrarlo de modo algebraico siguiendo la demostracion que dio Zenodoro en
su tratado de figuras isoperimétricas.

No vamos a entrar en los detalles de la prueba que tradicionalmente se le atribuye a Zeno-
doro. Pero si notar que si distribuimos #n puntos aleatoriamente sobre una circunferencia y los
dotamos de vida y capacidad para generar un poligono de drea maxima, la solucién del proble-
ma la proporciona precisamente la figura geométrica con mayor niimero de simetrias, y donde
los angulos centrales son todos iguales entre si.

=

Figura 10. La disposicion éptima es la mds simétrica.

Esto es una cuestién de pura geometria. Y lo vamos a ilustrar con el siguiente ejemplo.
Consideremos un dngulo central como en la figura de cierta amplitud 6, y un punto situado
aleatoriamente en dicho arco. Nos planteamos determinar la posicién del punto P que hace
maxima la superficie del cuadriladtero OAPB (figura 11).

Resulta claro que el drea de nuestro cuadrildtero es suma de dos tridngulos is6sceles. Deno-
temos por M y N, los pies de las perpendiculares trazados desde el punto P sobre cada los lados
OB y OA respectivamente, de suerte que |[PM| = h; y |PN| = hy. De igual modo denotemos
por ¢ = |OA| = |OB|, el radio del circulo.

El 4rea de nuestro cuadrilatero es

Area(OAPB) = |OBz|'h1 n \OA2|~h2
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Figura 12. El cuadrildtero OAPB es suma de dos tridngulos isdsceles.

Este area serd maxima cuando lo sean la suma de las alturas lo que nos lleva a un problema
equivalente en términos de distancias. Lo que vamos a demostrar es que la suma de alturas
trazadas desde P sobre los lados del angulo central es mdxima cuando el punto P se encuentra
sobre la bisectriz de dicho dngulo. Para ello observamos que podemos trazar las alturas desde
Ay B, sobre el segmento OP, de suerte que se tiene la siguiente configuracion (figura 13):

Observar que la bisectriz del d&ngulo central coincide con la mediatriz del segmento AB, por
tratarse de un tridngulo isdsceles. Si el punto P no se encuentra en dicha mediatriz, el segmento
AB no corta perpendicularmente a la recta OP y por tanto se forman dos tridngulos rectdngulos
donde las alturas son precisamente dos catetos. Si denotamos por d; = |BC|y d, = |AC|,
dichas distancias corresponden a las hipotenusas de dichos tridngulos y por tanto tienen mayor
longitud. De este modo

hy+hy <di+dy =|AB|

Haciendo uso de la desigualdad anterior deducimos que

|OA| - |AB|

Area(OAPB) = 7

(h1+hy) <

NI o

dandose la igualdad si y sélo si el punto P se encuentra sobre la bisectriz del dngulo 6.

Esta es la configuracién més simétrica posible. La simetrias vuelven a resolver el problema.

Volumen V, Niimero 2, Oct’15, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemdtico” | 35


mailto:federico.ruiz2011@gmail.com

Federico Ruiz Lopez Historias de Matemdticas

Figura 13. Buscamos el punto que maximice la suma de distancias.

Figura 15. Si P divide al arco en dos partes iguales del drea obtenida es mdxima.

No es restrictivo suponer que el angulo central sea mayor, igual o menor a un recto. De
hecho, al mismo resultado anterior se puede llegar de un modo mds simple, considerando di-
rectamente el segmento |AB|, tal y como se muestra en la figura 16:
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’

,~ Bisectriz

(@)

Figura 16. El cuadrildtero OAPB es suma de dos tridngulos.

El cuadrildtero OAPB en este caso es descompuesto en suma de dos tridngulos, uno is6sceles
OAB y otro APB escaleno, que va variando en funcién del punto P. Observamos, en consecuen-
cia, que nuestro cuadrilatero encerrard drea maxima cuando asi lo haga APB, puesto que OAB
no se ve alterado. Esto s6lo se consigue cuando la altura  trazada desde P sobre el segmento
AB, sea la médxima posible, esto es, cuando se encuentre sobre la bisectriz del tridngulo OAB, y
las distancia |PA| y | PB| sean las mismas.

En esta demostracion, no obstante, no se aprecia el resultado sobre la suma de distancias del
punto P a cada uno de los lados que determinan el &ngulo. Sabemos que, en la situacién éptima
del problema, esta suma de distancias es mdxima. Por lo que consideramos la primera prueba
mucho mas interesante.

Este resultado nos va a ayudar a obtener una demostracién alternativa al problema de Ze-
nodoro sobre poligonos inscritos en una circunferencia. Imaginemos que disponemos de cuatro
puntos aleatoriamente distribuidos y les pedimos que se redistribuyan para maximizar el drea
del poligono que generan. Los puntos buscardn establecer el mayor niimero de simetrias, lo cual
s6lo sucede si se sittian en los vértices de un cuadrado. Y lo mismo sucede con configuraciones
de cinco, seis o n vértices.

Como caso particular, acabamos de resolver un viejo problema: De todos los rectdngulos ins-
critos en una circunferencia encontrar el que posee mayor perimetro.

En efecto, de lo anterior se deduce (tomando un dngulo central de 90°) que la solucién al pro-
blema viene determinada cuando el punto sobre el arco se encuentre en la bisectriz del primer
cuadrante, y por tanto las distancias a los ejes de coordenadas sean las mismas, i.e , la figura
debe ser un cuadrado. En este caso no solo se obtiene un méaximo de perimetro sino también de
superficie cubierta.

1.5. Un juego geométrico

En esta seccién vamos a proponer un curioso procedimiento geométrico que nos va a ser
de utilidad méas adelante. Partimos de un segmento de longitud L dividido en tres partes no
necesariamente iguales. Denotemos por 4, b, c las longitudes respectivas de cada una de las
partes, de suerte que a < b < c con

a+b+c=1L

A continuacién procedemos del siguiente modo: unimos los segmentos de mayor longitud

b, c y los transformamos en otros dos de idéntica longitud, calculando el punto medio del seg-

mento concatenado que determinan, siendo ahora sus longitudes %.

Repetimos este proceso como se aprecia en la figura 18. Dejando invariante el primero de la
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Figura 17. El cuadrado inscrito posee mayor drea y perimetro que cualquier otro rectdngulo.

a b c
L L L L
L] L] L] L]
a b+c b+c
2 2
L Il Il Il
L] L] L]
2a+b+c 2a+b+c b+c P
4 4 2
J. Concatenamos el iiltimo segmento con el primero
v Lg
L s |- 1
™ T T
2a+b+c b+c 2a+b+c
4 2 4

Figura 18. Proceso de construccion.

derecha, transformamos los otros dos en segmentos de igual longitud, determinando el punto
medio del segmento concatenado que forman. Finalmente desplazamos este tiltimo segmento,
transformado de 4, delante del situado mas a la derecha, (hacemos un corta y pega) obteniendo
tres nuevos subsegmentos concatenados de longitudes:

2a+b+c b+c 2a+b+c
4 o2 4

en ese orden. Volvemos a repetir este proceso innumerables veces. Si realizan el experimento
observaran como los segmentos cada vez son mds parecidos, esto es, adoptaran aproximada-
mente la misma longitud igual a % Esto es un ejemplo claro de un proceso iterativo que termina
en una configuracién completamente simétrica.

Para fundamentar matematicamente lo anterior necesitamos calcular como son exactamente
estas longitudes que se van generando. Definamos [, la sucesién de longitudes obtenidas del
siguiente modo:

b+c I _2a+b+c I _ 2a+3b+3c
2 s 2 = 4 s 3 = )
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La ley de recurrencia estd clara:

In + ln—l
ln+1 = #

Esta relacién guarda interesantes consecuencias. La primera de ellas es que la longitud entre
dos intervalos consecutivos es
‘ln—ln_1|_ _ll—lo_b+C—2a L—3a

i1 = In| = 2 on on+l T on+l

Sia = % todas las longitudes son iguales y se produce el equilibrio del sistema. Si no es asi,
observamos que las distancias de longitudes consecutivas tiende a cero cuando el ntimero de
iteraciones aumenta. Por tanto esta sucesién de ntimeros reales tiene que converger a un cierto
valor dentro del intervalo. Denotémosle por /. Como por otra parte

l?l*l + Zln == L

al tomar n un valor suficientemente grande, obtendremos que 3/ = L, esto es, las longitudes
tienden al valor [ = %

Un modo mas directo de probar todo esto, pasa por determinar exactamente una férmula
explicita de I;;. No es complicado encontrar que

ay-a+b,-b+cy-c
21’!

ln:

donde
2" +2 2" +1
=, b?’l:CYl:—

"3 3
La distincién del signo en cada caso viene determinada por la paridad de n. Cuando # es par a,,
toma la determinacién positiva, y by, ¢y, negativas, y cuando #n es impar al contrario con el fin
de que se cumpla la relacién siempre cierta

ay + by +c, =2"
Esto permite definir la sucesién como una secuencia de coordenadas baricéntricas de la forma
ln = ana + Bnb + yne
donde ay = &, B, = %, v, = & y se cumple
an+Pn+n =1

De la naturaleza de estas expresiones se comprueba nuevamente que

1
Iim &, = lim = lim ==
n—co n—)ooﬁn n—oo Tn 3

Estos razonamientos se pueden generalizar a un ndmero finito de segmentos concatenados.
Si consideramos el caso de cuatro segmentos de diferente longitud, y denotamos por /;; 1a suce-
sién que, como antes, se va generando, la ley de formacién se traduce en este caso en:

In + ln—?.
lpy1 = Y

y se debera cumplir que, en cualquier estado del sistema
2+l +l2=1L
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1 3 3 3 3
T 1 T T T
a b c a
1 1 1 1 1
T T T T T
a b a+c at+tc
2 2
1 1 1 1 1
T T T T T
a a+2b+c a+2b+c a+c
4 4 2
1 1 1 1 1
T T
5a+2b+c 5a+2b+c a+2b+c a+c
8 8 4 2
1 1 1 1 1
T T T T T
5a+2b+c a+2b+c a+c 5a+2b+c
8 4 2 8

Concatenamos el 1iltimo segmento con el primero

v

Figura 19. Proceso de construccion para cuatro intervalos.

De converger esta sucesion a algtn valor, debera serlo a %, que es una configuracién estable.
De momento no hemos encontrado ningtin argumento consistente a favor de esta convergencia
aunque el cdlculo de la expresién para I, en este caso es bastante clarificadora.

En efecto, si consideramos un segmento de longitud L, dividido en cuatro secciones a, b, ¢, a
como se aprecia en la figura 19, (no es restrictivo suponer que hay dos iguales), y aplicamos el
proceso iterativamente, llegamos a las siguientes expresiones para I,

a1 _a+c ] _a+2b+c ; _5a+2b+c
0— 4,11 — 2 s 2 = 4 s 13 = )
9a + 2b + 5c¢ 13a + 10b + 9c¢ 33a + 18b + 13c¢
la = 6 b~ 32 rle = 64

con 24+ b+ ¢ = L. Igual que antes,

ly = apa + Bub + yuc

donde «;, + By + v» = 1 De la naturaleza de estas expresiones se comprueba nuevamente que

U g g o L
n—00 2’ n—%ﬂoﬁn o nglgo,)/n T4

Como ejemplo practico hemos calculado el valor

1 — 20154 + 1058b + 1013¢
4096
Aqui
2025 1
12 m E
1058 1
P2 = 1006 ~ 1
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y
1013 1

M2 = 4006 ~ 3

Es decir 1 1 1 2a+ b+ L
a C
ha~gatgbtge=—71—=3

como buena aproximacion.

1.6. A vueltas con el circulo

Uniendo los dos resultados de secciones anteriores, nos encontramos en condiciones de dar
una prueba alternativa al problema de Zenodoro. En efecto, sean

P, P,,...P,

los n vértices de un poligono inscrito en una circunferencia. Denotemos por s; el arco de circun-
ferencia entre P; y Pi1q,coni =1,2,...n — 1. s, serd el arco P, P;. No es restrictivo suponer que
los arcos estdn dispuestos en orden decreciente a sus longitudes, aunque no es algo realmente
necesario. Si no es asi siempre podemos encontrar un poligono regular de la misma area, con
los arcos dispuestos de este modo. Sea s es el arco con mayor longitud tal como se muestra en
la figura 20.

P,

P,

Py
P, b

P

P4 P4

Ps Py Ps P,
Pn,] Pn—1
Figura 20. Se desplaza el punto P, a la bisectriz del arco P P3 para mejorar la superficie del poligono.

Consideremos el arco P; P;. Desplazamos el punto P, que lo contiene, hasta hacerlo coincidir
con la bisectriz del arco de longitud s; 4 s. Por los resultados anteriores sabemos que este
nuevo poligono encierra un drea mayor que el anterior. Pasamos al punto P; y lo situamos
en la bisectriz del arco formado por el nuevo punto P, y P4. Vamos pasando por cada punto,
repitiendo el proceso sobre la nueva configuracién obtenida.

De este modo creamos una nueva sucesion de segmentos de arco que cumplen la propiedad
dada en la seccién anterior. De hecho obedecen al mismo principio de construccién. En este caso

s1+sy+---+s,=L=2m

Sus amplitudes van aproximandose al valor
271
n

esto es, los puntos P; se van situando cada vez més cerca de los vértices de un poligono regular,
que es la solucién 6ptima del problema. Y esta figura serd la que encierre mayor drea, porque
cada poligono aumenta la superficie del anterior y estd acotada por el drea del circulo.
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P
Py

Pn,] Pn—1

Figura 21. Movemos el punto P3 hasta maximizar el drea del cuadrildtero OPyP3Py.

p, P,

Py

Py Py

Figura 22. Repetimos el proceso moviendo Pj.

2. El triangulo 6rtico como un problema de minimos

Antes de considerar nuestro principal teorema, veamos un problema muy sencillo que con-
cierne a las leyes de reflexién de la luz. Es sabido que si un rayo de luz que parte de un punto
A choca con un espejo, es reflejado en direccién B de forma que el dngulo de incidencia y de
reflexién son iguales (figura 24).

En esencia, este fenémeno 6ptico es consecuencia del principio del tiempo minimo de Fermat,
que afirma que la luz siempre emplea el menor tiempo en viajar entre dos puntos (a velocidad
constante, esto también implica el recorrido de menor distancia).

Vamos a demostrar que en efecto, la trayectoria ADB que sigue el rayo es la mas corta de
todas las posibles trayectorias que, tocando el espejo, vayan de A a B. Este es el mismo camino
que seguirfa un barco que tuviera que ir del lugar A al B tocando un punto de la orilla en el
trayecto. No entraremos ahora en la cuestiéon de por qué un rayo de luz tiene capacidad para
escoger del mismo modo que lo haria el piloto del barco. Lo tinico que demostraremos es el
hecho puramente matemético de que:

la trayectoria ADB con dngulos de reflexion e incidencia iguales es mds corta que cualquier otra
trayectoria ACB.

Este problema se conoce como el problema de Herén, llamado asi en honor a Herdn de Alejan-
dria (siglo I a.C.). La demostracién depende de un recurso que desde el punto de vista matema-
tico parece muy artificial, pero muy natural desde el punto de vista de la éptica.

Consideremos A’ el simétrico de A respecto de la recta que determina la superficie del es-
pejo. Resulta claro que la longitud del camino ACB es el mismo que A’CB, por una cuestion de
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P,

P Py

P,
4 P,

P

P6 n—1

Figura 23. Cuando el niimero de iteraciones es elevado los puntos se distribuyen en los vértices de un poligono regular.

Figura 24. La ley de la reflexion es consecuencia del comportamiento geométrico de la luz.

Normal

Figura 25. La trayectoria de ACB es una linea quebrada.

simetria: |A’C| = |AC|. Ademas
|A'D| = |AD|, |A’E| = |AE]

Por tanto los tridngulos EDA y EDA’ son iguales. Segin nuestra hipétesis tenemos que el 4n-
gulo EDA es igual al angulo CDB y consecuentemente los dngulos CDB y ED A’ son iguales al
ser opuestos por el vértice, es decir, que A’DB es una linea recta.

Entonces la longitud de las trayectorias ADB y A’DB, asi como ACB y A’CB son iguales.
Puesto que A’DB es una linea recta es mds corta que la trayectoria A’CB, ya que en geometria
euclidea, la distancia més corta entre dos puntos es siempre la linea recta.
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Figura 26. La trayectoria de ACB es una linea quebrada.

Una aplicacién practica de este resultado la podemos encontrar en el siguiente problema:
imaginemos que dos ciudades A y B se encuentran situadas a un mismo lado de un rio r. Se
quiere construir una fuente a la orilla del rio de manera que abastezca de agua a las dos ciuda-
des. Por cuestiones de economia se debe procurar que la suma de distancias a los dos pueblos
sea la minima posible. ;En qué punto sobre la orilla debemos situar dicha fuente?

A

A

Fu%\

B’

Figura 27. La trayectoria de ADB’' debe ser una linea recta.

La respuesta la tenemos en las consideraciones previas. Basta con determinar B, el punto
simétrico de B respecto de la linea del rio, y determinar el punto de interseccién de la recta
AB' con dicha linea. Exactamente ese punto es el que minimiza la suma de distancias, ya que
cualquier otro punto proporcionara una linea quebrada de longitud mayor.

2.1. Eltridngulo értico

Dado un triangulo ABC se llama fridngulo drtico aquel que tiene por vértices los pies de las
alturas del triangulo.

Este tridngulo tiene interesantes propiedades. La primera de ellas tiene que ver con los an-
gulos interiores que se forman. Podemos afirmar que los dangulos AFG y CFE son iguales (como
ocurre en las leyes de reflexién). No solo éso. Todos los dngulos marcados en el mismo color en
la figura 29 son iguales.

La demostracion de este hecho se basa en tres teoremas bdsicos de geometria plana: El teo-
rema de Tales, que afirma que todo angulo inscrito en un semicirculo es recto; que los dngulos
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B
A
E

Figura 28. El tridngulo értico inscrito a ABC.

C

olvs)

F

Figura 29. Propiedad de los dngulos del tridngulo drtico.

que interceptan un mismo arco son iguales; que las alturas de un tridngulo se encuentran en un
punto (H). Empleando éstos, podemos observar lo siguiente:

Sea H el ortocentro del tridngulo ABC. Comprobamos que el circulo con didmetro AH pasa
pasa por Gy F, y que el circulo con didmetro CH pasa por los puntos E y F. Ademds, el dngulo
AFG intercepta al arco AG, como también lo hace el angulo AHG. Por consiguiente estos dos
angulos son iguales. De la misma manera vemos que los dngulos CFE Y CHE son también
iguales. Pero los dngulos AHG y CHE son opuestos por el vértice y por tanto también son
iguales. Tenemos entonces que el angulo AFG = angulo CFE.

En particular los triangulos EFC, FGA, GEB son semejantes entre si y semejantes al tridngulo
ABC.

Otra consecuencia es que las alturas del triangulo AABC son las bisectrices interiores de
su tridngulo o6rtico (y los lados de AABC las exteriores) y por tanto el ortocentro del tridngulo
ABC es el incentro de su tridngulo 6rtico. Esta propiedad fue descubierta por Giovanni Francesco
Fagnano.
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Figura 30. Demostracién de la propiedad de dngulos.

2.2. El teorema de Fagnano

Podemos ahora comenzar con nuestro problema central:

Dado un tridngulo acutingulo ABC, inscribir en él otro tridngulo PQR con el menor perimetro
posible.

Afirmamos que el tridngulo 6rtico EFG, cuyos vértices son los pies de las alturas del tridn-
gulo ABC, tiene un perimetro menor que cualquier otro inscrito POR.

La primera demostracién que vamos a dar se debe a A.H. Schwarz. A pesar de ser un pro-
blema matematico de orden relativamente menor, nos muestra la forma en que el genio de este
gran matemdtico se manifiesta en trabajos relativamente triviales o extremadamente importan-
tes. La demostracién hace un ingenioso uso del concepto de simetria. En efecto partimos del
triangulo ABC, y realizamos su reflexién respecto de la recta BC.

B

A ) C
Figura 31. Realizamos seis simetrias consecutivas del tridngulo ABC.

El tridangulo reflejado A’BC lo reflejamos en su lado CA’. Luego en C'A”, y asi sucesivamen-
te hasta llegar a A”B” en un total de seis reflexiones. Primeramente demostraremos el hecho
evidente de que la posicién final A”B”C" es la misma posicién inicial ABC, trasladada para-
lelamente a si misma sin girar. Las dos primeras reflexiones llevan ABC a la tercera posicién
A’B'C. Este movimiento podria haberse efectuado sin reflejar el tridngulo y sin levantarlo de su
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plano, simplemente haciéndolo girar en un d&ngulo 2C alrededor del punto C en el sentido de las
agujas del reloj. De la misma forma, el movimiento de la tercera a la quinta posicién podria ha-
berse efectuado por un giro en sentido de las agujas del reloj de dngulo 2B, alrededor del punto
B’. Finalmente, el giro en la misma direcciéon de un angulo 2A alrededor de A” proporcionaria
la séptima o tltima posicién. En total, el tridngulo ha efectuado una rotaciéon completa de un
angulo

2A+2B+2C=2(A+B+C) =27

puesto que la suma de los dngulos de un tridngulo es un dngulo llano. Por tanto la posicién
final del tridngulo que es reflejado el ultimo tiene la misma orientacién que el inicial, ha sido
simplemente movido, pero queda paralelo a si mismo. En consecuencia, BC es paralelo a B"C".

Observemos ahora las distintas posiciones que asumen el tridngulo 6rtico EFG (en rojo en
el dibujo) y un tridngulo inscrito cualquiera de vértices PQR (en verde en el dibujo). Esto se
muestra en la figura 32. Segtin nuestro postulado sobre el tridngulo értico, observamos de in-
mediato que la segunda posiciéon de EG forma una linea recta con la primera posicién de FE.
De la misma manera, un lado del tridngulo 6rtico quedard siempre a continuacién de esta linea
en sucesivas posiciones. Luego la recta EE’ esta formada por seis segmentos 2 iguales a FG, 2 a
GE y 2 a EF; esto quiere decir que es igual al doble del perimetro del tridngulo értico.

Figura 32. La linea roja EE' mide exactamente dos veces el perimetro del tridngulo értico EFG.

Trazando las posiciones asumidas por el tridngulo arbitrario PQR de la misma forma, encon-
tramos una linea poligonal (en verde en el dibujo) que une Q con Q’, y por tanto también sera
igual al doble del perimetro del tridngulo PQR. Los segmentos EQ y E'Q’ son paralelos por es-
tar sobre BC 'y B”C"”. Son también iguales por ser segmentos correspondientes en dos posiciones
del triangulo ABC. Entonces por un teorema de geometria plana EE'QQ’ es un paralelogramo,
y consecuentemente sus otros dos lados son iguales, esto es,

EE' = QQ'

Por consiguiente QQ’ es también igual al doble del perimetro del tridngulo 6rtico. La linea recta
que une estos puntos es mas corta que la linea en zig-zag, (en verde en el dibujo) que une los
mismos puntos, siendo esta poligonal el doble del perimetro del tridngulo arbitario PQR. Por
tanto, el perimetro del tridngulo értico es menor que el perimetro de PQR, exactamente lo que
queriamos demostrar.

Esta demostracion es de este tipo de demostraciones matemaéticas en las que la idea esencial
de la prueba puede reconocerse en una ojeada. Sencillamente genial.
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2.3. Laprueba de Féjer

La demostracién realizada previamente, depende basicamente del hecho de ser la linea rec-
ta la distancia mds corta entre dos puntos, y emplea la idea de reflexién (simetria axial) de una
figura respecto de una recta. Estos dos principios son también la base de una segunda demos-
tracién, quizds mds conocida, y que muestra la elegancia de los razonamientos geométricos.
La prueba que ofrecemos a continuacion fue formulada por L. Féjer, que la descubrié siendo
estudiante y gan6 por ello una consideracién especial por parte de H.A.Schwarz.

Consideremos un tridngulo acutdngulo ABC y un tridngulo arbitrario PQR inscrito. Supon-
gamos que P se encuentra sobre el lado BC (figura 33). Reflejamos este punto respecto de los
otros dos lados del tridngulo, AC y AB, y denominemos P’y P” a las dos imagenes. Por simetria
los segmentos PQ y QP’ son iguales, y del mismo modo PRy RP”. El perimetro del tridngulo
PQR es por tanto igual a la longitud de la trayectoria P’QRP".

Figura 33. El perimetro del tridngulo PQR es igual a la longitud de la trayectoria P'QRP".

Si fijamos un punto P y movemos los otros dos puntos Q y R, los puntos reflejados de
P tampoco varian de posicion. La longitud de la linea poligonal P’QRP” es siempre igual al
perimetro del tridngulo inscrito. El camino més corto entre P’ y P” es la linea recta. Por tanto, el
segmento de recta P'P” es el menor perimetro posible para un tridngulo inscrito con un vértice
fijo en P. Este tridngulo minimo lo llamaremos T, tal y como se muestra en la figura 34.

Figura 34. El tridngulo T es un tridngulo de perfmetro minimo.

Una vez hallado el tridngulo T de minimo perimetro, con vértice en P, necesitamos comparar
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los distintos tridngulos minimos que se obtienen al mover el punto P sobre el segmento BC, y
tomar aquel como solucién a nuestro problema. Determinaremos la posicién de P para que
el segmento P'P” sea lo mds pequefio posible. Para ello primero observamos que el tridngulo
AP'P" es isosceles, con AP’ = AP".

Figura 35. El tridngulo AP'P" es isésceles y AP = AP’ = AP".

De hecho estos segmentos son imédgenes simétricas del mismo segmento AP y por tanto son
iguales a éste. Aunque la longitud de estos lados depende de la posicién de P sobre el segmento
BC, el valor del angulo P” AP’ no depende de la posicién de P. Este dngulo estd completamente
determinado por el tridngulo original ABC, y nada mas ya que, debido a las simetrias, tenemos
las siguientes relaciones para los angulos de la figura:

PAB = P"AB, PAC = P'AC

De donde se sigue que
P"AP = 2PAB, P'AP = 2PAC

Por tanto
P"AP' = P"AP 4+ P'AP = 2(PAB+ PAC) = 2BAC

lo cual demuestra nuestra afirmacion en relacion al angulo P”AP’. En el triangulo isosceles
AP'P" queremos hacer la base P'P” 1o menor posible. Puesto que el &ngulo en A no depende de
P, todos estos tridngulos, para diferentes posiciones de P, tienen el mismo dngulo en el vértice.
De todos ellos el que tenga la base menor también tendrd menores lados, y menor perimetro.
O de igual modo los que tengan los menores lados, tendrdn menor perimetro. Sabemos que los
lados AP' = AP"” = AP, por consiguiente debemos buscar P para que la distancia AP sea la
menor posible. Sabemos que esto sucede cuando P es el pie de la perpendicular al segmento
trazado desde A, donde se alcanza la menor distancia de un punto a una recta. Consecuente-
mente debemos disponer el punto P de manera que AP sea la altura del tridngulo ABC trazado
desde A.

Construyamos ahora el tridngulo EFG de menor perimetro (figura 36). Sea E el pie de la
perpendicular trazada desde A sobre el lado BC. Si E' y E” son las imédgenes simétricas de
E respecto de los lados AC y AB, entonces E'E” es la longitud del perimetro menor de un
triangulo inscrito. Los puntos F y G, puntos de corte de esta linea con los lados AC y AB, son
los otros dos vértices de este tridngulo minimo.

Si reflexionamos un poco sobre lo que hemos hecho, vemos que todo tridngulo inscrito POR,
distinto de EFG, debe tener un perimetro mayor. Por que si P es distinto de E, el segmento P’ P”
es mayor que E'E”, y el perimetro de PQR es mayor o igual a E'E”. Si P y E coinciden, en tal
caso o bien sélo el punto Q, o éste y el punto R difieren de los puntos F y G, y la trayectoria
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Figura 36. El tridngulo EFG es el tridngulo de perimetro minimo.

E’QRE" diferira de la recta E'FGE". En ambos casos, entonces, el perimetro de PQR sera mayor
que el perimetro de EFG.

Estas consideraciones prueban que el problema de encontrar un tridngulo inscrito con el
menor perimetro posible tiene una sola solucién. Nos serviremos del cardcter tinico de esta
solucién. Al construir un tridngulo minimo no aplicamos el mismo método a los tres vértices.
El vértice E es el pie de la altura trazada desde A, pero obtuvimos los otros dos por medios
que nada tienen que ver con las alturas relativas a los otros dos puntos. De hecho podriamos
haber llevado nuestro razonamiento comenzando con el vértice B en lugar de A. Habriamos
obtenido en tal caso un tridngulo minimo cuyo vértice F seria el pie de la altura trazada desde
B. Anélogo tratamiento podriamos argumentar con el punto C. Considerando que sélo hay un
tridangulo minimo, estas construcciones, comenzadas a partir de cualquier otro vértice tiene que
coincidir exactamente con el mismo tridngulo EFG obtenido. Y por tanto los tres vértices de
nuestro tridngulo minimal son precisamente los pies de las perpendiculares trazadas desde el
vértice opuesto. Esto es, se trata del triangulo 6rtico.

La demostracién proporcionada por Schwarz necesitaba utilizar la propiedad de dngulos del
tridngulo 6rtico, junto con otras consideraciones, mientras que en este caso solo hemos utilizado
ciertos teoremas relacionados con el circulo. La ventaja de la demostracién de Fejér frente a la
de Schwarz es que no emplea otros principios que los relacionados con la distancia més corta y
la reflexién. Ademds esta demostracion se caracteriza por no utilizar méds que dos reflexiones,
mientras que la de Schwarz emplea seis.

Vamos a finalizar esta seccién con un ejemplo mads que ilustra la estrecha relacién entre un
problemas de 6ptimos y las simetrias. Es una especie de reciproco del teorema de Fagnano, que
dice asi:

En todo tridngulo acutdngulo hay un iinico punto en que la suma de distancias a los tres vértices es
un minimo. Este punto estd situado de forma que las lineas que lo unen a los tres vértices forman entre si
dngulos de 120°.

Este teorema fue demostrado por L. Schruttka por un método que fue sugerido por analogia
con la demostracién de Schwarz sobre el tridngulo értico. Nosotros veremos una demostracion
mucho mads breve, debida a Biickner.

Sea P un punto arbitrario tomado en el tridngulo acutdngulo ABC. Hacemos girar el tridn-
gulo ACP 60° alrededor del unto A hasta tomar la posicion AC'P’. Este giro debe realizarse de
forma que AC gire fuera del tridngulo de manera que quede finalmente la linea AC entre ABy
AC' (figura 38).

Tenemos entonces que C'P’ = CPy PP! = AP, porque el tridngulo APP’ no sélo es isosceles
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Suma de distancias:
|AP| + |BP| 4 |CP| = 11,65

132,82°

A B

Figura 37. En este ejemplo la suma de distancias del punto P a los vértices no es un minimo.

Figura 38. El tridngulo APP’ es equildtero.

sino equildtero. Por consiguiente la trayectoria BPP'C representa la suma de distancias desde P a
los tres vértices A,B,C. El punto C’ es independiente de la posicién de P. Todas las trayectorias
correspondientes a las varias posiciones de P unen los puntos By C'. La mas corta de éstas es
una vez mads la linea recta que une a estos puntos (figura 39). Por tanto para que el camino sea
minimo el punto Py debe estar en la linea BC’, y su posiciéon queda totalmente determinada por
el hecho de ser el dngulo APyC’ de 60°.

El angulo suplementario APyB es por esta razén de 120°. La construccién demuestra que
puede existir un tinico punto de minimo en Py. Consecuentemente, la misma contruccién, sus-
tituyendo A por cualquiera de los otros dos vértices conducird al mismo punto Py, y por consi-
guiente los angulos BPyC, CPyA, serdn también de 120°.

3. Consideraciones finales

Los resultados anteriores dan muestra fiel que los problemas geométricos de determinar
maximos o minimos utilizan frecuentemente dos postulados basicos en geometria: la existen-
cia de la linea recta como distancia mds corta entre dos puntos, y la nociéon de simetria axial.
Observar que cualquier rotacién es producto de simetrias. Incluso el problema isoperimétrico,
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Figura 39. El punto Py buscado esta en la linea BC'.

que no hemos abordado aqui en toda su extensién, requiere en su demostracién propiedades
ciertamente relacionadas con la simetria de figuras convexas.

Un anélisis mds profundo de estos problemas, nos permite reflexionar sobre cémo es el com-
portamiento de los fenémenos naturales. En Fisica, existe el principio de minima accién, segin
el cual, los sistemas evolucionan siempre hacia un estado de méxima estabilidad o minima
energia. Esto explica muchisimos fenémenos fisicos. En cambio, llegando un poco maés all4, nos
preguntamos si realmente el principio de minima accion, no sea sino una consecuencia de otro
principio, si cabe mds natural, y de naturaleza puramente geométrica. De este modo podriamos
aventuarnos a establecer el siguiente principio, que llamaremos principio de simetria natural

De todas las configuraciones posibles de un sistema fisico, la Naturaleza escoge aquella que encierra
mayor niimero de simetrias.

Bajo los principios de homegeneidad e isotropia del espacio, resulta claro que, si no hay
direcciones privilegiadas, la configuracién evoluciona del modo mds simétrico. De ahi que la
forma que adopta una estrella, un planeta, o un sistema de particulas libre, sea aquel que en-
cierre el mayor ntimero de simetrias. La figura plana con mayor simetrias es el circulo, en el
espacio la esfera y en dimensiones superiores esferas n-dimensionales, cuyas propiedades son
bien conocidas por los matematicos.

Figura 40. El principio cosmoldgico del Universo dota a sus puntos de homogeneidad e isotropia.
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Resumen

Ante la ocurrencia simultdnea de eventos que consideramos muy poco probables, que
llamamos coincidencia, todos quedamos sorprendidos. Sin embargo, la bisqueda de expli-
cacién para la ocurrencia de una coincidencia puede hacerse por diferentes enfoques. Desde
el punto de vista de Diaconis y Mosteller, las coincidencias no son tan raras como creemos.
La paradoja del cumpleafios ilustra la idea de que algo muy improbable desde el punto de
vista individual, puedeocurrir un considerable nimero de veces, en general. Para ilustrar la
validez de esta paradoja usaremos los cumplearfios de las listas de los escuadrones oficiales
de la Copa del Mundo FIFA 2014.

Palabras Clave: Coincidencias, paradoja del cumpleafios, probabilidad, Copa del Mundo de
la FIFA de 2014.

Abstract

Considering the simultaneous occurrence of events that we consider highly improbable,
the so called coincidences, we all get surprised. However the search for the explanation of this
occurrence can be made by different approaches. From the standpoint of Diaconis and Mos-
teller, coincidences are not as unusual as we think. The birthday paradox illustrates the idea
that something highly improbable from the individual point of view may, however, occur a
considerable amount of times in general. To illustrate the validity of this paradox we will use
the birthdays from FIFA’s official squad lists of 2014 World Cup.

Keywords: Coincidences, Birthday paradox, probability, 2014 FIFA World Cup.
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1. Introduction

The perception that the simultaneous occurrence of certain events is almost impossible ma-
kes it be seen as something extraordinary, what we call coincidence. Before the surprise that the
occurrence of this phenomenon creates and the difficulty in understanding it, there is a need
to provide an explanation for it. This explanation may lie in mystical arguments, associated to
some conspiracy theory, in synchronicity theory or using other approaches.

Although, for each one of us individually, a coincidence is seen as something extraordinary,
considering a large number of events, extremely improbable coincidences will have high pro-
bability to occur (Diaconis and Mosteller, 1999). The probability theory allows us to determine
the probability of these coincidences to occur.

If coincidences of birthday dates are much more common that we would think, then pro-
bably many of those other coincidences we are faced up, are much easier to happen than we
suppose and aren’t not that much extraordinary.

2. Coincidences

The small probability with which certain events happen simultaneously makes this occu-
rrence to be seen as something extraordinary. We call it coincidence. Diaconis and Mosteller
(1989) define coincidence as “a surprising concurrence of events, perceived as meaningfully
related, with no apparent causal connection”.

Nowadays, as always, the fascination for coincidences is high. Although there is not an
accepted universal explanation, numerous scientists and researchers have suggested several
theories.

Carl Jung, XX century, psychiatrist, tried to discover the reason for the existence of coinci-
dences having created the synchronicity theory, in which the coincidence of facts in space and
time was seen as something more than purely random, proposing the existence of a link bet-
ween psychic and physical events.Despite the difficulty to prove this link, Jung’s theory still has
followers today. For example, Chopra, D. (2003), claim that “coincidences are not accidents but
signals from the universe which can guide us toward our true destiny”.

Amongst the ones that adopted a more skeptical vision, the attribution of meaning to coin-
cidences is totally due to human nature itself. One of the explanations presented to the great
relevance we attribute to coincidences is the apophenia, i.e., predisposal of our mind to try to
identify connections and patterns in random data or meaningless. Another possible explana-
tion, named egocentric bias, was given by Falk (1989), showing that the perception that somet-
hing extraordinary occurred is highlighted when there is personal involvement in that event,
having the predisposition to consider it subjectively less likely to occur than if it had happened
to someone else.

In reality, events, that from an individual point of view are very slightly probable, occur with
high frequency when a large number of people is involved. As Diaconis and Mosteller (1989)
state in their law of truly large numbers:

“With a large enough sample, any outrageous thing is likely to happen.”

Let’s suppose that an incredible coincidence happens per day to one person in a million. In a
country like Portugal, with about 10.5 million people, in a year there will occur 3832 incredible
coincidences. In the whole world, considering a population of 7 billion people, there will occur,
annually, over two million and a half incredible coincidences.
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The fact that we don’t acknowledge the high number of opportunities for coincidences that
day to day life provides, together with the incapacity of estimating the probability for the oc-
currence of these events, leads us to underestimate the probability for the occurrence of coinci-
dences.

3. The Birthday Paradox

In contrast to what happens in some branches of Mathematics, the Probability Theory is
fraught with problems that are easily understood by everyone, due to its close connection to
everyday phenomena. This deceptive simplicity makes that, when facing a problem involving
probabilities associated with a familiar phenomenon, the proposed solutions are supported only
by common sense and intuition. However, these problems often mask a complex reasoning
leading to counterintuitive results.

One of the most famous problems whose result has a difficult intuitive acceptance is the
“birthday paradox”. Although the “birthday paradox” is not a true mathematical paradox, often
takes this designation (see Székely, 1986) because it gives a surprising response, contrary to what
common sense would indicate.

Since it have been proposed by Richard von Mises, in 1939, the birthday paradox has oc-
curred frequently in the literature under different perspectives considering, for example, non-
uniform birth frequencies (see Joag-Dev and Proschan , 1992; Mase, 1992; Henze, 1998; Camarri
and Pitman, 2000) or generalizations (see Székely, 1986; Nishimura and Sibuya, 1988; Flajolet et
al.,, 1992; Polley, 2005; McDonald, 2008). Among the different applications of the birthday pa-
radox we can detach cryptography (e.g. Suzuki et al. 2008; Galbraith and Holmes, 2010) and
forensic sciences (e.g. Weir, 2007: Kaye, 2012; Obasogie, O.K., 2013).

In the statement of this problem is asked:

“How many people should be in a room so that the probability of two of them celebrate their
birthday on the same day exceeds 50 %?”

This is the simplest version, based on the assumptions that a year has 365 days (ignoring
the existence of leap years), birthdays are independent from person to person and that the 365
possible birthdays are equally likely. (see Feller, 1968).

As there are 365 possible dates for birthdays, we have the (correct) perception, that is very
unlikely to find someone with the same birthday as us. Whereas the distribution of birthdays
is uniform, randomly choosing a person, the probability of that person celebrating the birthday
on the same day that another person is %, this is, there is only one day, among 365 days of the
year, in which the birthday dates may coincide. Therefore, the probability of two people have
the same birthday is extremely low, % = 0,0027 = 0,27 %. Even if one person compare his
birthday with 20 people, the probability of match remains relatively low, about 5 %.

As a matter of fact, the question is not about the probability of a certain person of the group
having the same birthday date than one other person picked randomly, but the probability of
some of the persons of the group having a common birthday date with any other person of
that group. The detail that makes all the difference in this problem is the fact that in a group of
people each one of them can check with each one of the others if their birthdays coincide.
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4. Solving the Birthday Paradox

Trying to find, in a group of k persons, at least one person with the same birthday as another
can be seen as a case of sampling without replacement, Parzen (1960).

Let py be the probability that, in a group of k persons, at least one person have the same
birthday date than another, and g = 1 — pi the probability that all k persons have different
birthdays.

Let us suppose the group has only two persons, this is, k = 2. The first person can have his
birthday on any of the 365 days of the year and the second one can have his birthday on any of
the remaining 364 days. The probability that these two persons do not have the same birthday

1S

364

If we add one more person to the group, this third person cannot share the birthday with
any of the other two, in order to, all three, have different birthdays. For the third person there
are 363 available days, so the probability that three persons do not have the same birthday is

1 2 364 363
Ta = (1‘ %) (1‘ %) = (%) (%) =099

Generalizing this for a group of k persons, the probability that all k persons have different
birthdays is

o = <1_L> <1_i> (1_’“_1) _ (@) (@) <M> _
365 365 365 365 ) \ 365 365
_ 364! B 365!
~ 365K-1(365 —k)!  365K(365 —k)!

To have py larger than 50 %, gx must be less than 50 %. Then, we have to find the value of k,
for which the probability, gy, that all k persons have different birthdays, is less than 50 %. Using
Microsoft Excel (or any other similar program), to calculate the corresponding probability for
k =2,3,4,...onwards until you can get a value for pj larger than 0, 5, we find k = 23 ( see Table
1).

Table 1. qi and py values.

Tk Pk k Jk P
0,997 | 0,003 21 | 0,556 | 0,444

k
2
3 10992 | 0,008 22 1 0,524 | 0476
4
5

0,984 | 0,016 23 | 0,493 | 0,507
0,973 | 0,027 30 | 0,294 | 0,706
10 | 0,883 | 0,117 50 | 0,030 | 0,97
20 | 0,589 | 0,411 57 | 0,010 | 0,99

As we can see on Table 1 or in Graph 1, the first value for which the probability py is larger
than 0,5 is 23.

So, if there are 23 persons in a room, the probability of, at least, two of them share the birth-
day is a little more than 50 %. With 50 persons this probability increases to 97 %, and with “only”
57 persons the probability is 99 %.
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Graph 1. py values for 2 < k < 60.

5. A curious illustration: The birthday paradox in 2014 FIFA’s
world cup

To test the birthday paradox we used the birthdays from FIFA’s official squad lists of 2014
World Cup.

In this World Cup, 32 squads were in competition, each team with 23 players. The birthday
paradox states that a group of 23 people the probability of two of them celebrate their birthday
on the same day is approximately 50 %. Then, we expect that about half of these teams have at
least a couple of players to celebrate their birthday on the same day.

Based on the biographical data of the players available on the FIFA website, we found that
there are 11 squads(Australia, United States of America, Cameroon, Bosnia and Herzegovina,
Russia, Nigeria, Spain, Colombia, Netherlands, Brazil and Honduras) with one pair of players
celebrating the birthday on the same day, and 5 teams (Iran, France, Argentina, South Korea
and Switzerland) with two pairs of players with the same birthday.

Since 16 of the 32 teams have shared birthdays, the Birthday Paradox is confirmed!
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Resumen

Un contraejemplo es un ejemplo que prueba la falsedad de un enunciado. Cuando se quie-
re demostrar la falsedad de una afirmacién es suficiente con encontrar un ejemplo que incum-
pla la afirmacién.

Un teorema necesita a menudo de varias hipétesis, para comprender como funcionan es
importante estar convencido de la necesidad de cada una de ellas. En este articulo hacemos
un recorrido por algunas propiedades y teoremas mateméticos viendo la necesidad de todas
las hipotesis.

Palabras Clave: contraejemplos, 16gica, conjuntos, grupos, anillos, niimeros reales, sucesio-
nes, funciones, probabilidad.

Abstract

A counterexample is an example that proves the falsehood of a terms of reference. When
the falsehood of an affirmation wants to be demonstrated it is sufficient in spite of finding an
example that breaks the affirmation.

A theorem needs often from several hypotheses, to understand since they work it is impor-
tant to be sure of the need of each one of them. In this article we do a tour for some properties
and mathematical theorems seeing the need of all the hypotheses.

Keywords: counterexamples, logic, sets, groups, rings, royal numbers, successions, functions,
probability.

1. Introduccion

Un contraejemplo es la excepcién que confirma la regla. Los contraejemplos juegan un papel
clave para la comprension de las matematicas.

Un teorema es vélido en todos los casos en que las hipétesis impuestas en el enunciado se
verifican. La negaciéon de un enunciado, es decir la afirmacién que es falso, se demuestra por
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la existencia de un caso en el que se verifican las hipétesis, son verdaderas, sin que lo sea la
conclusion. La justificacién matematica de la falsedad de un enunciado se consigue mediante
un contraejemplo.

En la mayoria de los casos un teorema necesita varias hipétesis, para comprenderlo es im-
portante estar convencido de la necesidad de cada una de ellas. Se debe tratar de demostrar que
el enunciado obtenido suprimiendo una de las hipétesis es falso.

Algunos conceptos, cuando se estudian por primera vez, dan la impresién que un resultado
debe ser verdadero, por ejemplo, toda funcién continua en cero es continua en un entorno de
cero; si esto ocurre es porque la idea intuitiva es errénea, el dar algunos contraejemplos a esas
ideas preconcebidas ayuda a rectificar esa mala intuicién.

2. Logica, conjuntos, aritmética

La légica matemadtica comienza con la obra de George Boole “The Mathematical Andlisis of
Logic” (El Analisis Matematico de la Légica) publicado en 1847. El libro es lo bastante diferente
de lo hasta entonces realizado como para considerarlo el nacimiento de una nueva teorfa (Teoria
de la Logica Matemadtica) y no como un paso mads en el desarrollo de una antigua.

George Boole (1815 -1864), de formacién autodidacta, redacté su libro en solo unas semanas
en la primavera de 1847, con 31 afios. Es una obra que ofrece una légica basada en la matematica,
sobre todo en el dlgebra, cuyas ideas capitales son la de clase, elemento de clase, y operaciones
de selecciéon de elementos de clase y su teorfa estd constituida por el uso de ecuaciones.

La validez de los procesos del Andlisis Matemdtico no depende de la lectura o interpretacién
de los signos en él utilizados, sino solamente de las leyes que gobiernan los posibles modos de
unién de esos signos.

El 4lgebra de Boole es una sola teoria pero tiene, al menos, dos sistemas de lectura, uno que
lo pone en relacién con clases y otro que lo pone en relacién con enunciados.

La teorfa de conjuntos formaliza, en torno a 1900 bajo el impulso de Cantor y Dedekind, la
légica matemaética y la convierte en una rama maés de la matematica.

Los matemaéticos se apoyan en particular en la 16gica de predicados de primer orden, cons-
truida con la ayuda de conectores proposicionales “no”, “y”, “o”, “implica”, “equivalente”, de
variables x,y,z. .., de proposiciones, de predicados P(x), Q(x,y) ... y de los cuantificadores

universal V y existencial 3.

Si se usan cuantificadores en un texto, su manejo debe hacerse con cuidado. Asi, la proposi-
cién Vx3y (P(x,y)) puede ser verdadera mientras que 3yVx (P(x,y)), obtenida intercambiando
los cuantificadores, es falsa.

Asisi P(x,y) representa la afirmacién: x es menor o igual que y, entonces, para todo ntimero
natural x, si se elige un natural y mayor o igual que x, la afirmacién P(x,y) es verdadera; la
proposicion Vx3y (P(x,y)) es verdadera. En cambio, como en IN no existe un elemento médximo,
la afirmacién JyVx (P(x,y)), es falsa.

Observemos que si JyVx (P(x,y)), es valida, entonces Vx3y (P(x,y)) también lo es, es de-
cir, la implicacién 3yVx (P(x,y)) = Vx3y (P(x,y)), es universalmente valida. Intuitivamente
podemos ver que en el término de la izquierda, y no depende de x mientras que en el de la de-
recha puede hacerlo; la condicién es menos fuerte. Este es el motivo por el que hay que utilizar
cuantificadores de distinta naturaleza para pasar de la continuidad a la continuidad uniforme.

1 “u_

Los conectores “y” y “0” se simbolizan respectivamente por A y V. De este modo las pro-
posiciones Vx(P(x) A Q(x)) y ¥x(P(x)) A Vx(Q(x)) son equivalentes, de la misma forma que
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Ix(P(x) VQ(x))yIx(P(x)) VIx(Q(x)).No ocurre lo mismo con Vx(P(x) V Q(x)) y Vx(P(x)) V
Vx(Q(x)) pues la primera puede ser verdadera y la segunda falsa.

Tomando IN como conjunto de referencia y representamos por P(x), para todo natural x, la
afirmacién: x es par, y por Q(x) la proposicion: x es impar. Entonces Vx(P(x) V Q(x)) expre-
sa que todo nimero natural es par o impar, lo que es verdadero; por el contrario Vx(P(x)) V
Vx(Q(x)) expresa que son todos los naturales pares o todos los naturales impares, lo cual es
falso.

De la misma forma 3x(P(x) A 3x(Q(x)) puede ser verdadera sin serlo 3x(P(x) A Q(x)). En
efecto, usando las mismas hipoétesis anteriores, 3x(P(x) A 3x(Q(x)) expresa que al menos existe
un nimero natural par y al menos un natural impar, mientras que 3x(P(x) A Q(x)) expresa que
existe simultdneamente un natural par e impar.

3. Teoria de Conjuntos

La Teoria de conjuntos, obra de los matemadticos alemanes George Cantor y Richard De-
dekind, aparece a finales del XIX. En una primera aproximacién, ahora calificada de ingenua,
Cantor define conjunto como “una coleccién en un todo de determinados y distintos objetos de
nuestra percepcion o nuestro pensamiento, llamados los elementos del conjunto”.

En 1903 Bertrand Russel demuestra la inconsistencia de la teoria y cuestiona la definicién
de conjunto en la teoria de Cantor. Pero pronto la teoria axiomatica de Zermello (1908) y los
refinamientos de esta debidos a Fraenkel (1908), Skolem (1923), Von Newman (1925) y otros
sentaron las bases de la teoria actual.

Tras veinte afios de trabajo, en 1902 Gottlob Frege habia terminado el segundo volumen de
sus “Las leyes fundamentales de la aritmética” con el que trataba de dar fundamentacién légica
a las matemadticas a partir de la teoria de conjuntos, terminando de imprimir el libro, Frege
recibi6 una nota de Russel en la que le explicaba que habia encontrado una paradoja a la teoria
de conjuntos. Frege, sin tiempo para més, insert¢ la siguiente nota al final del libro:

“Dificilmente puede haber algo mds indeseable para un cientifico que ver el derrumbe de sus
cimientos justamente cuando la obra estd acabada. La carta del Sr. Bertrand Russell me ha
puesto en esta situacion ..."”

El matematico y filésofo inglés Bertrand Russel (1872 - 1970) contaba asi su paradoja:

“Me parece que una clase a veces es, y a veces no es, un miembro de si misma. La clase de
las cucharitas de té, por ejemplo, no es otra cucharita de té, pero la clase de cosas que no son
cucharitas de té es una de las cosas que no son cucharitas... [esto] me condujo a considerar
las clases que no son miembros de si mismas; y éstas, parecia, debian formar una clase. Me
pregunté si esta clase es o no un miembro de st misma. Si es un miembro de si misma, deberia
poseer las propiedades que definen a dicha clase, que consisten en no ser miembros de st
mismas. Si no es un miembro de sf misma, no debe poseer la propiedad definitoria de la clase,
y por tanto debe ser un miembro de si misma. Ast cada alternativa lleva a su opuesta y existe
una contradiccion.”

Si consideramos el conjunto A = {x |x ¢ X} entonces el objeto A pertenece o no pertenece
al conjunto A.

Si A pertenece a A entonces, por definicién de A, se tiene que A no pertenece a A; si A no
pertenece a A, la misma definicién permite afirmar que A pertenece a A. Asi las dos afirmacio-
nes son simultdneamente verdaderas.
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En definitiva habia descubierto que el conjunto de los conjuntos que no son miembros de si
mismos lleva a una contradiccion.

Lo que Whitehead le dijo a Russell cuando este le conté su descubrimiento es bastante gra-
fico: “nunca habrd otra vez una alegre y confiada masiana”. Si E denota el conjunto de todos los
conjuntos y P(E) el conjunto de las partes de E, entonces P(E) esta incluido en E pero esto con-
tradice el teorema de Cantor que afirma que “si E es un conjunto, no existe inyeccién alguna de P(E)
en E”, es la conocida como paradoja de Cantor.

Para solucionar tales problemas se elaboré una nueva teoria de conjuntos. Es la teorfa de
Zermello — Fraenkel, ZF, llamada asf porque fue concebida por el matematico y l6gico aleman
Ernest Zermello en 1908 — expuesta en sus Investigaciones sobre los fundamentos de la Teoria
de conjuntos — y modificada por el matematico y 16gico israeli Abrahan Fraenkel en 1921 y 1922.
La teoria ZF sirve de fundamento a las matemadticas, pues permite una construcciéon rigurosa
aunque su consistencia, es decir la ausencia de paradojas, no podra probarse como demostré
Kurt Godell en 1931.

Especialmente con vistas a la nocién de cardinal, Georg Cantor utiliza basicamente corres-
pondencias biunivocas entre conjuntos, mientras que Richard Dedekind introduce la nocién de
aplicacién entre conjuntos.

Sabemos que dada una aplicacién f de un conjunto E en un conjunto F, la imagen directa
de un subconjunto A de E por f es el subconjunto f(A) = {f(x) | x € A} de Fy, si M es un
subconjunto de F, la imagen reciproca de M por F es el subconjunto f~! (f(A)) = Z # N de E.

Si Ay B son dos subconjuntos de E, se tiene f(AUB) = f(A) U f(B), pero en general se
tiene soélo la inclusién f(ANB) C f(A) N f(B). Si f es inyectiva la inclusion se transforma en
igualdad.

Considerando la aplicacién f : n — f(n) = |n| de Z en Z y los subconjuntos A = N y
B = —IN de Z. Tendremos ANB = {@} y f(ANB) = {®}. Sin embargo, f(A) = f(B) = N

luego f(A)N f(B) =N, asi f(ANB) # f(A)N f(B).

Sabemos que dados dos subconjuntos A de E y B de F y una aplicacién f de E en F se tienen
las inclusiones A C f~1 (f (A)), f (f "} (B)) C B.La primera serd una igualdad si f es inyectiva
y la segunda si f es sobreyectiva de E en F.

Considerando de nuevo la aplicacion f : n — f(n) = |n| de Zen Z y el subconjunto A = NN,
tendremos f(A) = N = f(Z), por tanto f ! (f(A)) = Z # N, por tanto A # f~1 (f (A)).

Intuitivamente dos conjuntos son equipolentes si tienen “el mismo ntimero de elementos”,
lo que conduce a la nocién de cardinal de un conjunto, desarrollada por Cantor paralelamente
a la nocién de ordinal (los cardinales sirven para contar el nimero de elementos y los ordinales
para numerarlos).

Todos los conjuntos tienen un cardinal que permite establecer que dos conjuntos son equi-
polentes si y s6lo si tienen el mismo cardinal.

Euclides estableci6 que “la parte es siempre mds pequefia que el todo” que, como sabemos,
s6lo es cierto en conjuntos finitos. En un conjunto infinito existe una parte estricta con un mismo
cardinal, es decir, equipolente a él.

Asi, el conjunto P de los niimeros naturales pares es una parte estricta de IN y la aplicacién
f:n — f(n) = 2n una biyeccién de IN sobre P, asi pues N y P son equipolentes. De la misma

forma la aplicacion f : R - R €] —1,1[;...f(x) = %M define una aplicacion biyectiva

entre los nimeros reales y una parte estricta suya: | — 1,1].

El conjunto IN parece tener “menos” elementos que IN2. Sin embargo esta conjetura no es
cierta, ya que ambos conjuntos son equipolentes pues la aplicacién f : N? — IN dada por
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n
f(p,q) = apyq+qgsiendoa, =) @ (cociente exacto) es biyectiva.

i=0
En una carta a Dedekind fechada el 29 de Junio de 1877 Cantor escribe: “je le vois, mais je ne
le crois pas” (“lo veo pero no me lo creo”), refiriéndose a la equipolencia que habia establecido
entre R? y R. Hoy sabemos que todo conjunto infinito es equipolente a su cuadrado.

Se demuestra que Z, IN", Q, el conjunto de los nlimeros algebraicos son numerables, es decir,
equipolentes a IN; podria pensarse que ocurre lo mismo para todos los conjuntos infinitos, pero
no es asi pues, por ejemplo, R no es numerable.

4. Aritmética

Algunas conjeturas han necesitado varios siglos para demostrarlas. La més celebre es debida
a Fermat demostrada en 1993 — 1994 por el matemadtico inglés Andrew Wiles y conocida hoy
como Teorema de Fermat — Wiles: “Para todo entero natural p > 3, la ecuacion x¥ 4+ y? = zP no
admite soluciones (x,y,z) con x,y, z naturales no nulos”.

Inspirdndose en este futuro resultado, Leonhard Euler conjeturé mds generalmente que una
potencia n—ésima no puede escribirse como la suma de k potencias n—ésimas con k < n. Asi,
no se puede escribir g* = a* +b* + c* ni g° = a°> + b° + ¢ + d° con a,b, ¢, d, g nimeros natu-
rales no nulos, o cual es falso pues 2682440* + 15365639* + 18796760* = 20615673* ; resultado
establecido por el norteamericano Noam Elkies en 1966, lo que puso fin a la conjetura de Euler.

Tenemos también la igualdad 27° + 84° + 110° + 133° = 144°. Se puede demostrar que todo
natural se puede escribir como la suma de al menos nueve cubos de elementos de IN*, pero no
se puede reducir a ocho cubos.

Los ntimeros de Fermat, llamados asi porque fueron introducidos por Fermat, son los na-
turales F, = 22" +1 para n natural, se tiene Ffy = 3, F; = 5, F, = 17, F; = 257. Como
vemos Fy, Fi, F,, F3 son primos. Fermat creyé demostrar en 1658 que F, es un ndmero pri-
mo para todo natural 7, lo cual es falso pues el ntimero de Fermat F5 = 232 + 1 es divisible
por 641: 640 = 5 x 27 - 5x 27 = —1(m6d641) , elevando a la cuarta se tiene: 5* x 228 =
1(m6d641), como 5% = 625 = —16(mdd641); asi multiplicando las congruencias se tiene:
—2%2 = (—2%) x 2% = 1(m6d641), asi pues 641 divide a F5 y como 641 # F5, entonces Fs
no es primo. De hecho Fs es el producto de los dos nimero primos 641y 6700417. Landry probé
en 1880 que Fg = 274177 x 67280421310721. El entero F; es, al igual que Fy, F, F,, F3 primo pero
no se ha podido encontrar algtin #n mayor o igual a 5 tal que F, sea primo. La conjetura “para
todo entero natural n, F,, es un niimero primo” de Fermat parece transformarse en “para todo entero
n mayor o igual que 5, F, no es primo”.

5. Grupos

Evariste Galois introdujo hacia 1830 la nocién de grupo. Muri6é poco tiempo después en
un duelo a los 21 afios. Sus notas son confusas y se necesitaron una quincena de afios para
comprender su importancia.

Dos tipos de problemas llevan a la formalizacién de esta teorfa. El estudio de las permuta-
ciones, es decir, el estudio de las biyecciones de un conjunto finito en el mismo; y el estudio de
los grupos de transformaciones en geometria, es decir, grupo de las biyecciones del plano o del
espacio que conservan algunas propiedades (isometria, semejanza ...)

Matematicos como Camile Jordan y Leopold Kronecker vieron la importancia de funda-
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mentar esta teorfa sobre axiomas para darle generalidad. La formalizacion definitiva no se hara
hasta 1893.

Una ley de composicién interna sobre un conjunto E es una aplicacién de E x E en E. Entre
las leyes de composicion internas mas frecuentemente utilizadas en los conjuntos numéricos,
son raras las que no son asociativas, pero existen. Por ejemplo, la ley de composicién interna x*

sobre N dada por a * b = a’ no es asociativa pues se tiene (2 x2) 3 = 22 = 43 = 64, mientras
que 2 % (2x3) = 22 = 28 = 256.
Tampoco es conmutativa pues2 3 =23 =8 #£ 9 =32 = 3 %2,

Sabemos que si una ley de composicién interna posee un elemento neutro a derecha y un
elemento neutro a izquierda entonces son iguales, lo que asegura la unicidad y existencia de
elemento neutro. No obstante, una ley puede tener una infinidad de elementos neutros a un
lado por lo que, segtin lo anterior, no posee ninguno al otro lado.

Asfi la ley de composicién interna * sobre IN dada por a x b = b es asociativa y todo natural
es un elemento neutro a la izquierda.

La nocién de grupo fue axiomatizada en 1893 por el matematico Walter Von Dyck (1856 —
1934). En 1882 ya habia dado una axiomatizacién de grupos finitos en el ntimero vigésimo de la
revista Mathematische Annalen. En este mismo ntimero, su compatriota Heinrich Weber (1842 —
1913) habia dado una axiomatizacién diferente a la de Dyck. Aqui imponia la asociatividad de
la ley y la regularidad a derecha e izquierda, es decir, que cualesquiera que sean los elementos
a,bycdeG,axc=>bxcimplicaa =bycxa=c*b=a=0.

En el caso de conjuntos infinitos estas propiedades son insuficientes para obtener un grupo.

Sabemos que un conjunto G con una ley de composicién interna * es un grupo si verifica
los axiomas I) la ley * es asociativa II) La ley * posee elemento neutro III) Todo elemento de G
posee simétrico. Estos tres axiomas son necesarios pues existen leyes de composicion internas
verificando dos de ellos que no tienen estructura de grupo. Por ejemplo, la ley de composicién
interna sobre IN dada por a x b = a + b es asociativa y regular a izquierda y derecha pero todo
elemento no tiene simétrico.

La ley definida sobre el conjunto E = {e,a,b} por e x x = x*e = x, para todo elemento
xde Eyx*y = eVx,y € E— {e}, cumple los axiomas II y III pero no es asociativa pues
ax(axb) =axe=ay(axa)xb=exb=D0.

6. Anillos y Cuerpos

La nocién de anillo fue introducida, en la segunda mitad del siglo XIX, por los matematicos
alemanes Richard Dedekind (1836 — 1916) y David Hilbert (1862 — 1943) para generalizar los
conjuntos de nimeros Z,Q, R dotados de la adicién y el producto. La introduccién de anillos
no conmutativos viene justificada por su utilidad para estudiar las matrices y algunos espacios
de funciones. En esta misma época Richard Dedekind introduce la nocién de ideal segtiin una
idea de Ernst Kummer (1810 — 1893), para afinar la nocién de divisibilidad. En los afios 20 del
siglo pasado, la teoria de anillos se enriquece con la introduccién de diferentes tipos de anillos
como los anillos factoriales, principales o noetherianos.

Como sabemos un anillo es una terna (A, +, %) donde (A, +) es un grupo abeliano aditivo y
* es una ley de composicion interna sobre A, asociativa y distributiva respecto a + en A y que
posee elemento neutro. Evidentemente existen anillos no conmutativos, por ejemplo el anillo
infinito M,(IR) de las matrices cuadradas de orden 2 y coeficientes reales:

(o) 0)=(60)#( o) (o o)
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Pese a que el teorema de Wedderburn, establecido independientemente en 1905 por el mate-
matico escocés MacLogan Wedderburn (1882 — 1948) y el matematico norteamericano Leonard
Dickson (1874 — 1954), establece que todo cuerpo finito es conmutativo, esto no es valido para
los anillos.

En efecto el anillo M;(F,) de matrices cuadradas de segundo orden con coeficientes en el
cuerpo F, = % /,7, de los enteros médulo 2, no es conmutativo y es finito pues su cardinal es
2 = 16.

Por otra parte la condicion de existencia de elemento neutro es fundamental. Si considera-
mos P el conjunto de los enteros relativos pares, sabemos que es un subgrupo de (Z, +) estable
para la multiplicacién x de Z. Asi (P, +) es un grupo abeliano aditivo, como x es asociativa y
distributiva respecto de + sobre P, entonces P es un pseudoanillo. Si P fuese un anillo, entonces
(P, x) poseeria un elemento neutro g tal que 2 X g = 2 de donde 4 = 1 en contradiccién con la
pertenencia de g a P. ;Cudntas raices tienen un polinomio?, estamos familiarizados con la res-
puesta en el caso general de polinomios con coeficientes en un cuerpo (o anillo integro), pero si
consideramos por ejemplo el anillo A[x] de polinomios con coeficientes en el anillo A = Z /47,
enteros modulo 4, resulta que el polinomio 2x + 1 no admite ninguna raiz en A mientras que el
polinomio 2x admite dos raices (0 y 2) en A.

En el anillo A[x] de los polinomios con coeficientes en el anillo A = # /1,7, enteros médulo
12, la ecuacién x% = 4 posee cuatro soluciones: x; = 2, xp = 4, x3 = 8, x4 = 10, y la ecuacién
x2 4+ 3x + 2 = 0 también admite como raices 2, 7, 10, 11. Asi los polinomios x2—4 y x24+3x+2
son de segundo grado y ambos admiten cuatro raices en A.

Como vemos en el anillo A[x] un polinomio puede tener distintas factorizaciones: x> — 4 =
(x—2)-(x—10) = (x—4) - (x—8)ox?>+3x+2=(x—2)- (x —=7) = (x — 10) - (x — 11).

Como es sabido un polinomio P con coeficientes en un cuerpo conmutativo K es irreducible
sobre K (o en el anillo K[x]) si gr(P) > 1y si todo divisor de P en K[x] es un polinomio constante
o del mismo grado que P. Ademds un polinomio de grado 2 6 3 sobre un cuerpo conmutativo
K es irreducible si no admite raices en K. Esta propiedad no es vélida para grado 4 pues existen
polinomios de grado 4 sin raices. Asi x* +1 = (x> +v2x+1)-x* +1 = (x> — v/2x + 1) nos
muestra que el polinomio x* + 1 es reducible sobre R, sin embargo, x% + 1 no admite raices
reales pues x* + 1 > 0 para todo nimero real x.

En general, el producto de dos polinomios de grados dos con coeficientes reales de discri-
minante estrictamente negativo es un polinomio de grado cuatro sobre IR sin raices reales.

7. Espacios Vectoriales

La nocién de espacio vectorial fue introducida en 1840 por Arthur Cayley (1821 — 1895) y
Hermann Grassmann (1809 — 1877). Cayley consider6 las n—uplas de reales como un elemento
y defini6 operaciones sobre estos objetos.

Los espacios vectoriales fueron formalizados en 1888 por Giuseppe Peano, convirtiéndose
en un elemento natural de la geometria, pero también de otras muchas ramas como el anali-
sis funcional. El dlgebra lineal permite utilizar la intuicién geométrica en teorias matematicas
desprovistas, aparentemente, de soporte intuitivo.

Como sabemos un espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo K, con elemento unidad
1, es un grupo abeliano (E, +) con una ley de composicién externa de dominio K: K x E — E
tal que (A, x) — Ax verificando los cuatro axiomas siguientes:

L A(x+y) =Ax+ Ay
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I (A+p)x =Ax+px
0L A(px) = (Au)x

IV.1.x=x

Estos cuatro axiomas son necesarios, es decir, ninguno de estos axiomas es consecuencia de
los otros.

En efecto, consideremos un espacio vectorial E de dimension finita n > 2 sobre el cuerpo de
los complejos, un subespacio vectorial D de dimensién 1 de E y una ley de composicién externa

Ax six€eD

*deC x E — Edadapor (A,x) > Asx =< )
Ax six¢ D

Podemos comprobar que se verifican los axiomas II, III y IV, sin embargo no se verifica el
axioma I pues si consideramos un vector 1o no nulo de D y un vector zy ¢ D (existe pues h > 2),
entonces el vector yo 4+ zg ¢ D pues eligiendo un complejo no real A (por ejemplo i) se tiene:
A (yo +20) = Ayo + 20) = Ay + Azg, en cambio: A x yo + A * zg = Ayg + Azp, lo que muestra
que A * (yo +2z9) # Ayo + Azg. El axioma I no se verifica. No obstante, como 1 = 1, y para
cualesquiera escalares A y y, A +pu = A + 7y Ay = Al es claro que se verifican los axiomas II,
OIyIV.

Si consideramos un espacio vectorial real E no nulo y definimos la ley de composicién ex-
terna * de R sobre E de la siguiente forma A x x = x,Vx € E,VA € RR. Eligiendo un vector no
nulo xg de E y haciendo A = p = 1 tendremos: (A + p) * xg = xp. En cambio, A % xo + pt % xg =
X0 + Xp = 2xg por tanto no se cumple el axioma II.

Sin embargo, Vx,y € E,VA, u € Rsetiene A% (x+y) =x+y =Axx+Axy; A (uxx) =
pxx =x=(Ap)*xyl=x = x por tanto se verifican los axiomas I, Il y IV.

Considerando ahora un espacio vectorial complejo E # {@} y definiendo la ley de composi-
ci6én externa de dominio C sobre E : Vx € E,VA € C,A x x = Re(A)x (siendo Re(A) la parte real
de \). Para un vector no nulo xg de E se tiene: i? xxg = (—1) % xg = —xg yi* (i *x9) = i*0 = 0.
Asi pues no se verifica el tercer axioma. Claramente se verifica I, y como Re(1) = 1 entonces
Re(A + ) = Re(A) + Re(p), se verifican también II y IV.

Si ahora consideramos E = IR? y definimos la ley de composicién externa de dominio R
sobre E : Vz = (x,y) € E,VA € R,A %z = (Ax,0), no se verifica el axioma IV pues 1 % (0,1) =
(0,0) # (0,1); aunque es facil verificar I, IT y III.

8. Numeros Reales

Pese a que los nimeros reales se han utilizado desde muy antiguo, no es hasta el siglo XIX
cuando se definen de manera rigurosa. Durante mucho tiempo se contentaron con justifica-
ciones intuitivas basadas en la “evidencia geométrica” .La necesidad de definir la nocién de
continuidad y limite aparece hacia 1820 con Bernhart Bolzano y Augustin Louis Cauchy, y se
desarrolla con Karl Weierstrass hacia 1850. Precisamente Weierstrass propuso en 1863 la pri-
mera construcciéon de los ntimeros reales. No la publicé hasta 1872 cuando Charles Meray y
George Cantor (sucesiones de Cauchy de niimeros racionales) y Richard Dedekind (cortaduras
de ndmeros racionales) publicaron otras.

En la antigiiedad, la densidad de los ntiimeros racionales en los reales llevé a pensar que
cualquier punto (la abscisa de cualquier punto) era racional. La regla, el compas y el teorema
de Pitdgoras permitieron dibujar un punto de abscisa v/2 que no es racional. Surgen asi los
irracionales.
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Debido a la creencia de que los puntos de una recta eran racionales o irracionales expresables
por radicales, hubo un intento en 1683 por parte de Tschirnhaus de expresar por radicales las
raices de un polinomio con coeficientes enteros. Seguramente debido a que eran muy pocos los
numeros utilizados que careciesen de representacion racional o radical. Uno era 7t y el otro e,
introducido en 1614 por Navier, de los que no se sabian si eran racionales o irracionales.

En 1737 Euler prueba que e y ¢? son irracionales y establece la férmula ¢/ + 1 = 0 que liga
elestudiode rye.

Lambert, utilizando aproximaciones por fracciones continuas como Euler, prueba en 1761 la
irracionalidad de 77, de e y de tan x para todo racional no nulo.

Bezout contintia intentando expresar las raices de un polinomio por radicales. Asi en 1762
escribe una raiz de P(x) en la forma Ajp + Axp? + ... + A,_1p" ! siendo p una raiz n—ésima
de la unidad distinta de uno, verificando por tanto la relacién 1+ p + p? +... +p" ! = 0.

El estudio de la resolucién de ecuaciones de grado menor o igual que 4, aparecido en los tra-
bajos de Waring, Lagrange y Vandermonde entre 1770 y 1772 lleva a las férmulas de resolucién
de ecuaciones de segundo, tercer y cuarto grado con la introduccién de la famosa resolvente de
Lagrange. Para las de quinto grado, la resolvente le lleva a una ecuacién de sexto grado lo que
le hace dudar de la posibilidad de resolver por radicales una ecuacién de grado mayor o igual
que cinco.

La imposibilidad de resolver por radicales una ecuacién de quinto grado la propuso P. Ruf-
fini en cuatro articulos publicados de 1799 a 1813. Estos trabajos llevaron a Cauchy, en 1814, a
introducir las sustituciones que preparan a Galois la nocién de grupo y le permitird obtener el
criterio necesario de resolubilidad por radicales vislumbrado por Abel.

Otra consecuencia de los articulos de Ruffini es el descubrimiento de que existen ntiimeros
algebraicos, es decir, raices de polinomios con coeficientes enteros que no son expresables por
radicales.

El conjunto de los reales R, era utilizado aunque no estuviese construido formalmente y asf
surge, tras los trabajos de Ruffini, la conjetura de Liouville de la existencia de irracionales no
algebraicos.

Liouville, generalizando en 1844 un resultado de Lagrange, encuentra que hay ntimero irra-
cionales que no pueden ser algebraicos, se les llama trascendentes o irracionales trascendentes.
El ejemplo clésico de irracional trascendente es 10~ + 102" + 1073 + ...

Durante todo el siglo XVIII los grandes progresos del andlisis, en particular el estudio de las
funciones desarrolladas en serie, se obtienen apoydndose en una nocién intuitiva de limite y de
convergencia de una sucesién (serie) a un limite. Muchos de los cdlculos que se hacen se apoyan
en célculos sobre series formales. Ademads, los matematicos de este siglo no llegan a desarrollar
satisfactoriamente las bases del calculo infinitesimal. Una bases rigurosa es la de Lagrange con
su libro Teoria de funciones analiticas, en el que, como subtitulo, dice que contiene los principios
del calculo diferencial, quitando toda consideracién de infinitésimos, evanescencias, limites y
fluxiones y reduciendo el andlisis algebraico de las cantidades finitas.

Se trata de un intento de algebraizar el analisis, apoyandose en los desarrollos de funciones
en series de Taylor. El siglo XIX se caracterizé por una vuelta a las preocupaciones de rigor y de
los fundamentos.

Una nueva época se abre a raiz del articulo de Gauss sobre el estudio de la convergencia de
la serie hipergeométrica en 1813. Bolzano, muerto en 1848, se interesa en los fundamentos del
andlisis. Los progresos posteriores de rigor en andlisis estdn motivados por la preocupacién de
los matematicos por la ensefianza.

El primero de ellos es Cauchy cuyo Cours d’analyse de I'Ecole Polytechnique, en 1821, es
un modelo para sus contempordneos; no obstante, no llega a hacer una clara distincién entre
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nociones como convergencia y convergencia uniforme. El problema de la representacion en se-
ries trigonométricas de funciones conocidas lleva a Fourier a dar una definicién mas general del
concepto de funcién. Abel muestra la inexactitud de un teorema de Cauchy que afirmaba que
si una serie de funciones continuas es convergente en el entorno de un punto, su suma es una
funcién continua, publicando un contraejemplo. Weiertrass establece claramente el concepto de
convergencia uniforme: es el autor de la definicién de limite con los epsilén y delta utilizados
hoy en dia.

Para dar un curso de anélisis, Richard Dedekind elabora en 1863 una teoria publicada en
1872 con el titulo Continuidad y ntimeros irracionales, donde define los ntimeros reales como
cortaduras en el conjunto de los racionales.

Todo lo anterior nos permite ver como los matematicos comprenden que la solucién de
los fundamentos del andlisis pasaba por una definicién de los ntimeros reales desprendida de
cualquier recurso a la intuicién geométrica.

Los primeros intentos de hacer una obra en andlisis que represente lo mismo que los Elemen-
tos de Euclides en Geometria, fueron los de Martin Ohm en 1822 y Bolzano en 1830. Weiertrass,
en 1863, expone, en su curso, una teoria de los ntimeros reales pero la construccién mds acabada
de los nameros reales atin se hace esperar 10 afios.

En el desarrollo de las ideas que conducen a la aritmetizacién del analisis, Bolzano juega un
papel importante. En un articulo publicado en 1817 titulado “Demostracién puramente analitica
del teorema: entre dos valores cualesquiera que dan dos resultados de signo opuesto se encuentra al menos
una raiz real de la ecuacién”, establece explicitamente la necesidad, para justificar el teorema, de
no recurrir a evidencias geométricas, ni a las nociones de tiempo y movimiento. En el articulo
dice que

“No hay nada que objetar ni contra la justificacion ni contra la evidencia de este teorema
geométrico. Pero es igualmente claro que hay una falta intolerable contra el “buen método”
que consiste en tratar de deducir las verdades de las matemdticas puras o generales (es decir
de la aritmética, del dlgebra o del andlisis) de resultados que pertenecen a una parte aplicada
o particular (la geometria)”.

Se ve la diferencia con las matemadticas del siglo pasado. La geometria se vuelve una parte
aplicada de las matematicas. Bolzano critica las demostraciones propuestas con anterioridad,
enuncia y demuestra el criterio de Cauchy para convergencia de series, explicita la nocién de
limite superior (cota superior) de un conjunto construyendo por dicotomia dos sucesiones ad-
yacentes que convergen hacia este limite superior. La demostracién del teorema de los valores
intermedios resultara de eso, o més bien, la existencia de un limite comuin a las dos sucesiones.
Bolzano demuestra la unicidad del limite, trata de establecer la existencia pero sélo demuestra
que la hipétesis de una magnitud invariable teniendo la propiedad de aproximar los términos
de nuestra serie no contiene nada imposible: esto se debe a que esta hipdtesis permite determi-
nar esta magnitud con la precisién deseada.

Hay que hacer notar que Bolzano es el tnico, en la primera mitad del siglo XIX, en conside-
rar este problema. Cauchy se content6 con decir, en su curso de andlisis de 1821, tras enunciar
el criterio precedente, “Reciprocamente, cuando estas condiciones diversas se cumplen, la con-
vergencia de la serie estd asegurada”.

Bolzano es un precursor para los matematicos hasta tal punto que Weiertrass, Dedekind y
Cantor completaron el trabajo de aritmetizacién del andlisis entre 1860 y 1870.

El conjunto de los nimeros racionales esta estrictamente incluido en el de los ndmeros reales
pues existen ntimeros reales que no son racionales, como prob6 Euler en 1737 al demostrar que
e, base de los logaritmos neperianos, es irracional.

Entre los dos se sittian en particular dos conjuntos de ntimeros, el conjunto de los ntiimeros
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algebraicos A (formado por los niimeros que son raices de un polinomio no nulo con coeficien-
tes enteros) y el de los ntimeros construibles I' (formado por los ndmeros reales que pueden
construirse con regla y compas a partir de (0,0) y (1,0). Los conjuntos de los nimeros raciona-
les, nimeros trascendentes y construibles son subcuerpos del cuerpo de los ntimeros reales y
verifican las inclusiones estrictas: Q C I' C A C R. Las desigualdades son estrictas pues existen
ntimeros reales construibles que no son racionales como, por ejemplo, v/2.

Existen ntimeros reales algebraicos no construibles como /2 pues es raiz del polinomio
x% — 2, irreducible sobre Q, y no construible pues su grado no es potencia de dos.

Existen ntimeros reales que no son algebraicos como e que es trascendente como estableci6
en 1873 el matematico francés Charles Hermite (1822 — 1901). El matemaético aleman Carl Linde-
mann (1852 — 1939) demostr6 en 1882 que pi es trascendente, lo que demostré la imposibilidad
de la cuadratura del circulo.

9. Sucesiones Numéricas

La nocién de sucesién aparece muy pronto en matematicas. El primer ejemplo celebre es
la sucesién de Fibonacci introducida en el siglo XIII. La formalizacién precisa de la nocién de
convergencia data de principios del siglo XIX.

La importancia de las sucesiones en andlisis procede del hecho que los problemas topol6-
gicos de IR, y mds generalmente de un espacio métrico, pueden ser tratados con la ayuda de
sucesiones.

En 1874 Karl Weierstrass estableci6 el teorema: “De toda sucesion acotada se puede extraer una
subsucesion convergente”, aunque no publico la demostracion. Bernhard Bolzano lo habia enun-
ciado hacia 1830 pero su trabajo no fue descubierto hasta 1930.

El teorema no significa, evidentemente, que toda sucesién acotada sea convergente pues,
por ejemplo, la sucesién {x, },>0 de término general x, = (—1)" estd acotada en R pues Vn €
N, |xy| =1 < 1;sin embargo es divergente pues para un ntiimero real A dado y V € N se tiene
|Xp41 —xn| =2, |xpn —A| > 10 |xy41 — A > 1.

Se sabe que una sucesién de ntimeros reales converge en R si, y sélo si, es una sucesién
de Cauchy. Bolzano utiliz6 esta propiedad de las sucesiones de ntimeros reales en 1817 en su
demostraciéon del teorema de los valores intermedios, pero es Cauchy quien introduce esta no-
cién en su Curso de Andlisis de 1821, para el estudio de series. Bolzano y Cauchy admiten esta
propiedad sin demostracion.

El interés de esta propiedad radica en que no es necesario el conocimiento previo del limite
para mostrar que una sucesién converge.

Una sucesién {x,} es de Cauchy si Ve > 0,IN € N|Vp,q > N, |x; — xp‘ < ¢ haciendo
p = nyq = n+1tenemos que, para una sucesiéon de Cauchy {x, }, la sucesion (x;,11 — x,) — 0.

Sin embargo el reciproco no es cierto. En efecto, si consideramos la sucesion {x,},>1 de

L 1 1 1 Z , .
término general x, = 1+ > + 3 +...+=-= Z —, se tiene para todo natural mayor o igual
p=1
2n 1 1
que uno: Xy, — X, = Y, = > nz— = =, luego no es de Cauchy, pero: 0 < X,y — X, =
p=n+1 p 2n 2
ntk q k
Y. = < =, asilasucesion (x4 — x,) — 0.
p=n+1 p n

Como sabemos si A es un nimero real y f una funcién definida en un entorno de A y conti-
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nua en A, entonces, para toda sucesion {x, } que converge hacia A, la sucesién de las imagenes
f(x,) converge hacia f(A); sin embargo si la funcién no fuese continua en A, podriamos encon-

trar una funcién , por ejemplo f(x) = % definida en R — {0} y continua en su dominio, y una
sucesion, por ejemplo x, = + convergente hacia 0 tal que la sucesién de sus imagenes diverge

pues f(x,) = n. o

A menudo se piensa que una sucesién de limite nulo debe ser monétona o monétona a partir
de un término, pero no hay motivo para ello. Por ejemplo, la sucesién {uy},>1 de término

1" . . . - .
general u, = % tiende hacia 0, Vn > 1,up, > up,1 > Up, 1 asi la sucesion {uy} no es

ni creciente ni decreciente a partir de un rango. En este caso, la sucesién se alterna alrededor

de su limite 0. Esto no es necesario pues el término general de la sucesién puede ser de signo

1 .

. s+ sinpar

constante. En efecto, la sucesién u, = <" ) P da, paran > 1, uy, < % por tanto
-7 sinimpar

< _ 1 1 — 1 1 —
uy, — 0. Ademas, Vn > 1 es up, = 32 < mE = W2nel Y Wontl = i > Gogenta — Ment2s
como vemos la sucesién no es creciente ni decreciente a partir de un término dado.

10. Funciones de una variable real, continuidad y limites

La nocién de continuidad fue planteada en el siglo XVII, hay que esperar hasta Bolzano en
1817 y Cauchy en 1821 para obtener una definicion satisfactoria. La definicién actual se debe a
Karl Weierstrass hacia 1860.

Las multiples relaciones y estructuras de las que se pueden dotar a R (orden, topologia,
estructura de cuerpo) interfieren las unas con las otras y dan a las funciones de una variable
real, es decir, a las aplicaciones de un subconjunto de R en IR, un cierto ntimero de propieda-
des que, en general, no pueden, mds que parcialmente, generalizarse a las funciones sobre un
subconjunto de R", n > 2, como por ejemplo el teorema de los valores intermedios.

La continuidad es una propiedad de las funciones ligada a la Topologia. En R la topologia
proviene de una métrica obtenida por la distancia canénica, lo que permite decir que una apli-
cacion de A en R es continua en un punto a2 de A si, y s6lo si, para toda sucesion {x,} de puntos
de A que converge hacia 4, la sucesién de sus imagenes { f(x,) } converge hacia f(a).

En 1829 el matemético aleman Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859) introdujo la funcién

1 sixesracional
que lleva su nombre f(x) = } L , de R en R, para demostrar que no todas
0 six esirracional

las funciones son continuas en algtin punto. En efecto, la funcién anterior no es continua en
ningdn punto pues, dado un niimero real 4, si es racional (respectivamente, irracional) tomando
¢ = 1, como entre dos niimeros reales distintos existe una infinidad de racionales e irracionales,
existird un irracional (respectivamente un racional) x tal que [x —a| < dy |f(x) — f(a)] =
|0 — 1] =1 (respectivamente |f(x) — f(a)| = |1 — 0| = 1), luego |f(x) — f(a)| > ey por tanto f
es discontinua en a, para cualquier a.

Durante mucho tiempo se utilizé el teorema de los valores intermedios “una funcién defini-
da sobre un intervalo I verifica el teorema de los valores intermedios si Va, b € I, el segmento
[f(a), f(b)] estd contenido en f ([a, b])”, sin mds justificacion que invocar a la evidencia geomé-
trica. El primer intento de prueba se debe a Bolzano en 1817.

En 1868 el matemadtico francés Ossian Bonnet demostr6é que la funcién derivada de una
funcién definida y derivable sobre un intervalo verifica sobre este intervalo el teorema de los
valores intermedios, incluso si no es continua. Este resultado se conoce como teorema de Dar-
boux pues fue Gaston Darboux quien dio el primer ejemplo de funcién discontinua verificando
el teorema de los valores intermedios.
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1 .
cos~- six#0 . .
x . , es continua en a # 0, y discon-
0 y

La funcién f : R — R dada por f(x) = { _
1 six =

tinua en a = 0 pues, ¥n € N*, la sucesion de término general u,, = % converge hacia 0 pero
f (1) = cos (n7r) = (—1)" no converge en R aunque verifica el teorema de los valores interme-

dios. En efecto, si a y b son dos nimeros reales tales que a < b, es claro que f ([a,b]) C [—1,1].

Si0 ¢ [a,b] entonces esa > 00 b < 0, asi [a, b] estd contenido en |0, 00[ 0 ] — o0, 0[ de donde
se deduce que f es continua sobre [4, b]; aplicando el teorema de los valores intermedios a la
restriccion de f al intervalo [a, b], tendremos [f(a), f(b)] C f ([a, b]).

Para el caso donde 0 € [a,b] tenemos, suponiendo b # 0, la sucesion {uy },>1, de término

general u, = % Es estrictamente decreciente y converge hacia 0. Como b > 0 existen indi-
ces naturales n > 1 tal que uy, < b,asia < 0 < uy41 < uy < b. Elegimos uno de esos n,
como cos [n7t, (n + 1) ] = [—1,1] entonces f ([ty41,un]) = [-1,1]: [=1,1] = f ([tp41,un]) C

f(a, b)) € [=1,1] = f([a,b]) = [-1,1].
Como f(a)y f(b) pertenecena [—1,1]: [f(a), f(b)] C [-1,1] C f ([a, b]).

Sib = 0 entonces a < 0y cambiando b por a y {uy },>1 por su opuesta, se demuestra, como
en el caso anterior, que [f(a), f(b)] C [-1,1] = f ([a,]]), por tanto la funcién verifica el teorema
de los valores intermedios.

Sabemos que una funcién es continua en un punto 4 € R cuando la funcién admite a f(a)
como limite por la derecha y por la izquierda de a. Si no coinciden los limites laterales la fun-
- . . . - 1 six=0 .
cion es discontinua, asi en la funcién f : R — R, dada por f(x) = 0 six 40 los limites
six
laterales son nulos mientras que el valor numérico de la funcién en 0 es 1, por tanto la funcion
es discontinua en x = 0.

No todas las funciones tienen limites, incluso existen funciones que no tienen limite a iz-
quierda ni limite a la derecha de un punto. En efecto, la funcién f : R* — R dada por

f(x) =sen (%) no tiene limite a la derecha de 0.

En efecto, para un ntimero real 1 consideramos ¢y = 1y sea 77 > 0 un ntimero real. Elegimos
un natural N tal que Vi > N,a, < #; en particularay < #,asi0 < ay <7y 0 < by < 7.
Tomando ¢ = M se tiene f (by) < ¢ < f(an), c—f(bn) = 1y f(an) —c = 1. Asi
tendremos, en los casos [ < cyc <[, |f(an) —1| > 10 |f (by) —I| > 1. Hemos encontrado un
ntmero real x tal que 0 < x < 5y |f(x) —I| > gg luego la funcién no admite limite a la derecha
de cero. Como la funcién es impar, ocurre lo mismo a la izquierda.

Incluso hay funciones que no tienen limite a la izquierda ni a la derecha de ningtin punto.

En efecto, si consideramos la funcién de Dirichlet, f : R — R cuya expresién ya hemos visto
1 sixesracional

0 s racional’ Y S€A @Y 1 nimeros reales. Para gy = % sea
si x es irraciona

anteriormente, f(x) = {
1 > 0. Elegimos un racional r y un irracional « en |a,a + [ entonces f(r) — f(a) = 1. Tomando
c= M se tiene f(a) < c < f(r);c— f(a) = 2y f(r) — ¢ = }; asi, razonando en los casos
I<cyc<lsevequel|f(r)—1 > %o |f(x)—1I| > }. Hemos encontrado un niimero real x tal
quea < x <a+ny|f(x)—1I > g, por tanto la funcién no admite a 1 por limite a la derecha
de a. Reemplazando |a,a + [ por |a — 1,a[ y operando de la misma forma, se obtiene que f no
admite limite a la izquierda.
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11. Derivabilidad

La nocién de derivabilidad aparece a finales del siglo XVII, al mismo tiempo que el calculo
integral, bajo el impulso de Newton y Leibniz. Antes de ellos, Descartes se habia interesado
en el problema de las tangentes a una curva y Pierre de Fermat habia introducido un concepto
muy préximo al de derivada investigando los extremos.

En la segunda mitad del XIX nace el interés por las propiedades de las funciones derivadas,
es entonces cuando se introducen los contraejemplos que desafian la intuicién generalmente
admitida.

La nocién de derivabilidad en un punto a es un problema local, esta ligada al comportamien-
to dela funcion en las proximidades de a. Nos podemos preguntar si ello conduce a propiedades
para la funcién sobre todo un entorno de a (sobre todos los puntos del entorno). La respuesta
es no, existen funciones derivables en cero y discontinuas en todo real distinto de cero.

2 . .
. L x> six esracional
Consideremos la aplicacién f : R — R dada por f(x) = ) L , entonces
0  sixesirracional

Vx € R, |f(x)] < 2%, asi, Vx € R — {0}: ‘w‘ = ‘@ < |x| luego %7{)((0) tiene limite

cero en cero, asi f es derivable en ceroy f/(0) = 0.

Sea a4 un numero real no nulo. Consideremos {r, },>0 la sucesién de valores decimales
aproximados por defecto de a e introducimos la sucesién {a,},>o de término general &, =

Ty — (l / 10n). Ambas sucesiones convergen hacia a. Vi € IN, r,, es racional y «;, es irracional,

asi f(rn) = (rn)?y f(an) = 0, lo que demuestra que la sucesién {f(r,)} converge hacia a> > 0
mientras que la sucesion { f(r,)} converge hacia cero. Asi la funcién es discontinua en a.

Nos preguntamos sobre un problema parecido juna funcién puede ser derivable en todos
los ntimeros reales salvo en uno?

Si la funcién es continua la respuesta es facil, por ejemplo f(x) = |x| es continua en R y no
derivableena =0 pues f'(a") =1+# f'(a”) = —1.

El problema se complica si buscamos la funcién sin derivadas laterales en el punto.
1 .

X sen (}) six #0

0 six =0

R — {0}, |f(x)| = |x||sen (*/x)| < |x|, desigualdad también vélida para x = 0, de manera que
lin’(l) f(x) = f(0) lo que prueba que f es continua en cero.
X—

Si consideramos f : R — R dada por f(x) = { tenemos que Vx €

Ademés sia € R — {0} entonces es derivable en a y por tanto continua en g, asi la funcién

es continua en R y derivable en todo real no nulo, con f'(x) = sen (/) — % COS X.

Tenemos asi Vx € R — {0}, %7{;(0) = —sen(1/,).

La sucesion {a, },>0 de término general a, = W toma valores en |0, c0[ y conver-
= 7
ge hacia 0; la sucesién b, = —a,, que toma valores en | — c0,0[ , converge hacia 0. Entonces:

% =(-D)"y W = (—=1)"™ son términos generales de sucesiones divergentes,

por tanto no existe la derivada de la funcién a derecha ni izquierda.

Como sabemos la derivabilidad en un punto implica la continuidad en ese punto, el re-
ciproco es falso como hemos visto con f(x) = |x|. Hasta la mitad del siglo XIX se pensaba,
generalmente, que una funcion continua era derivable salvo quizés en algtn punto. Ampere
crey6 haberlo demostrado en 1806. Bolzano dio, hacia 1830, un ejemplo de funcién continua
pero derivable en ningtin punto pero sus escritos no se conocieron.
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. . . .. 12 sen(nx) .
En 1854 Riemann propuso, sin demostracién, la funcién R(x) = Y. — 7. Karl Weiertrass
n=1
se declara incapaz de demostrarlo. Es necesario esperar hasta 1871 para saber que R(x) no es
derivable salvo en algunos puntos. En 1872 Weiertrass demostrd que siay b son nimeros reales

talesquea > 0y b > 0yab > 1+ 3L, la funcién f : x — f(x) = Z b" cos (a"x) es continua
en R y no es derivable en punto alguno de IR En 1903 el matemadtico ]elipones Teiji Takagi (1875
-1960) propuso la funcién f : x = f(x) = Z b"g (a"x) donde g es la funcién de R en R dada
porx — g(x) =d(x,Z),siendoayb nﬁmergg reales talesque 0 < b < 1lya > 4.

Sabemos que toda funcién f definida y continua sobre un intervalo I es la funcién derivada
sobre I de una funcién definida y derivable sobre I, lo que significa que tiene primitivas sobre I.
En efecto, eligiendo un punto a del intervalo I, la aplicacion F : x — F(x f f(t)dtdeIenR
es derivable sobre I y F'(x) = f(x),Vx € I. Esto no se generahza para func1ones discontinuas,

1
por ejemplo f : R — R dada por f(x) = six = es continua en todo ntimero real no nulo

0 x#0
y discontinua en cero pues es constante en el entorno de todo real no nulo y, como la sucesién
{*/n},~, converge hacia ceroy f(*/,) = 0 para todo natural n > 1, la sucesién {f(*/,)}

converge hacia 0 # f(0).

Si suponemos que f admite una primitiva F sobre IR, entonces F serd derivable en IR tal que
F'(x) = f(x),Vx € R. Para todo ntimero positivo el teorema de los incrementos finitos aplicado
a F sobre [0,x] no da un ¢ €]0,x[ tal que F(x) — F(0) = (x —0)F'(c) = x f(c) = 0, entonces
%5(0) =0, es decir F/(0") = 0, lo cual contradice el f(0) = 1 de la definicién. En conclusion,
la funcién f no admite primitiva sobre R.

Una de las utilizaciones més frecuentes de la funcién derivada de una funcién definida y
derivable sobre un intervalo, es el estudio de sus variaciones sobre ese intervalo.

Como sabemos una funcién f, definida y continua sobre un intervalo I y derivable en el

interior Iy de I, es creciente sobre I si, y s6lo si, su funcién derivada f’ es positiva o nula sobre
Ip.

La importancia de establecer las hipétesis sobre un intervalo es crucial. En efecto, si consi-
deramos f : R — {0} — R dada por f(x) = —1 estd definida y es derivable en R — {0} y,
Vx € R — {0}, se tiene f'(x) = - > 0; sin embargo f no es creciente sobre R — {0} pues, por
ejemplo, 1 > —1vy f(1) = —1 < f(—1) = 1. Ello es debido a que R — {0} no es un intervalo
con extremos finitos.

Se demuestra que si una funcién esté definida y es continua sobre un intervalo I y derivable
en el interior de I, y si su funcién derivada es estrictamente positiva en el interior de I, entonces
la funcién es estrictamente creciente sobre I. Esto es una condicién suficiente pero no necesaria
como podemos ver si consideramos la aplicacién f : x — f(x) = x° de R en R. La funcién es
derivable sobre Ry, Vx € R, f'(x) = 3x2, en particular, f’(0) = 0. Cero es el tinico punto donde
se anula la derivada.

2
Por otra parte, para todo nimero real t: 12 +t +1 = (t + %) + % > 0.

Asi, si x,y € R,x # y, la factorizacién por x? si x es no nulo, y por y? si y es no nulo,

da la desigualdad estricta y* + xy + x> > 0. Entonces, Vx,y € R|x < y, tenemos y° — x> =
(y —x)(y* +xy +x2) > 0, por tanto f(x) < f(y), es decir, la funcién f(x) = x> es estrictamente
creciente sobre IR.

Dada una funcién f definida sobre un intervalo I y dado un punto a del interior de I, si f es
derivable en 2 y admite un extremo relativo en 4, entonces f’(a) = 0. Sin embargo, el reciproco
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no es cierto.

La funcién f : x — f(x) = x®> de R en R es derivable sobre Ry, Vx € R, f/(x) = 3x2, en
particular, f/(0) = 0. Se tiene asi que Vx,y € R|x < 0 <y, f(x) < f(0) = 0 < f(y) por tanto
no admite extremos relativos en cero. Tenemos asi un ejemplo de una funcién derivable sobre
R cuya derivada en cero es nula pero que no admite extremo relativo en cero.

12. Integracion

El célculo integral apareci6 en la antigiiedad con Arquimedes, con ocasién del célculo de
dreas y volimenes. La nocién de integral de una funcién surge con Isaac Newton y Gottfried
Leibniz a finales del siglo XVII. Agustin Louis Cauchy es el primero en construir la integral, li-
mitdndose a funciones continuas sobre un intervalo. Bernhard Riemann propuso una construc-
cién mas general basada en las particiones. En 1902 Henri Lebesque, partiendo del concepto de
medida, defini6 una clase mds amplia de funciones integrables.

Una funcién f definida sobre el segmento [4, b] es integrable en el sentido de Riemann sobre
[a,b] si, para todo nimero real ¢ > 0, existen aplicaciones ¢ y ¢ de [4,b] en R en escalera sobre
[a,b] tales que ¢ < f < 1 sobre [a,b] e [y (¢ — ) < e.

Si f es una funcién definida e integrable en el sentido de Riemann sobre el segmento [a, ],
f esté acotada sobre [a,b] y la cota superior de los I}, ;) (¢) para ¢ < f es escalera sobre [a, b] es
igual a la cota inferior de los I|, ;) () para ¢ > f en escalera sobre [a,]], el valor comtn es la

b
integral de f sobre [a, b], / f(t)dt.

En la préctica la casi totalidad de funciones usuales acotadas sobre un segmento son inte-
grables en el sentido de Riemann. Sin embargo, se pueden encontrar ejemplos de funciones
acotadas que no son integrables en el sentido de Riemann. Por ejemplo, la funcién f : R —+ R

1 sixesracional

dada por f(x) = estd acotada sobre R sin embargo no es integrable en

0 six esirracional
el sentido de Riemann. En efecto. Para @ < b sea ¢ una aplicacién de [a,b] en R en escale-
ra sobre el segmento [4,b] tal que ¢ < f (resp. ¢ > f) sobre [a,b]. Elegimos una subdivisién
o(xo,x1,...,%,) de [a,b] adaptada a ¢ y notamos, para todo i € [0,n — 1], a; el valor constante
de ¢ sobre |x;, x;,1[. Sii perteneciese a [0, n — 1], el intervalo abierto |x;, x; 1| contiene al menos
un irracional u, asf se tiene a; = ¢ (1) < f (u) = 0. Por tanto I}, ;) (¢) < 0. Asf cualesquiera que
sean las aplicaciones ¢ y ¢ de [a,b] en R en escalera sobre [a, b] tales que ¢ < f < 1 sobre [a,b],
se tiene I1, ) (¥ — @) = L5 () — Ljgp) (9) = b—a. Como b —a > 0, f no es integrable en el
sentido de Riemann sobre el segmento [4, b].

Como f es nula salvo sobre un conjunto de medida nula, f es integrable en el sentido Lebes-
que sobre [a, b] y su integral es nula.

Si una funcién es integrable en el sentido de Riemann sobre un segmento, su cuadrado lo
es también. Sin embargo el reciproco no es cierto. En efecto, la funcién f : R — R definida

por f(x) = {

sentido de Riemann sobre [0, 1]. Sin embargo, f2 es constantemente igual a 1 sobre [0, 1], por
tanto integrable en el sentido de Riemann en [0, 1].

1 si x es racional : . . .
i N , al igual que en el ejemplo anterior, no es integrable en el
—1 sixesirracional
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13. Probabilidades

Se considera a menudo que el cdlculo de probabilidades comienza hacia la mitad del si-
glo XVI con los intercambios epistolares entre Pierre de Fermat y Blaise Pascal. Poco después,
las obras de Christian Huygens, y después las de Jacques Bernoulli, establecen los primeros
elementos de la teorfa. Pierre Simeon Laplace publica en 1812 la teorfa analitica de las proba-
bilidades donde presenta la sintesis de esta teorfa y en la que utiliza las nuevas herramientas
matematicas desarrolladas en el siglo XVIIL Las primeras teorias sobre los procesos estocasticos
se desarrollan hacia 1900, en particular con Andrei Markov. Sera necesario esperar hasta 1929
con los trabajos de Andrei Kolmogorov para asistir a la formalizacién de la teoria que usamos
actualmente.

Sabemos que dos sucesos, A y B, son independientes si p (ANB) = p(A)p(B) y, sines
un entero mayor o igual que 2, los sucesos Aj, Ay, ..., Ay son independientes en conjunto si
p(A1NAxN---NA) =p (A1) p(A2) - p(An). Sin embargo existen sucesos independientes
dos a dos que no lo son en su conjunto. Por ejemplo, si lanzamos un dado tetraédrico con cuatro
caras numeradas de 1 a 4. Al considerar los sucesos A obtener 162, B obtener 16 3, C obtener?2 6
3. Cada uno de estos sucesos tiene probabilidad de salir igual a % Cada una de las intersecciones

2
ANB,ANC,BNC corresponde respectivamente a obtener 1, 2, 3. Su probabilidad es % = (%) ,
por tanto los sucesos son independientes dos a dos.

3
Sin embargo A N BN C = @ luego su probabilidad es cero: 0 # (%) = %.

5i nos dejamos guiar por la intuicién de la nocién de independencia, se podria esperar que
un suceso independiente de otros dos, independientes ellos mismos entre si, sea independiente
su interseccién. Sin embargo, con los mismos sucesos del experimento anterior, tenemos que el
suceso A es independiente de By de C, pero BNC = {3} asip (BNC) = % yANBNC = Q.

Tendremos asi que p (AN (BNC))=0+# § =p(A)p(BNC).

A es independiente de los sucesos B y C, independientes entre si pero no es independiente
de su interseccion.

Una experiencia aleatoria es en general interesante porque de ella se sigue un beneficio o
una perdida, es decir, se asocia a cada resultado un ntiimero real. Esto lleva a las definiciones de
variable aleatoria discreta y continua, funcién de densidad, variable aleatoria de densidad, ley
de probabilidad. Asociada a las variables aleatorias puede venir la esperanza matematica pero
(existe siempre?

No, por ejemplo si consideramos la variable aleatoria discreta x tomando sus valores en

el conjunto {2",n € N*} y definida por p (x =2") = 4, es una ley de probabilidad pues
e}

Y. 2 =1, sin embargo 2"p (x = 2") = 1, Vn > 1, asi la serie }_2"p(x = 2") diverge, por tanto
n=1 n
X no tiene esperanza matematica.

Este resultado es conocido como paradoja de San Petesburgo y fue enunciado por Nicolds
Bernoulli (1685 — 1726) de la siguiente forma: Un jugador participa en el juego siguiente. Se
lanza una moneda repetidamente hasta que aparezca la primera cara. Una vez aparece gana un
centavo si la cara aparece en el primer lanzamiento, 2 centavos si aparece en el segundo, 4 si
aparece en el tercero, ... doblando en premio en cada lanzamiento. Asi ganaria 2~ 1 centavos si
la moneda debe lanzarse k veces, ; cuanto estaria dispuesto a poner para participar en el juego?

Como la esperanza matematica es infinita, no importa cuanto pague para entrar en el juego,
saldria ganando a largo plazo.

La variable aleatoria también puede ser que tenga funcién de densidad e igualmente no
tener esperanza matemadtica. Asi, la variable aleatoria x con funcién de densidad f : R — R
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dada por f(t) = m; como f(t)NHoo%xtlz y es par, f es integrable sobre R por el criterio

de Riemann.
La funcién F(t) = 1 arctan es una primitiva de f, as
—+o0

1 /.. ; 1 (m —m\
/f(t)dt = <1JlrI£ arctan —111(2 arctan) = (2 > > =1

—00

luego f es una densidad de probabilidad. Sin embargo la esperanza de x no estd definida pues

1
tan f (t)NHHo;x? no es integrable sobre R.

La ley de probabilidad definida por la funcién f es conocida como ley de Cauchy.
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Resumen

Este relato es fruto de una experiencia llevada a cabo en la UPM con alumnos de primer
curso en la asignatura de Calculo. Una historia que tiene como protagonista al agente 007
que gracias a sus conocimientos matematicos lograra superar las dificultades de una dificil

Palabras Clave: Matematicas, Literatura, Experiencia en el aula, Innovacién.

Abstract

This story is the result of an innovative experience carried out with first year students of
Polytechnic University of Madrid (UPM) who were attending the course of Calculus. The
story is starring a secret agent, 00t who will try to save the world with the help of
Mathematics.

Keywords: Mathematics, Literature, Innovation.

1. Introduccion

sucesivos cursos.

Los estudiantes de primer curso del grado de Fundamentos de la Arquitectura de la UPM,
del curso 2012/13, participaron en una experiencia, dentro de la asignatura de Calculo y
enmarcada en el proyecto de Innovacién Educativa del GIE Didactica de las Matematicas:
“Experimentacion de un nuevo enfoque de la ensefianza de las Matematicas en la UPM”, que
consistid en escribir un relato. Desde entonces hemos puesto en practica esta iniciativa en los

El relato que viene a continuaciéon es una muestra del trabajo desarrollado durante el
curso académico 2013/14. En esta ocasion, se propuso a los alumnos confeccionar una historia
partiendo de la misién encargada al agente secreto 007t. En su trama debian incluir problemas
matematicos relacionados con el contenido de la asignatura, cuya resolucién resultase

imprescindible para avanzar en el caso.
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2. El relato

El despertador sono.

Pausadamente el agente 007 se levanto de la cama y se dirigio a la cocina. Alli le esperaba
el desayuno y el periddico del dia anterior, como cada dia. Se sentd sobre la mesa y contemplo
la ciudad que se extendia a sus pies, mientras la trémula luz del alba bafiaba su atico.

Era imposible pensar que algo podria enturbiar el momento.

-Agente 007, es una mision de maximo riesgo. La vida de muchas personas esta en sus
manos, su colaboracidon con nosotros sera de una importancia transcendental para el curso de
la paz en el mundo.

El inspector Cartesiano se levantd y cruzd la sala grandes zancadas. La sala se fue
vaciando poco a poco hasta que s6lo quedd el agente 00rt acompafiado por el murmullo del
trafico y sus insondables pensamientos. Preocupado por la tarea que le habia sido
encomendada.

En dos horas partia hacia Dubai, donde posiblemente se enfrentaria a la mision mas
importante y peligrosa de su vida. Un grupo terrorista, al que la compania seguia el rastro
desde hacia tiempo, habia contratado diez de los mejores cientificos, a través de la mafia rusa,
para desarrollar un virus que haria desaparecer la poblacion mundial. El cometido de 007
parecia simple: introducirse en las oficinas de Ox y robar los planos que indicaban la
localizacion de del laboratorio en el cual se llevaba a cabo todo el proceso de desarrollo. Una
vez alli, deberia desactivar el virus y, por supuesto, destruir cualquier prueba o evidencia de
que tal agente infeccioso habia existido jamas, evitando asi posibles intentos de volverlo a
generar.

Después de cinco interminables horas de viaje, finalmente llegé a Dubai. Presuroso se
dirigio a las oficinas de Ox. Primero tendria que estudiar los mecanismos de seguridad de las
oficinas y mas tarde elaborar un plan de ataque. Al llegar no podia creer lo que sus ojos le
decian: las oficinas de Ox se encontraban en el Burj Khalifa, el edificio mas alto del mundo,
Esta iba a ser una misién mas ardua de lo que esperaba. Como un extranjero mas, se uni6 a un
grupo de turistas que visitaban el rascacielos. Comenzo a fijarse en los guardias y cdmaras de
seguridad. Habia gran niimero de vigilantes armados y mucho movimiento, algo primordial
se estaba llevando a cabo en las oficinas. Tras mucho meditar llegé a la conclusion de que los
planos debian estar en los pisos inferiores, ahora debia descubrir la localizacion exacta. Habria
que improvisar sobre la marcha.

Una vez recabada toda la informacidén que necesitaba para poder llevar a cabo el plan
elaborado, cogié la municiéon que se encontraba en la mesita del lujoso hotel donde se
hospedaba y mecanicamente cargd la pistola.

Volvié por la noche a su objetivo, pero esta vez el nimero de guardias habia disminuido
con respecto a los que encontrd en su excusion matutina. Parecia que la suerte estaba de su
lado, seria mas facil dar con el escondite de los planos. El agente 007t estaba absolutamente
convencido que los planos se hallarian en una caja fuerte o camara acorazada. Emple6 unas
horas en buscar el sector de almacenamiento y conservacion, deslizdndose cual felino,
evitando vigilantes y cdmaras de seguridad. Tras infructuosas horas de busqueda y a punto
de posponer la misioén para el dia siguiente, descubrié una pequefia puerta metélica al fondo
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de un largo pasillo. Estaba custodiada por dos guardias que no fueron ningtin problema para
007t. Consiguid abrir la puerta, herméticamente cerrada, con una explosion controlada que
hizo altar las alarmas. Diligente encontrd y sustrajo los planos con el mayor cuidado que la
situacion le permitia. RApidamente salié de la caAmara y para su sorpresa se encontr6 rodeado
de guardias. “Vaya... son rapidos, esperemos que también sepan defenderse en las distancias
cortas”, dijo para si el agente 007t acostumbrado a este tipo de situaciones. Comenzo entonces
una lucha que mas bien parecia un entretenimiento para 007, pues se deshizo de todos ellos
en un abrir y cerrar de ojos. Sali6 al exterior sin mayor problema que unos guardias de los que
se zafé con una gran agilidad. Ya lejos de las oficinas de Ox escudrifio los planos y acto
seguido se encamind al aeropuerto para ir al laboratorio donde en esos momentos se estaba
desarrollando un virus mortal. Rezd por llegar a tiempo. Se dirigia al pais mas acaudalado del
mundo. Qatar.

El agente 007, se encontraba en lo alto de aquella torre majestuosa, desde dénde podia
contemplar todo Doha. Incluso, a lo lejos, se apreciaba el inconfundible tono del desierto cuyo
contraste con el intenso azul del cielo, hacia que la vision resultase onirica. Si no fuera porque
su vida dependia de aquel cable, que por accion del fuerte viento que soplaba en la cornisa
parecia que se iba a romper de un momento a otro, diria que estaba disfrutando de las vistas.
El nombre de la torre le parecié entonces muy apropiado: Tornado.

Conocia a fondo el edificio en el que se encontraba. Habia estudiado hasta el mas pequefio
detalle de los planos. Incluso era capaz de describir aquel enrejado de acero con una ecuacion
matematica.

Una vez mas habia puesto en peligro su vida por una operacion secreta de cuyo éxito
dependia la paz mundial. Los planos de la maquina, que habia sustraido de las oficinas de Ox
y que ahora permanecian en su poder, serian la solucion al terrorismo internacional. No podia
permitir que la mision fracasara.

El agente cruzé al edificio de enfrente utilizando el cable, pues segtin los planos robados,
alli encontraria el virus letal. Siguiendo el plan trazado llegé al laboratorio que buscaba. Tan
solo una mesa en el centro de la habitacion es todo lo que encontré. Sabia que no se habia
equivocado al interpretar los planos, entonces, ;qué habia ocurrido? Alguien se habia tomado
muchas molestias para desmantelarlo todo, tal vez significara que la fase de experimentacion
y desarrollo habia finalizado y el virus ya estaba preparado para matar.

La mision habia dado un giro de 180 grados en una direccién incierta, el agente patdégeno
estaba preparado para ser liberado. “No es el lugar ni el momento para hacer conjeturas” se
dijo a si mismo y comenzé a inspeccionar minuciosamente cada rincén de la habitacion.
Encontré gran cantidad de documentos, graficas, estudios y analisis, todo ello inttil para
averiguar el paradero de lo que habia venido a buscar.
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Sus nervios se disparaban por momentos, tenia que encontrar algo que le fuera de
utilidad, no permitiria un fallo mas en tan importante cometido. Al borde de la ansiedad sus
ladinos ojos se clavaron en un pequeno pedazo de papel cartografiado arrugado y casi
carbonizado. Lo desplegod con extrema delicadeza. Entonces sus ojos se abrieron de par en par,
lo que alli encontré no era un plano, en contra de toda esperanza, lo que alli habia escrito era
un dibujo acompafiado de una leyenda:

“La trayectoria de las cdpsulas virales serd una curva que cumpla que la distancia de un
punto genérico P al origen de coordenadas sea igual a la longitud del segmento de la recta
normal comprendida entre dicho punto y el eje OY.”

Al agente 007t se le escapd, por primera vez en mucho tiempo, una pequefia sonrisa. Sabia
lo que era aquello y lo que implicaba. Raudo, cogié un lapicero y se puso a escribir sobre aquel
dibujo que le habia devuelto la esperanza.

P=(xy), A=(0b), dAP)=d PO )>b= ¥
AP = V), :__y ! :L
(). m =Y = =

y2_X2:K

Para cuando termind, sonreia ampliamente, tenia las coordenadas de hacia donde se
dirigia el mortifero microbio. En sus ojos apareci6 la posibilidad de alcanzarlo. Como alma
que lleva el diablo, introdujo los datos en su movil y al cabo de unos segundos le llego la
ansiada respuesta, ya salia corriendo cuando de pronto soné un disparo. El agente 007, se
quedo helado, pero un punzante dolor le devolvié a la realidad, el hombro le sangraba, no
sentia el brazo. Abrié la mano y dej6 caer el movil. De forma casi inconsciente comenzd a
correr. Oyd mas disparos. Volvié la cabeza y se encontrd con tres hombres persiguiéndole de
cerca. El que iba en cabeza era el mas fornido de todos. Todos llevaban un pafiuelo tapandoles
la boca, con el simbolo ®@. Logro alcanzar las escaleras, y saltando casi de tramo en tramo, bajé
los treinta pisos que le separaban de la salvacion. Exhausto sali6 a la calle y mezclandose con
la multitud, logré escabullirse.

Mascullando insultos en su idioma, subieron los terroristas de nuevo a la habitacidén
donde habia comenzado la persecucién. Al igual que el agente 007 hizo minutos antes, el trio
se puso a buscar el virus, que meses antes habia encargado a la mafia rusa. Su enfado iba en
aumento hasta que uno de ellos encontrd el teléfono que 00m habia soltado al recibir el
disparo. En seguida se lanzaron en su persecucion.

Nuestro agente especial a la cabeza y los cabecillas del grupo terrorista a su zaga, se
dirigian hacia una ciudad centenaria: Moscu.

Un hombre ya entrado en afios, pelo canoso y mirada ausente, atravesaba con paso rapido
y nervioso la Plaza Roja de Mosct, direccion el Kremlin. Sabia que lo que habia hecho no
estaba bien y que pagaria por ello, pero de momento intentaba remediar el dafo causado y
evitar una posible catastrofe mundial. Los diez que eran antes ya no estaban. Los habian
encontrado y asesinado uno a uno. Su vida pendia de un hilo. Debia deshacerse, lo antes
posible, del contenido del maletin que portaba en ese momento. Un rapido movimiento y el
hombre cay6 al suelo, el brutal pufietazo que le propind un extrafio, lo habia dejado casi
inconsciente. Temid por su vida. Cuando se recompuso vio que el desconocido ya no estaba,
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se habia fugado con el maletin. “La humanidad estd condenada”, pensé para si. Habia
fracasado en su intento de redencion, ahora estaba todo perdido no habia nada que él ni nadie
pudiera hacer. Asumid su destino, s6lo podia esperar la muerte, y ésta por suerte o por
desgracia, no tardaria demasiado en llegar, ya fuese de una forma u otra. No quiso esperar,
nunca le habia gustado esperar, se adelantaria a su fatal sino. Continud su paseo, ahora mas
tranquilo, con paso relajado y lamente en blanco. Llegd a las orillas del gran rio que surcaba,
como arruga en su piel, la ciudad de Mosct. Con dificultad y los ojos rojos, ya sin brillo, el
anciano subi6 a la barandilla del puente en el que se encontraba y sin pensarselo dos veces, se
arrojo a las gélidas aguas del rio Moscova...

Al agente 007t le latia el corazén con mas fuerza que nunca, le dolia la mano, pero mas el
alma por haber tenido que pegar a un hombre tan mayor. Cargaba con un maletin de piel
marrén, no muy pesado, en cuyo interior se encontraba un arma biolégica con un gran poder
de destruccion. Buscaba un sitio apartado para poder abrirlo y desactivar su contenido,
cuando se percaté que un grupo de tres hombres le seguian no muy disimuladamente.
Llevaban el mismo pafiuelo que vio dias atras en Qatar, y a juzgar por su aspecto, debian ser
los mismos que entonces. Comenzd a pensar un plan para acabar con ellos lo mas rapida y
facilmente posible. Descubrié un estrecho callejon sin salida y entrd en él. En las caras de sus
perseguidores se dibujé una vil sonrisa y le siguieron sin saber que lo angosto del callejon
permitiria a 00mt deshacerse de ellos uno a uno. Efectivamente, en la calle sélo cabia una
persona y la movilidad era muy reducida. Nada mads torcer para tomar el callejon, el primero
recibié un pufietazo justo en la boca del estomago que le hizo tambalearse. El agente 007
aprovecho ese instante para propinarle otro golpe debajo del esternén y patearle la rodilla,
haciendo que cayese al suelo boqueando, casi sin respiracion. Librarse del segundo de ellos,
tampoco fue mucho mas complicado. Tras golpearle las costillas y el pecho, le sacudiéon un
terrible cabezazo que hizo que se desplomara, inconsciente, a los pies del tercero. Este era el
mas grande de todos ellos y parecia ser el jefe. Sus, cerca de dos metros de altura y su gran
complexidén apenas le permitian el acceso al callejon. Con un rapido movimiento y una
agilidad fuera de lo comtn, para un hombre de su envergadura, agarré a 00t por la pechera 'y
de un violento tirén lo sacé volando de la callejuela, haciéndole caer sobre el asfalto. Sin darle
tiempo para incorporarse, le sacudié una patada en el hombro que llevaba vendado por la
herida de bala. El agente 007t aullé de dolor, se incorpor6 a duras penas y se lanzo sobre el
cabecilla que reia estridentemente. Le agarrd fuertemente del cuello con la intenciéon de
hacerle perder el sentido, y aguantando la serie de pufietazos que le propinaba aquel
energiimeno, lo consiguid. El agente 007t volvid corriendo al callejon para recuperar el maletin
y con paso veloz se alejo de alli.

Nuestro valiente agente se dirigia de camino al aeropuerto con intencién de regresar a
Londres y poner en manos de los cientificos de su organizaciéon el arma letal, con el fin de
destruirla. Pero no iba a ser tan facil, un grupo de hombres le rodeo6. Eran el resto de los
integrantes de la célula terrorista. Comenzd una carrera por su vida. Por el rabillo del ojo
advirtié que llevaba algo de ventaja, atin asi seria imposible despistarlos. Se precipitd hacia
una fabrica abandonada. El grupo terrorista @ le pisaba los talones y no tardaria demasiado en
darle alcance.

Al acceder al interior la presencia de mas personas, le hizo retroceder instintivamente. La
mafia rusa al completo, estaba alli reunida. No habian cumplido el pacto con los terroristas y
no tenian el maletin. Los diez cientificos que trabajaban en el proyecto les habian traicionado.
Nueve estaban muertos y la busqueda del décimo se estaba complicando.

Volumen V, Nitmero 2, Oct’15, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemdtico” | 83



Humberto Nava y Ménica Martinez Cuentos Matemiticos

A la llegada de 007t le siguid la irrupcion de los terroristas. Durante unos segundos rein6
el silencio. Las tres facciones enfrentadas sabian que aquello no acabaria bien. El primero que
moviese ficha llevaria ventaja. Ese fue 007t. Corrié a esconderse tras una gran puerta de acero.
Con cuidado sacd su pistola del bolsillo izquierdo de sus desgastados vaqueros. Estaba
perdido, aquel iba a ser su fin, pero no era eso lo mas le dolia en esos instantes, sino el no
poder concluir la misién con éxito.

Comenzaron los disparos, una contienda acababa de estallar en la pequefia nave. Los
rusos eran mas numerosos, pero los disparos de los terroristas, mas certeros. El agente 007t se
extrafio al ver que nadie le perseguia y que los disparos no iban en su direccidn, al parecer no
estaba invitado a la particular batalla campal entre terroristas y mafiosos. Aproveché el
desconcierto para escapar de alli.

La contienda no se prolongaria demasiado, y seguramente la fabrica estaria rodeada de
mafiosos que acudirian tras oir los disparos. No tenia demasiado tiempo, asi que decidi6
buscar un lugar lo mas tranquilo posible donde nadie le pudiese descubrir y se dispuso a
neutralizar la carga viral.

Al abrir el maletin encontré una urna con una forma que bien podia ser un paraboloide
eliptico y una semiesfera.

Las formulas que lo acompafiaban, no dejaban duda
X +y?+2°=9
X +y’=z
Para abrirlo habia que resolver un problema con esos datos. ;Pero cual?

Otra vez sus amplios conocimientos en Matematicas, le iban a ayudar en su trabajo.
“Comenzaré con el volumen”, penso.

joznj‘ﬁr (\/9— 2 —rz)drda

Con una extremada facilidad y diligencia resolvi6 el problema, introdujo la solucién y con
mucha precaucién abrid la urna. En su interior encontr6 una bolsita que contenia un liquido
ambar. Lentamente, la sustrajo de la urna. Decisién fatal. Lo que el agente 007t no sabia, era

que la bolsa contenedora del virus, no tardaria mas de un minuto en desvanecerse, pues el
material del que estaba hecho, a temperatura ambiente reaccionaba con el oxigeno y se
deshacia. El agente 00 observaba, impotente, con un gesto de verdadero horror, cdmo la
envoltura iba desapareciendo a gran velocidad. Sintié el frio contacto con el liquido
anaranjado y acto seguido se desplomo. Su cuerpo inerte yacia ante la cadpsula del agente viral
mas potente jamas creado. Nada podia detenerlo ya.
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Nuestro agente habia fracasado en su misién, pero nadie en su oficina estaria esperandole
para echérselo en cara. En unas horas el virus se expandiria por todo el mundo y la raza
humana desapareceria. O tal vez ...
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Resumen

Una mala planificacién, trasladaria a no emplear correctamente los recursos y medios
disponibles en el entorno. Las redes neuronales artificiales pueden ser de gran ayuda a la
planificacién portuaria.

La investigacién se centra en el analisis del comportamiento de la red neuronal en la
planificacién portuaria, en el ambito de las terminales de contenedores y en concreto en el
estudio de posibles crecimientos del trafico y las necesidades de equipos para poder mover
los contenedores pronosticados. De este modo se puede evaluar, sin la necesidad de nuevas
inversiones en infraestructuras o unas minimas inversiones en equipos, que traficos se
pueden gestionar en dichas terminales o que grado minimo de inversién seria necesario.

En la metodologia se indican las bases de aplicacién en las redes neuronales artificiales
(RNA) y las fases a considerar para su desarrollo en la planificacién de terminales
portuarias de contenedores, apoyado en las herramientas que proporciona el programa
MATLAB sobre redes neuronales artificiales.

Finalmente, se llega a la conclusion de que la herramienta y metodologia propuesta se
pueden considerar como aceptables para este tipo de pronodsticos de planificacién y su
posible utilizacién a futuro.

Palabras Clave: Planificacién, Pronosticar, RNA, Trafico de contenedores, Terminal
portuaria.
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Abstract

Artificial Neural Networks, can be of great assistance to port planning. Poor planning,
move to not use the resources and facilities available in the environment properly.

The research focuses on the analysis of neural network performance in port planning in
container terminals and - in particular - in the study of potential traffic growth and needs of
facilities needed to move containers forecasted.This can be assessed without the need for
new investment in infrastructure or minimum investment in facilities, that traffic can be
managed in such terminals or investment grade would be necessary.

The methodology indicates the grounds of the artificial neural networks (ANN)
application, as well as the different steps for their use in a container terminal planning
process, based on the ANN tools provided by the MATLAB software.

Finally, it concludes that the proposed methodology tool and can be considered
acceptable for this type of planning and forecasting future possible use.

Keywords: Planning, Forecast, ANN, Containerized Traffic (Trade), Port terminal.

1. Introduccion

El transporte de mercancias es una operacion de gran importancia en la economia general
a nivel mundial.

Dentro del transporte de mercancias en zona portuaria, el trafico de carga en contenedores
ha crecido en los ultimos afos, por lo que la gran mayoria de los puertos de todo el mundo
han requerido la construccion de nuevas terminales, para responder a esta nueva situacion.

El niimero de buques portacontenedores y la capacidad de estos, también ha crecido en
paralelo con el aumento del trafico de contenedores.

Ante estos hechos, surgen nuevas necesidades tanto de capacidad, como de adecuacién de
las instalaciones y no menos importante de optimizaciéon de los recursos e instalaciones
disponibles existentes a fin de reducir al minimo el tiempo de inactividad y optimizar dichos
recursos e instalaciones disponibles ( nimero de gruas, la longitud del muelle, areas de
almacenamiento, ...) .

Para estudiar y ver la posible aplicacion de nuevas tecnologias en este tipo de
planificacion, en varios estudios se han empleado modelos cuantitativos de prediccion para el
transporte como ARIMA (Modelo autorregresivo integrado de media moévil), MLR (Modelo
de regresion lineal multiple) y ANN (Redes Neuronales Artificiales) entre los mas destacados.
Un resumen de los trabajos mas representativos se puede ver la el trabajo de Rodriguez et al.,
2013.

Hasta la fecha, los trabajos en planificacion portuaria, se han basado principalmente en
métodos empiricos, analiticos o de simulacion. Los distintos autores a lo largo del tiempo,
segun se recoge en la publicacion (Rodriguez et al., 2013), hacen estudios sobre planificacion
portuarias, pero no plantean su tratamiento o estimaciéon a futuro con redes neuronales
artificiales

En los métodos empiricos los planificadores portuarios deben proporcionar varios
indicadores medios de productividad que relacionen las principales actividades del
subsistema con la produccién total por afo, siendo muy utiles para planificaciéon de nuevas
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terminales y desarrollo de planes directores. Los indicadores de referencia han sido
estudiados y actualizados constantemente por varios autores a lo largo del tiempo (BTRE,
2006; Drewry, 1997, Drewry, 2005, Fourgeaud, 2000; Rodriguez, 1985; Schreuder, 2005 y Soler,
1979) entre otros.

En los métodos analiticos se utilizan conceptos y formulaciones matematicas, apoyandose
en la teoria de colas requiriendo de amplias bases de datos. Estos métodos han sido
ampliamente estudiados por varios autores (Rodriguez, 1985, UNCTAD, 1984 y Agerschou,
2004). Dragovic lo pone de manifiesto en su publicaciéon “Port and container terminals
modeling” (Dragovic et al, 2006). En dicha publicacién se menciona varios estudios (Nicolaou,
1967; Nicolaou, 1969 y Plumlee, 1966 entre otros), que consideran diferentes aspectos de la
planificacion del sistema de linea de atraque tales como la tasa de ocupacion, el porcentaje de
congestion en el puerto, el tiempo minimo de espera en puerto, los costes totales del sistema
portuario, la determinacién dptima del niimero de puestos de atraques y graas en puerto, la
combinacién 6ptima de niimeros de atraques/terminal y de graas/atraque, etc.

En relacién a los métodos de simulacidon tal y como indica la United Nations Conference
on Trade and Development (UNCTAD, 1969) esta técnica representa por medio de un
modelo un proceso complejo que de otro modo no seria susceptible de descripcion
matematica debido al comportamiento aleatorio y las caracteristicas no lineales del proceso.
Una descripcién detallada del método y los resultados de aplicacion al Puerto de Casablanca
se recoge en una publicacién de la UNCTAD (UNCTAD, 1984).

Fuera de Espafia, en EEUU (Maloni et al., 2005), Maloni realiza un trabajo donde se hace
una revision de la literatura en relacién a los factores de capacidad y en concreto con la
planificacion portuaria. Ademas de los citados por Maloni, existen otros trabajos en Singapur
(Fan et al., 2000), donde se tratan temas relacionados con la planificacion estratégica.

En Esparia, las referencias bibliograficas, se remontan a 1977. (Rodriguez, 1977) recoge
aspectos basicos de la planificacion portuaria. Posteriormente (Soler, 1979) publica una
comparacion entre las condiciones de explotacion de varios puertos espafoles, mediante el
uso de métodos empiricos. En fechas mas recientes en una publicacion (Camarero et al., 2009),
se recogen los pardmetros y procesos a tener en cuenta en la planificaciéon de una terminal de
contenedores. En 2007 (Gonzalez, 2007), en su trabajo de tesis determina los pardmetros y
ratios caracteristicos de la operativa portuaria, y obtiene los valores que éstos adoptan para
cada una de las terminales portuarias de contenedores. Existen otros trabajos de planificacion
logistica (Quijada-Alarcén et al., 2012) que podrian citarse.

Con la aparicion de la inteligencia artificial y en concreto las redes neuronales artificiales,
se espera una mejora significativa en la planificacion portuaria. En relacién a la literatura de
aplicaciéon de redes neuronales artificiales a la planificaciéon de transportes, esta es
practicamente inexistente, principalmente, debido a la reciente aparicion de la inteligencia
artificial en nuestra sociedad.

Los origenes de los primeros trabajos datan de 1943 (Warren et al.,, 1990) con unos
comienzos un poco arduos y con poca aceptacion desde la comunidad investigadora. No es
hasta el afio 1982, cuando (Hopfield, 1982) inventa el algoritmo Backpropagation, cuando se
vuelve a generar interés por este tipo de inteligencia artificial.
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Actualmente, existen numerosas universidades (Boston, Helsinki, Stanford, Carnegie-
Mellon, California, Massacgussets, Madrid) que se encuentran desarrollando investigaciones
referentes a las redes neuronales artificiales, asi como algunas empresas con caracter privado
en paises como Japon, EEUU y en Europa.

En cuanto a trabajos relacionados con la planificaciéon de transportes y las redes
neuronales artificiales en Espana y que no sean de estos autores, existe el trabajo elaborado en
la Universidad de Cadiz, sobre técnicas de prediccion en el trafico rodado (Moscoso et al.,
2011).

A nivel internacional, existen estudios recientes como los de Gosasang y otros (Gosasang
et al., 2010), donde realizan una prediccion del trafico de Contenedores en el Puerto de
Bangkok aplicando Redes Neuronales, con el objetivo explorar el uso de las redes neuronales
para predecir el movimiento de contenedores en el futuro con objeto de planificar las
inversiones futuras en la ampliacion de dicho puerto. En otros estudios estos autores también
realizan comparaciones entre técnicas tradicionales y las técnicas de pronosticos de las redes
neuronales en el movimiento de contenedores en el mismo puerto en su articulo del afio 2011
(Gosasang et al., 2011).

En ese mismo afio, Karlatis y Vlahogiaani (Karlatis y Vlahogianni, 2011) publican estudios
donde se analizan las ventajas y/o diferencias que tienen los métodos estadisticos puros frente
a las redes neuronales en cuanto a la investigacion del transporte se refiere. En este estudio
hacen referencia a la particularidad que tienen las redes neuronales para ajustarse a
fenémenos no lineales y la capacidad de aprendizaje de estas.

Otros trabajos relacionados con las redes neuronales y su aplicacion a planificaciones a
corto plazo en el ambito internacional, son los trabajos de prondsticos a corto plazo mediante
redes neuronales (Vlahogianni et al., 2005) de los parametros de trafico, como el flujo y la
ocupacion, los relacionados con flujos de trafico, la velocidad y la ocupacién (Dougherty et al.,
1994), estudios sobre problemas de transporte (Dougherty, 1995), (Clark et al., 1993) y otros
relacionados con los prondsticos a corto plazo de la demanda de pasajeros de tren (Tsai et al.,
2009), obteniendo en todos ellos respuestas prometedoras de cara a su uso en un futuro
proximo y su aceptacion por los resultados obtenidos.

Con el desarrollo de este trabajo se pretende, mediante la utilizaciéon de la inteligencia
artificial, obtener resultados que ayuden a la toma de decisiones y optimizacion de medios y
recursos en las terminales de contenedores en los puertos.

2. Redes Neuronales Artificiales (RNA)

Dentro de las posibilidades de redes neuronales artificiales, existen mas de 50 modelos y
variantes, en funcién del modelo de la neurona, la arquitectura de la red, el tipo de conexiéon y
el algoritmo de aprendizaje.

Se incluye en la tabla 1 una clasificacién de los tipos de redes neuronales artificiales segun
el tipo de arquitectura y de aprendizaje, para poder analizar donde se encuentra el modelo de
red utilizada.
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Dentro de esta clasificacion, la red con la que se ha realizado el estudio, se encontraria
clasificada dentro de una red con aprendizaje supervisado y arquitectura unidireccional tal y
como se puede observar en la siguiente tabla.

Tabla 1. Modelos de redes por tipo de aprendizaje y arquitectura

Arquitectura

Aprendizaje
Unidireccional Realimentada

Perceptron BSB

Adalina Fuzzy Cog Map
Madalina

Supervisado Perceptron multicapa

General Regression Neural Net.
Learning Vector Quantization

Maquina de Boltzmann

Linear Associative Memory ART
No Optimal LAM Hopfield
supervisado Maps of Kohonen BAM

Neocongnitron

L Radial Base Function
Hibridas

Contrapropagacion

Reforzados Aprendizaje Reforzado

2.1 Arquitectura unidireccional

Atendiendo al flujo de datos en la red neuronal, esta se puede clasificar como red
unidireccional (feedforward) y red recurrente (feedback), en nuestro caso la red utilizada es
del tipo feedforward.

Las redes neuronales feedforward corresponden a la clase de RNA mas estudiada por el
ambito cientifico y la mas utilizada en los diversos campos de aplicacion.

Las diferentes clases de RNA se distinguen entre si por los siguientes elementos:
* Las neuronas o nodos que constituye el elemento basico de procesamiento.
* Laarquitectura de la red descrita por las conexiones ponderadas entre los nodos.
» El algoritmo de entrenamiento, usado para encontrar los parametros de la red.
2.2 Aprendizaje supervisado
Las redes neuronales de entrenamiento supervisado son las mas populares. Los datos para
el entrenamiento estan constituidos por varios pares de patrones de entrenamiento de entrada

y de salida.
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El aprendizaje supervisado, requiere el emparejamiento de cada vector de entrada con su
correspondiente vector de salida. El entrenamiento consiste en presentar un vector de entrada
a la red, calcular la salida de la red, compararla con la salida deseada, y el error o diferencia
resultante se utiliza para realimentar la red y cambiar los pesos de acuerdo con un algoritmo
que tiende a minimizar el error, con el fin de conseguir que la salida se aproxime a la deseada.

Las parejas de vectores del conjunto de entrenamiento se aplican secuencialmente y de
forma ciclica. Se calcula el error y el ajuste de los pesos por cada pareja hasta que el error para
el conjunto de entrenamiento entero sea un valor pequefo y aceptable.

El aprendizaje supervisado, puede llevarse a cabo mediante tres formas; Aprendizaje por
correccion de error, aprendizaje por refuerzo y aprendizaje estocastico. En nuestro caso el
aprendizaje utilizado es el primero de los tres, consistiendo en ajustar los pesos de las
conexiones de la red en funcién de la diferencia entre los valores deseados y los obtenidos a la
salida de la red, es decir, en funcién del error cometido en la salida.

El algoritmo utilizado en la red, es el algoritmo Backpropagation, este algoritmo, es un
algoritmo de descenso por gradiente que retropropaga las sefiales desde la capa de salida
hasta la de entrada, optimizando los valores de los pesos mediante un proceso de iteracion,
basandose en dos fases; Propagacion hacia adelante y una vez se ha completado la fase de
propagacion hacia adelante se inicia la fase de correccion o fase de propagacion hacia atras.

3. Desarrollo metodologico

La metodologia desarrollada en esta investigacion nos permite determinar las necesidades
de activos segun los traficos futuros en las terminales de contenedores en caso de no realizar
inversion alguna, es decir, sin modificar los parametros fisicos de estudio ( linea de atraque,
superficie, gruas,...)

Este analisis se realiza mediante un esquema de comparacién multiple, generado de modo
aleatorio a través de la herramienta de trabajo llamada NNtex (Li et al., 2013), basada en las
redes neuronales artificiales RNA (Redes Neuronales Artificiales).

El modelo de una red neuronal artificial se compone de un conjunto de entradas (xj(t));
unos pesos sindpticos (wi) que representan el grado de comunicacion entre la neurona
artificial j y la i; una regla de propagacién oi(wi, xj(t)) que determina el potencial de la
interaccion de la neurona i con las N neuronas vecinas; una funcién de activacion fiai(t-1),
hi(t)] sobre la neurona i, que determina el estado de activacién de la neurona en base al
potencial resultante hi y al estado de activacion anterior de la neurona ai(t-1); y una funcion de
salida (Fi(ai(t))) que representa la salida de la neurona i, que puede ser representada por la
siguiente formula:

Y,(t) = E(fa,(t = 1), 0,(w;., x,(1))))

En consecuencia en las redes neuronales el aprendizaje puede ser visto como el proceso de
ajuste de los pardmetros libres de la red. Partiendo de un conjunto de pesos sindpticos
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aleatorios, el proceso de aprendizaje busca un conjunto de pesos que permitan a la red
desarrollar correctamente una determinada tarea. El proceso de aprendizaje es un proceso
iterativo, en el cual se va refinando la solucion hasta alcanzar un nivel de operacién
suficientemente bueno.

Se han desarrollado las siguientes fases en la metodologia:

3.1 Fase I: Toma de datos, clasificacion y discretizacion de los valores
obtenidos de las terminales.
En esta primera fase se realiza un diagndstico del estado actual de terminales de
contenedores dentro de un ambito geografico de lo mas variado y disperso en el entorno de

las terminales de contenedores y se recopilan, clasifican y ordenan los datos a procesar.

Tabla 2. Esquema de la arquitectura de los datos tratados

Date | Cod_port | Cod_country | Long_berth | Term_surface | Cranes TEU

2008 1 1 2.114 80,60 15 952.678
2008 2 2 3.974 158,33 50 2.492.107
2008 3 3 1.230 1,50 16 76.685
2008 4 3 2.528 5,38 4 334.326
2008 5 3 1.155 48,26 7 687.864
2008 6 3 985 16,00 16 946.847
2008 7 4 3.400 225,00 144 8.715.098
2008 8 4 9.142 812,00 515 28.006.000
2008 9 4 1.633 48,00 30 5.035.000
2008 10 4 3.472 129,24 65 7.103.000
2008 11 4 3.750 208,00 203 9.683.493
2008 12 5 12.610 441,25 192 10.294.589
2008 13 5 3.700 137,30 48 1.810.048
2008 14 6 555 21,60 3 874.955
2008 15 7 958 10,50 3 156.323
2008 16 8 400 47,80 4 305.414
2008 17 9 7.804 279,00 97 17.726.000
2008 18 9 3.000 65,00 27 2.200.000
2008 19 10 4.910 209,50 90 3.481.492
2008 20 11 300 14,42 7 121.418
2008 21 11 886 56,40 17 524.791
2008 22 11 2.205 31,80 24 1.409.782
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El ntimero de variables a considerar al tratarse de una red neuronal, puede ser casi infinito
al poder trabajar con bases de datos de gran tamafio y niumero de campos.

Se procesan los valores de las terminales durante los afios de los que se disponen datos.

Es este proceso se pueden generar bases de datos (tabla 2) donde relacionar variables del
tipo nimero de puestos de atraque, capacidad de almacenamiento, tiempos de grua, tiempos
de espera, niumero y horas de atraque, longitud de muelle, la superficie de la terminal, el
numero total de griias o equipos a utilizar, ocupaciones optimas de las superficies de
almacenamiento, la cantidad de contenedores movidos, capacidad de la terminal y sus
distintos subsistemas,...

3.2 Fase II: Construccion de la red neuronal artificial.
La construccion de la red neuronal artificial, se genera utilizando la aplicacion informatica

Matlab, donde se crea una red perceptron multicapa (figura 1) mediante un algoritmo de
aprendizaje backpropagation con velocidad adaptativa de aprendizaje.

Capade Capa Capa de
Entrada Oculta Salida
Entrada 1
@ —ma
Entrada 2 @

" - \ Salida
e

Entrada 3 —_—
—@® P

— 2@
®

-

Figura 1. Esquema de la arquitectura de la red

El método de entrenamiento se trata de un gradiente descendente momentum. Una vez
creada, tras un proceso previo de simulacion, se entrena la red presentando unas entradas y
salidas conocidas de los datos obtenidos de las terminales de contenedores, con objeto de que
la red vaya reajustando su salida mediante la modificacion de sus pesos y valores umbrales,
de manera que el error de actuacién de la red se minimice.

3.3 Fase III: Analisis del funcionamiento de la red y de los resultados
obtenidos

Anterior a cualquier proceso, se debe definir el porcentaje de entrenamiento (figura 2) a

considerar, es decir, se debe indicar que parte de los datos se consideran para el
entrenamiento y cuales para el test, con objeto de comprobar la efectividad del modelo.
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Figura 2. Diagrama de entrenamiento de la RNA

Durante este proceso, también se define el nimero de épocas o el nimero de veces que se
han comparado los ejemplos con las salidas de la red para realizar los ajustes en los pesos de

las conexiones (figura 3).

Neural Network

Algorithms

Training:
Performance:

Progress

Gradient Descent Backpropagation with Adaptive Learning Rate. (traingdim)
Mean Squared Error (m:e)

Epoch:

Time:
Performance:
Gradient:
Validation Checks:

1000

| 0.0
| 1.00e-10
| 6

Plots

Performance & (plotperform)

Training State (plottrainstate)

Plot Interval: D

v Maximum epoch reached.

lepochs

Figura 3. Imagen del médulo de entrenamiento de la red.
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Para el analisis de funcionamiento de la red, se utilizan las siguientes variables obtenidas
del entrenamiento de la red neuronal.

»  Coeficiente de correlacion (C), que nos permite comparar entre dos observaciones de
la misma o diferentes variables y que cuantifica el grado de relacién entre los datos
reales y el pronostico de la red. Esta variable se podria expresar del siguiente modo:

N p— p—
2.0, -O)P, -P)
C= i=1

\/Z(Oi _6)ZZ(P1 _13)2

i=1 i=1

donde;

O, es el valor real

P;, es el valor del prondstico
N, el n® de datos

*  Error cuadrético medio (MSE), que mide el error cometido y viene definido por:

N —
MSE :lZ(Oi _Pi)z
N&

Durante la fase de entrenamiento, se comparan los valores de la variable de salida o reales,
frente a los predichos o estimados por la red. Este proceso como se puede observar en la
figura 4 nos permite comprobar cdmo se aproxima la red con los datos de entrenamiento.

%10 Comparison between real and predicted
3 T T T T T T T T T

prediction
real
251 .

1.5} .

0.5r -

[] 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4. Comparativa de aproximacién entre valores reales y de prondstico
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3.4 Fase IV: Validacion de la red neuronal.

Una vez comprobado que las salidas de la red tras el entrenamiento, se encuentran dentro
de los parametros considerados como aceptables (Coeficiente de correlacion, error cuadratico
medio,...), se valida la red.

3.5 Fase V: Alcance del estudio.

En la tltima fase, una vez validada la red neuronal, se realiza un estudio pormenorizado
de las distintas terminales de contenedores, evaluando el estado en que se encuentran en base
a las instalaciones y equipos para movimiento de contenedores actuales en dichas terminales.

Este estudio se centra en un posible escenario de las necesidades de inversion a corto en el
numero de graas necesarias, asi como la limitacién de inversiones en los puertos analizados
debido a la situacion econdémica actual. Este estudio, se traslada y amplia posteriormente a
afos futuros hasta su horizonte en el afio 2015.

4. Resultado

Siguiendo las 5 fases comentadas en el apartado anterior, se procede a realizar el estudio
sobre los datos recopilados de los puertos, obteniendo los siguientes resultados.

Se recopilan y analizan los traficos de 33 puertos situados en 16 paises tal y como se recoge
en la tabla 3, entre los afios 2003 a 2011 y se estructuran los datos con los campos que
intervendran en la red, estos campos incluyen la fecha del afio, la denominacion de la
terminal de contenedores, el pais de origen, la longitud del muelle, la superficie de la
terminal, el nimero de gruaas poértico y la cantidad de contenedores movidos.

La sistematica anterior, se puede apreciar en el apartado 3.1. de este documento.

Tabla 3. Puertos analizados

Referencia Nombre Pais
1 Brisbane Australia
2 Vancouver Canada
3 Antofagasta Chile
4 Iquique Chile
5 San Antonio Chile
6 Valparaiso Chile
7 Qingdao China
8 Shanghai Total China
9 Xiamén China

10 Tianjin China
11 Yantian China
12 Busan Corea
13 Kwangyang Corea
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Referencia Nombre Pais
14 Guayaquil Ecuador
15 Acajutla El Salvador
16 Puerto Quetzal Guatemala
17 Hong Kong KCTY Hong Kong
18 Hong Kong RTT Hong Kong
19 Yokohama Japon
20 Ensenada México
21 Léazaro Céardenas México
22 Manzanillo Meéxico
23 Balboa Panama
24 Callao Pert
25 Singapur Singapur
26 Kaohsiung Taiwan
27 Keelung Taiwan
28 Long Beach USA
29 Los Angeles USA
30 Oakland USA
31 Seattle USA
32 Tacoma USA
33 Portland USA

Una vez analizados y estructurados los datos de los citados puertos, se procede a construir
la estructura de la red neuronal.

Los algoritmos de la red considerada tal y como recoge la aplicacion son los indicados en

la figura 5.
Algorithms
Training: Gradient Descent Backpropagation with Adaptive Learning Rate. (traingdm)
Performance:  Mean Squared Error (mse)

Figura 5. Algoritmos de la red considerada

Asi mismo, los parametros de la red serian los siguientes (tabla 4):

Tabla 4. Pardmetros de la red

Input Hidden Output Epoch Learning rate Momentum
layers layers layers
3 5 1 1000 0,3 0,6

Posteriormente, se hace trabajar a la red con los datos recopilados tanto para estimar la
situacion actual como los afos venideros a corto plazo hasta llegar al afio 2015.

Con los datos originales desde los afios 2003 hasta 2011, se ha entrenado la red, para asi
poder estimar el nimero de grias necesarias entre los afios 2012 a 2015 y ver asi la progresiéon
o necesidades a futuro en base a las tendencias entre los afios 2003 y 2011.
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4.1 Analisis por puertos

En la figura 6 se puede observar la comparacion entre el niimero de gruas necesarias para

el afio 2013, con las existentes segtin los datos del ultimo afio de que se dispone. Asimismo en
la figura 7 se representa el caso para el afio horizonte, hasta el 2015.

800 —r—r—r——r
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400 -

300+

cranes number

200+~

100}

Comparison between previous-estimated
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1234567 8 9101112131415161718192021222324252627282930313233
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Figura 6. Comparacién del niimero de griias segiin la estimacion hasta el asio 2013
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Figura 7. Comparacion del niimero de griias seguin la estimacion hasta el afio 2015
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Como puede observarse en las graficas del estudio existen puertos donde no es necesario
realizar una mayor inversion en gruas, segtn los crecimientos previstos.

En la siguiente tabla 5 se representan los puertos donde no es necesario realizar nuevas
inversiones de equipos al menos hasta el afio 2015 segtin las previsiones de la RNA.

Tabla 5. Puertos que no requieren de una inversion en griias hasta 2015 con las previsiones de trifico

Referencia Nombre Pais
2 Vancouver Canada
3 Antofagasta Chile
6 Valparaiso Chile
7 Qingdao China
8 Shanghai Total China
9 Xiamén China
11 Yantidn China
13 Kwangyang Corea
19 Yokohama Japon

21 Lazaro Cardenas México
22 Manzanillo Meéxico
23 Balboa Panama
28 Long Beach USA

33 Portland USA

Cabe destacar que de entre los sefialados anteriormente, alguno de los puertos citados,
como Antofagasta, Valparaiso, Lazaro Cardenas, Long Beach y Portland, se encuentran al
limite de necesitar nuevas inversiones, ya que segtn las estimaciones las necesidades de
gruas, se encontrarian alrededor de una nueva grtia respecto de las necesidades segin la RNA
a las reales.

Se puede observar que existen otros puertos, donde el descenso es significativo (Yantian,
Yokohama y Balboa) por encima del 40%. Analizado el posible motivo del hecho, se aprecia
que en los ultimos afios de registro de los datos, estas terminales han incrementado de modo
muy significativo el nimero de gruas, no siendo asi con el resto de pardmetros como la
longitud de muelle de atraque o superficie de la terminal. Con este hecho podemos observar
como la red neuronal hace un ajuste de los recursos ante cambios en principio no justificados
y en base a los parametros utilizados para la estimacion de necesidades, consecuencia que nos
induce a pensar en que la red trabaja de modo acertado.

Por otro lado, los puertos, donde si es necesaria una inversiéon de cara a los traficos
previstos para el afio 2015 son los que se recogen en la tabla 6.

Tabla 6. Puertos donde se requiere de una inversion en griias de cara al afio 2015.

100

Referencia Nombre Pais
1 Brisbane Australia
4 Iquique Chile
5 San Antonio Chile
10 Tianjin China
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Referencia Nombre Pais
12 Busan Corea
14 Guayaquil Ecuador
15 Acajutla El Salvador
16 Puerto Quetzal Guatemala
17 Hong Kong KCTY Hong Kong
18 Hong Kong RTT Hong Kong
20 Ensenada Meéxico
24 Callao Perti
25 Singapur Singapur
26 Kaohsiung Taiwan
27 Keelung Taiwan
29 Los Angeles USA
30 Oakland USA
31 Seattle USA
32 Tacoma USA

Como sucedia en el caso anterior, algunos puertos como Hong Kong RTT y Keelung,

donde tinicamente la inversidén necesaria segin las estimaciones no supera las tres graas, se
deberia separar del resto de casos, ya que quizas con una programacion en la operativa del
puerto podria evitar la necesidad de invertir e intentar buscar la méxima optimizacion de los
recursos en caso de ser posible.

4.2 Analisis por paises

El estudio se centra en 16 paises dentro del ambito internacional de la mas variada y
singular tipologia. Aunque se puede observar que los paises donde se encuentran los puertos
del estudio, estan localizados principalmente en la franja oeste de América y en la zona
oriental del continente asiatico.

En el analisis del trabajo, se observa que dentro de un mismo pais, se dan ambos casos
tanto de necesidades de incrementar los medios, asi como de no tener que realizar nuevas
inversiones. Este hecho, se ve reflejado en el siguiente grafico (figura 8).

Por otro lado, podemos ver que en ciertos paises como Australia, Ecuador, El Salvador,
Guatemala, Hong Kong, Pert, Singapur y Taiwan, s6lo se observan necesidades de nuevas
inversiones y por lo tanto seran zonas a nivel pais con incremento de gruas en los puertos
estudiados.
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Figura 8. Variacion porcentual de necesidades por paises

4.3 Analisis por continente

Al ser un estudio tan amplio, al realizar un anélisis macro, observamos de nuevo variedad
en los datos pero con matices ya que en los puertos del continente americano se producen las
mayores necesidades de equipos, llegando a incrementos de mas de 500% como sucede en el
puerto de Callao. En este mismo continente se dan casos de sobredimensionamiento siendo el
puerto mas significativo el puerto de Balboa.

Por otro lado en el caso del continente asiatico se estiman necesidades menores, siendo el
puerto de Kaohsiung el de mayores necesidades con un incremento de 37 grtas, mientras que
el puerto que necesitaria una inversion a mayor plazo seria el puerto de Yantidn, ya que sus
previsiones de gruas estan por encima del 50% segun el analisis de la red.

5. Conclusiones

Una vez analizados los resultados obtenidos podemos indicar que las redes neuronales
artificiales pueden usarse para modelar cuestiones relativas a la planificacién portuaria de
transportes en las terminales de contenedores usando datos histdricos.

De los resultados de la investigacion se pueden hacer dos grandes grupos, aquellos que
precisan de una inversién a corto plazo y otros que no requieren de dicha inversién y que con
los recursos actuales podrian dar servicio al trafico previsto con fecha horizonte el afio 2015.

Estos dos grandes grupos se puede representar graficamente como se recoge a
continuacion (figura 9).
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De este mismo andlisis, se obtiene la conclusion de que la red obtiene resultados
verosimiles, dado que algunos puertos con grandes necesidades de ampliacién segun las
estimaciones del estudio, como es el caso del puerto del Callao, se estan acometiendo en la
actualidad y por tanto las estimaciones de la red neuronal se pueden considerar acertadas en
este caso. Si bien es cierto que se precisarian de mas variables como son las politicas, sociales
y econdmicas del periodo considerado, como para poder afirmar con toda certeza los
resultados obtenidos.

Por tanto, para una mayor exactitud de los resultados, se deberian utilizar mas variables
como ampliaciones u obras que puedan condicionar los resultados obtenidos, ya que como se
puede observar en las estimaciones el puerto de Balboa indica que no requiere inversiones
hasta el 2015, hecho que puede ser real, pero a partir de esa fecha por la proximidad del
mismo a la actual ampliacion del canal de Panama, seria conveniente estudiar este caso por
separado. Por tanto, a mayor namero de variables cuantificables que puedan influir en las
estimaciones, el resultado podra ser mas proximo a la realidad.

En el caso de las conclusiones a nivel macro o de pais/continente, podemos indicar que los
localizados en el continente asiatico, las necesidades de inversion a corto plazo son menores a
las del continente americano.

En el estudio desarrollado, los parametros fijos o variables de contorno considerados han
sido, la longitud del muelle, la superficie de la terminal, el nimero de graas poértico y la
cantidad de contenedores movidos.

Esta investigacion deja la puerta abierta a realizar estudios con una misma red ampliando
al resto de parametros vinculantes a la explotacién y planificacion de la terminal y probar su
validacion y posible uso.
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Resumen

En este articulo se presentan nuevas formas de representar la funcién zeta de Hurwitz en
series hipergeométricas ordinarias.

Palabras Clave: Funcién zeta de Hurwitz, funcion zeta generalizada, simbolo de Pochham-
mer, serie hipergeométrica ordinaria.

Abstract

In this paper new manners of representing the Hurwitz zeta function in ordinary hyper-
geometric series is presented.

Keywords: Hurwitz zeta function, generalized Zeta function, Pochhammer symbol, ordinary
hypergeometric series.

Introduccion

Aunque no esté definido con exactitud el término “Funciones Especiales”, no obstante, al
mencionarlo, se hace referencia a un conjunto de funciones que aparecen con frecuencia en
diversos problemas practicos y tedricos, y que, debido a ello, poseen un nombre propio. Ac-
tualmente, el ntimero de elementos integrantes de este conjunto es muy grande, de hecho, hoy
en dia se hace referencia a mas de un millar de funciones especiales, sobre las que existe una
abundante literatura y sus propiedades se pueden encontrar en numerosas recopilaciones y

monografias [1, 2, 4, 6, 8, 10, 13].

Dada su gran diversidad, resulta atractivo disponer, para su estudio, de criterios de unifi-
cacion que permitan agruparlas en clases mas amplias con alguna caracteristica comtn. Natu-
ralmente, esta caracteristica debe elegirse de forma que, en base a ella, sea posible desarrollar
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procedimientos generales para la obtencién de sus propiedades, sin necesidad de tratar cada
funcién individualmente. Desde luego, se pueden considerar criterios de unificaciéon muy di-
versos que, en muchos casos, tengan cardcter parcial en el sentido de que resultan ttiles para
obtener cierto tipo de propiedades, y no otras. A titulo de ejemplo se puede citar el caracter
hipergeométrico generalizado de las funciones, entendiendo por tal el hecho de que la funcién
admita una representacion del estilo

a,...,ar

_ v (@) (ar)z
rFs = W)y \r)y 2 X
bl/-~-/bs : k;)(bl)k(bs)k k! ( )

siendo

—
N

Ny

=
Il

H (z+7j), k>1,

0<j<k—1
@ = 1 (1=K,
el simbolo de Pochhammer (-), [1, 3, 11, 12], también llamado en inglés “shifted factorial”.
Ademés, en (1), {a;}j_; y {b; };:1 son nimeros complejos sujetos a la condicion que b; # —n
conn € N\{0}paraj=1,2,...,s.

Se sabe que las funciones hipergeométricas aparecen formalmente en el trabajo pionero de
C. E Gauss [5], a inicios del siglo XIX, aunque algunos aspectos particulares ya eran conoci-
dos anteriormente; L. Euler en su Institutiones calculi integralis (1768) ya utilizaba la ecuacién
hipergeométrica y el método de solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias por medio de
series de potencias, y los que hoy se conocen como polinomios de Legendre habian aparecido
ya en conexién con problemas de mecdnica newtoniana. Desde entonces las funciones hipergeo-
métricas han sido objeto de amplio estudio tanto desde el punto de vista puramente matematico
[3, 8, 13] como por el interés que revisten en las aplicaciones.

Como es conocido, Komano en [7] introdujo la siguiente funciéon multiple de zeta
GEo= ) Il (G+a) 7,
kn>->k>0 1<j<r

kj€Z+,1§j§r

donde, 5 = (s1,...,5r) € C" ya > 0, la cual para el caso especial r = 1 se reduce a la funcién
zeta de Hurwitz o funcién zeta generalizada [9, 13], dada mediante

C(s,@)=) (n+a)™®, 0<a<1 Res>1 )
n>0

Ademas, paras € Z" cons > 1, la funcién (2) se puede representar de las siguientes maneras

. (0(); . 1,0(,...,0(
Cloa) = a7}, ooy = sk 1 ©
n>0 n a+1,...,0+1
s-veces
—n,1 —-n,1
=a") HF 1 |2k 11, 4)
n>0 o+1 a+1

Obsérvese que, la igualdad (4) se justifica a partir de la identidad de Chu-Vandermonde [4, 8],
la cual aparece a menudo en la practica, y la misma viene dada mediante

—n,b _
oFy T I P ®)
Cc (C)n
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Notese ademads que, teniendo en cuenta que la serie ;1 F;s es llamada k-balanceada si
Y, (bj—a) —ac =k

1<j<s

entonces, a partir (3) se deduce que ( (s, «) es el producto de 4~ por una serie hipergeométrica
ordinaria 41 1F;, (s — 1)-balanceada.

En la seccién, que a continuacion se presenta, se dardn los resultados fundamentales de esté
articulo, relacionados con nuevas representaciones de la funcién zeta de Hurwitz (2) en series
hipergeométricas ordinarias.

2. Resultados Fundamentales

Para mayor brevedad, denétese

s-veces

-n,1 -n,1
2h 1 ]2k 1,
a+1 a+1
or
—n,1
2F 1
a+1

A continuacion se presentard el resultado principal, dado mediante el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sea s un niimero entero, con s > 1y 0 < a < 1. Entonces la funcién zeta de Hurwitz
(2) admite las siguientes representaciones

i)
I,n+wa,...,.n+a
C(s,a) = (n+a) g Fs 1
n+a+1,...,n4+a+1
-k, 1
+ )Y R 1|, neN, (6
0<k<n-—1 a+1
ii.)

L L2 w4271, 27w+ 270
4 (5,2_11x) - (2_1zx + 2—1) si1Fs 1
27w +3/2,...,27 % +3/2

1,a,...,«

S
+(2or1) si1Fs 1,
a+1,...,0+1
iii.)
—k,a —k, 1
T(s,0) =0 Y (=1)2F 1|t 1
k>0 a+1 a+1
k+1,k+w,....k+a«a
X sFs_1 11, ®

k4+a+1,... k+a+1
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iv.)

g (S/ DC) - [X_SS s—1 1

2,0a+1,...,0a+1
—a N (a4+1)7° o Fs 1 1. (9
a+2,...,06+2

Demostracién. En efecto, obsérvese que a partir de (2) se deduce facilmente

C(s,0)=C(s,n+a)+ Y, (k+a)°, neN,
0<k<n-1

¢(s27%) =g (s2la42) 427 L (<) (n+a) .

n>0

Luego, teniendo en cuenta lo visto anteriormente, se consiguen los resultados correspondientes
a (6) y (7) respectivamente.

A continuacién, haciendo uso de la identidad de Chu-Vandermonde (5) y la propiedad
(—n), = 0 cuando k > n se tiene

W, -1
CESVRE W
Z (—”)k (")k

Como consecuencia se llega

(s,a)=un" ; 2_1 OJ(Z:Sn CES

Luego, debido a que

Entonces como resultado se obtiene

P (=D (1), @)y
¢ (s) k‘;,gk(w ;

@ D (V)
R (=1 (D (@550
,?;Mg)(aﬂ); (+1), (1),
Y haciendo uso de la propiedad
@ik = @i (2K, (10)

se deduce lo siguiente

cu) = a— Y (—1)k — Dk (k+1) (k+a)sflg
C(s,a) = k;,)( 1) (a+ 1)y ( N 1n§) ratil
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lo cual coincide con (8). Para probar el segundo apartado, se debe tener en cuenta la siguiente
relacién de recurrencia
— 41
(D‘)n =« [(D‘)n-&-l —-n (D‘)n} )

A partir de la cual se infiere lo siguiente

)sfl

g(s DC _D(_S 1 n+1 a5~ 1 7' (11)
nz>0 D‘+1) n>0 [X—i—]‘)
Obsérvese ademas, que utilizando (10) se deduce
1 _
Z (D‘)n-&-l (D‘)i I Z ( )s lﬂ
S
=0 (a+1)y, a0 (a+1)57" !
1,a,...,0
= Qsls1 1 : (12)
a+1,...,0+1
Asi como
rwy oy ) @iy
w=h (e +1); =h (a+1)54,
_ < ® )s (n+1) (a+1);
+ n>0 (DC_‘_Z)S
B < ) (2), (a+1); 17
=0 (x+2); n!
< ) 2,0+1,...,a+1
= si1Fs 1 ]. (13)
atl a2, 042

Por consiguiente, a partir de (11)-(13) se consigue el resultado deseado correspondiente a (9).
Obsérvese ademds, que la expresién (9) se representa mediante la combinacion de dos series
hipergeométricas s — 2 y s — 1-balanceadas, respectivamente. O
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Resumen

Con la excusa de un western tipico, hacemos un estudio de las probabilidades asociadas
a la eleccién al azar de n objetos por sus propietarios. La ley de Poisson se revela adecuada
para describir la situacion.

Palabras Clave: Probabilidad, Bernoulli, Poisson, Permutaciones, desarreglos.

Abstract

We study the probabilities associated to the random choice of #n objects by their owners.
Poisson’s law shows its accuracy in the description of such a situation.

Keywords: Probability, Bernoulli, Poisson, permutations, derangements.

1. La cantina

La historia la hemos visto muchas veces: llega a la cantina un grupo de indeseables. Vienen
a caballo, alborotando y disparando al aire; acaban de asaltar un rancho. Dejan los caballos en
el establo y entran. Después de varias horas de pufietazos y whisky, oyen que llega el sheriff
con sus hombres y salen apresuradamente: montan de nuevo en los caballos sin fijarse en cudl
elige cada uno (ni la bebida ni las prisas se lo permiten) y se alejan galopando.

El sheriff se informa detalladamente y quedan claros los siguientes hechos: se trata de un
grupo numeroso, de entre 15y 20 hombres y otros tantos caballos; su huida ha sido precipitada,
de modo que la eleccién de las monturas ha resultado totalmente aleatoria; van armados y
bastantes bebidos. Llevan como una hora de ventaja a quienes salgan ahora en su persecucion.

El sheriff, un hombre serio con cierto aire a Gary Cooper, cuenta con tres ayudantes eficaces
pero no tan valientes como para enfrentarse a mds de una docena de pistoleros siendo ellos
apenas cuatro. Para convencerles y animarles, les hace estas reflexiones:

- Somos cuatro hombres armados y decididos, con la ley de nuestra parte, contra unos cua-
treros medio borrachos que ni siquiera conocen al animal que montan. Con las prisas, es facil
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que a lo sumo tres o cuatro de ellos vayan en su propio caballo, pero los que van en animal
ajeno no cuentan porque no seran capaces de dominarlo. Y tres o cuatro forajidos ebrios no son
rival para nosotros.

- Aunque fueran seis o siete, somos hombres para arrestarles y meterles en prisién, pero no
tendriamos nada que hacer frente a diez o mads, dice uno de sus ayudantes.

- Tranquilos. Os aseguro que no tendremos que enfrentarnos a méas de seis u ocho, y segura-
mente no lleguen a ser méas de dos o tres. jAlguna vez has tenido un péker?; sin hacer trampa,
quiero decir. Pues es més dificil que ellos sean tanta gente. Apuesto mi alazdn a que no nos
doblan en niimero.

(En qué se basa el sheriff para decir eso? ;S6lo intenta dar &nimos a sus hombres, o hay algo
mas sélido en sus palabras? ; Va de farol? ;Es acaso el sheriff un mateméatico con una estrella de
hojalata? ;Corre peligro serio de perder el caballo?

Es posible que usted quiera resolver esas cuestiones por si mismo. Le animo a que lo haga:
(cudntos jinetes es de esperar que hayan atinado con su propio caballo? ;cudl es la probabili-
dad de que sean mads de 8? ;y de que sean todos? ;ninguno? ;s6lo uno? A vuelta de parrafo
abordamos estas preguntas.

2. Echando cuentas

Sabemos que el nimero de los cuatreros anda entre 15 y 20: vamos a decir que es n. Para
estudiar el problema, conviene desmenuzarlo, y a tal efecto empezamos por introducir unas
variables aleatorias, X1, X», ..., X que fijen la atencién en cada jinete concreto y nos digan si el
caballo que montaba a la salida era el mismo que llevaba al llegar. Definimos, para ello, X asf:

X, — 1 si el k-ésimo vaquero sali6 con su propio caballo
70 en caso contrario

Cada una de las variables aleatorias X3, ..., X, es de Bernoulli y tiene esperanza E[X}| = %,
puesto que ésa es la probabilidad que tiene el jinete en cuestiéon de haber acertado con su animal.

El ntimero de vaqueros que han salido a lomos de su propia montura viene dado por la suma

S=5=X1+...+ Xy

Las preguntas que nos planteamos hace un rato se formulan comodamente en términos de
S: ¢cudl es la esperanza de S? ;jcudles son las probabilidades de que S tome el valor 0, 0 1, o sea
menor que 8? Centramos, pues, nuestra atencién en la variable aleatoria S = S.

Lo mismo que el sheriff y sus hombres no deben seguir pistas falsas, nosotros hemos de
evitar la tentacién de ver a S como una variable aleatoria binomial: aunque es suma de variables
de Bernoulli, no son independientes. Esta observacién, que nos ahorra un fracaso sonrojante,
nos obliga a realizar los calculos de las probabilidades sin acudir a las férmulas bien conocidas
de las variables binomiales, asi que vamos a ello:

La esperanza de S es facil de calcular:
n
E[S] =) E[XJ=1
k=1

gracias a la linealidad de la esperanza. Asi que podemos esperar encontrar (como promedio)
un solo vaquero subido en su caballo. Buenas noticias para los perseguidores.
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La varianza de S es algo laboriosa de calcular. Como no es relevante para esta pelicula, no
la calcularemos (que lo haga el lector curioso); diremos solamente que es igual a 1. La gran
cuestion es: cudl es la probabilidad de que S seaigual a 0, a 1 o a un valor dado, k. Por ejemplo,
¢qué probabilidad hay de que todos los cuatreros hayan acertado con sus caballos? ;y de que
no haya atinado ninguno?

La respuesta a la primera pregunta es obvia: como el ntimero de opciones posibles es n! y
cada una de las permutaciones de los 7 caballos tiene la misma probabilidad de darse (pues los

cogen al azar), deducimos que P(S = n) = %

También es evidente que P(S = n — 1) = 0. Pero la probabilidad clave, que nos va a permitir

calcular todas es P(S = 0), que abreviamos como p;, para recordar que depende del namero de
los asaltantes. ;Qué valor tiene p;,?

Para valores bajos de 7, se puede calcular directamente:

n Pn
2 0’500
3 0333
4 0’375
5 0’367

En general, el valor de p, viene dado por

no(_1\k
S N U R
&k 2 6 24 n!

Esa expresion sale de dividir el niimero de casos favorables entre el de los posibles. El de-
nominador esté claro: n!; el numerador es el ntimero de casos en que ningtn vaquero lleva su
propio caballo, es decir, el de las permutaciones de 7 elementos que no dejan ninguno fijo. Tales
permutaciones se suelen conocer como ‘desarreglos’, pero yo prefiero el término ‘desbarajustes’,
que no suena a desérdenes hormonales.

Para contarlos, nos fijamos en el conjunto A; formado por las permutaciones que fijan el
primer elemento, A; = {0 : 0(1) = 1}, enel conjunto A, = {c : 0(2) = 2}, etcétera. El conjunto
en el que estamos interesados es precisamente el complementario de la unién A UA, U...UA,.
El cardinal de esa unién viene dado por la suma de los cardinales de los conjuntos A; menos la
suma de los cardinales de las intersecciones binarias A; N A; mds la suma de los cardinales de
las intersecciones ternarias A; N A; N Ay etcétera.

Si observamos que

‘Al| = (n—l)',\AlﬂA]\ = (7’1—2)!,|AiﬂAijk| = (Tl—3)!,...

y que hay n conjuntos del primer tipo, ”(nz_l) del segundo, w del tercero, llegamos a
la conclusién de que
n!  nl nl
AUA U UA | =nl— =+ ———=+...
|[ATUAU...UA,| =n 5 + 6 o +

Por tanto, la cantidad total de desbarajustes es

| | |
m—[ATUA UL UA | = 2 =S

y al dividir por n! resulta el valor de pj,.
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Se descubre ahi una suma parcial de la serie de Taylor de la funcién exponencial } 5’ ’;l—T para
x = —1, de manera que los valores p, convergen a e~ ~ 0'36788, y ademas la convergencia es
muy rdpida: asi, para n = 7 la diferencia es de apenas dos cienmilésimas. Se deduce de ahi que
pn no depende de n mas que muy débilmente, en cuanto n supera el valor 4; desde un punto de
vista practico, podemos decir que P(S = 0) es del 36’8 % sea cual sea n (superior a 5).

Por lo que hemos visto hasta ahora, el sheriff sabe de lo que habla, y su pequefio grupo
lleva todas las de ganar: hay grandes probabilidades de que ni un solo forajido conserve su
caballo, y el promedio esperado es de apenas uno de ellos. Vamos a rematar la faena calculando
la probabilidad de que sean exactamente uno, dos o tres los vaqueros afortunados que montan
sus respectivas caballerias.

S toma el valor 1 cuando una de las variables X} vale 1 y las demads valen 0. Aprovechando
la simetria de la situacién, calculamos la probabilidad P(S = 1) evaluando P(X; = 1,X, =
... = Xy = 0) y multiplicando por n. Bien, esa probabilidad es sencilla:

1
PX1=1,X=...=X=0=PX =1) Pz =...= X, =0X1 = 1) =~ pyy

Multiplicando por 1, vemos que P(S = 1) = p,_1 coincide (salvo por una miserable dife-
rencia de i%) con la probabilidad de que S = 0.

n(n—1)

De manera analoga, P(S = 2) es la suma de —=—— casos equivalentes a X1 = X, = 1, X3 =
.. = X;; = 0. La probabilidad de este caso tipico es

1

n(n—1) " Pn-2

P(Xl=X2:1)'P(X3:---:Xn:0|xl:Xzzl):ﬂ(n

Por tanto, P(S = 2) = P22 ~ L ~ 0'18394

Ya no cuesta trabajo calcular P(S = 3) = 22 ~ L ~ 0/0613, y en general P(S = k) =

Pn—k ~ Q
kKR!

5i echamos unas cuentas sencillas, vemos que la probabilidad de que haya a lo sumo 5 jinetes
a la grupa de sus propios caballos es del 99'94 %, y la de que haya 6 o menos es de un 99’99 %.
El sheriff no corre peligro serio de perder la apuesta.

3. Adagio finale: Poisson

Antes de que caiga el telon, quiero subrayar algo que ha aparecido en los calculos anteriores.
Si n es suficientemente grande para que la aproximacién por ¢! sea valida (y desde luego,

n = 151o es de largo), las probabilidades P(S = k) coinciden con gran precisién con %, que es
el valor que le corresponderia si S fuese una variable aleatoria de Poisson con pardmetro A = 1.
Asi, el modelo de Poisson se revela adecuado para estudiar este problema de western clasico.

Y ahora si. Contra un atardecer rojizo se recortan las figuras de los delincuentes esposados,
conducidos por la ley ante el juez. Se oye una armdnica: I was born under a wandering star.

Sobre el autor:

Nombre: Dionisio Pérez

Correo electronico: dionisio.perez@upm.es

Institucién: Departamento de Matematicas e Informdtica. Escuela Técnica Superior de Ingenie-
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118 | Revista “Pensamiento Matemdtico” Volumen V, Niimero 2, Oct’15, ISSN 2174-0410


mailto:dionisio.perez@upm.es
mailto:dionisio.perez@upm.es

1.

producira en la practica el fenémeno de la succidon aqui enunciado? Tanto, si la respuesta es
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Este experimento forma parte de un conjunto de lecciones desarrolladas por F. Bagnoli
para introducir la fisica a un publico muy heterogéneo y no experto. La idea es presentar
los temas de fisica como una especie de espectaculo, conectandolos con los asuntos de la
vida real, haciendo hincapié en los principios comunes, mas alla de los ejemplos o casos
particulares tratados. Este material también se puede usar en un curso estandar de fisica,
como una manera de mostrar a los estudiantes que los temas que se trabajan en el curso
forman parte de la vida diaria.

Palabras Clave: Fluidos, hundimiento, flotacién, principio de Arquimedes

Abstract

This experiment is part of a series of lessons for introducing physics to laymen. The idea
is that of presenting topics in physics as a kind of show, connecting them to topics in real
life, trying to focus on the common principles that are beyond the variety of possible
examples. This material can be also used in standard physics course as a way of convincing
students that what they study in their course is actually acting in everyday life.

Keywords: Fluids, sinking, floating, Archimedes principle

Introduccion

En la pelicula “Titanic”, cuando la parte inferior de la nave esta a punto de hundirse, Jack
Dawson (Leonardo DiCaprio) dice a Rose De Witt Bukater (Kate Winslet) que se prepare para
nadar, porque el buque al hundirse los va a succionar arrastrandolos hacia el abismo. ;Se

afirmativa como si es negativa, analicemos la causa de que esto suceda asi.

! Franco Bagnoli. Idea y version original.
2 Rosa Maria Herrera. Traduccién y adaptacion espafiola.
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Figura 1b): El Titanic hundiéndose (Tubtanic [4]), experimento preparado por Franco Bagnoli,
de la serie “Fisica di tutti i giorni”.

2. Explicacion del fendmeno

La apariciéon del fendmeno de succion es real. Este fendmeno es asimismo el tema de un
episodio de Mith Busters [3] que niega que dicho efecto ocurra, si bien “los destructores de
mitos” y los investigadores utilizan una barca pequena.

Las fuentes consultadas en internet suelen proporcionar explicaciones de tres
modalidades. La primera se refiere al aire contenido en la embarcacion, al salir durante el
hundimiento haria disminuir la densidad del agua(este es el mito investigado por Mith
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Busters). La segunda es que el agua va rellenando los espacios "vacios” del interior de la nave
arrastrando a las personas de su interior. La tercera esta relacionada con el efecto viscoso de
arrastre que origina un vortice tras un cuerpo que se mueve dentro de un fluido. Es el mismo
tipo de efecto por el que en un descapotable, el cabello largo azota el rostro. Este efecto es facil
de visualizar sosteniendo una vela protegiéndola tras una mano y soplando hacia la mano por
el otro lado, o moviendo una mano en el agua con pequefios objetos flotantes. Este efecto
también depende de la velocidad del objeto en movimiento, al menos para velocidades
pequefias. Hay algunos ejemplos similares en la vida cotidiana que seguramente son
familiares al lector. Para velocidades pequefias, también se observa dependencia con la
velocidad del cuerpo en movimiento. Otro ejemplo, recuerde el lector lo que ocurre cuando
un coche circula por un lugar donde hay trozos de papel, se levantan tras la estela del
vehiculo por unos instantes. Hay otros muchos ejemplos parecidos, que se corresponden con
el mismo concepto fisico-matematico.

Sin embargo hay un efecto mas conspicuo relacionado con el principio de Arquimedes y
que suele pasar inadvertido, al menos en cierto sentido, como se ve en el apartado siguiente.

3. El experimento

Para presentar este experimento en forma de espectaculo para el publico, sugeriria al
profesor adquirir el tapén de banera "Tubtanic" [4], y asi iniciar la experiencia. Es preciso
también disponer de un “iceberg” (que debe utilizarse en la introduccién y en el desafio final),

un becker o un cilindro transparente, y un vaso de diametro alrededor de la mitad que el del
cilindro y con un fondo grueso (para mejorar la estabilidad y para desplazar mas agua).

S ees e~
e

——
- ==

Figura 2: ;Qué ocurrird con el nivel del agua?

Llénese medio cilindro con agua y déjese el vaso (nuestro Titanic) flotando. Marquese en
el vaso la altura que alcanza el agua con un marcador de uso corriente en clase y propongase
a la audiencia realizar una evaluacién en la que vote eligiendo entre tres respuestas posibles a
la pregunta siguiente. Dejamos que se hunda el vaso. ;Cudl serd la altura del agua, una vez
producido el hundimiento (Fig.2)? (a) mayor que la altura inicial, (b) la misma altura inicial,
(c) inferior a la altura inicial.
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Sorprendentemente, la mayoria de las personas optan por la respuesta (a), pero la
experiencia nos ensefa que el "nivel del mar" comienza a bajar tras el hundimiento (el efecto
es mas visible si el vaso esta desplazando una gran masa de agua y si el cilindro es angosto).

La explicacién esta asociada con el principio de Arquimedes: el empuje vertical y hacia arriba
ejercido sobre un cuerpo sumergido en un fluido es igual al peso del fluido que es desalojado por el
cuerpo. Esta fuerza es igual al peso del vaso. Pero dado que la densidad del vidrio es mayor
que la densidad del agua, el vaso tiene que desplazar un volumen de agua mayor que su
propio volumen, y este efecto, evidentemente, se produce debido a la existencia de una parte
hueca (llena de aire). Tras el hundimiento, el vaso solo desplaza un volumen de agua igual a
su propio volumen, y el nivel del agua desciende.

Refiriéndonos a una embarcacion que se hunde, eso se traduce en que esta tiende a hacer
un "agujero” en el océano, el cual se llena con el agua vecina. La importancia de este efecto,
como el de arrastre, depende de la velocidad del hundimiento, por eso es dificil distinguir
uno del otro.

4. Para acabar

Al finalizar este experimento, se puede sacar el vaso, poner el iceberg en el interior del
cilindro, marcar el nivel del agua y proponer un reto: ;qué pasara con el nivel del agua
después de que el hielo se haya fundido??

Debido a que esta experiencia tiene un desarrollo lento y por tanto hay que esperar a que
transcurra un cierto tiempo, es conveniente comenzar a realizar el ejercicio al comienzo del
espectaculo, recoger las respuestas y retomar el problema al final de la sesion.

Y por fin un dltimo desafio: vamos a poner una pelota de golf en un vaso, anadiendo sal
de manera que flote tocando apenas la superficie de la agua. ;Qué ocurrira con la pelota si se
derrama algtin liquido mas ligero que el agua salada (aceite o jabén liquido) en el vaso [5]? El
nivel de flotacién de la pelota respecto a la superficie de la agua ;(a) aumentara, (b) se
mantendra igual o (c) descendera (hundird)?*

Referencias

[1] BAGNOLI Franco, “SinkingwiththeTitanic”, Europhysicsnews, 2015.
[2] TAMEICHI, Hara,JapaneseDestroyerCaptain, BallantineBooks, New York & Toronto, 1961.
[3] http://www.discovery.com/tv-shows/mythbusters/videos/ sinking-titanic-minimyth.htm.

[4] http://www.amazon.co.uk/Paladone-PP0258-Tubtanic-Bath-Plug/ dp/B003Y3Q1GW.

3 Una vez descongelado se vera perfectamente que el nivel del agua no varia, ya que el hielo desplaza una masa
de agua igual a su masa, que al convertirse en agua liquida llena totalmente el "agujero".

4 Se elevard, ya que, desde el punto de vista de la pelota, el liquido flotante que remplaza el aire es mds denso
que este ultimo, y entonces empujara la parte de la pelota que estaba emergida hacia arriba mas que antes,
elevandola.
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[5] Cuestionario extraido de Veritasium https://www.youtube.com/watch
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Resumen

En el pasado Volumen III, Nimero 2 de Octubre 2013 de la revista se public6 el articulo
Exposicion “Riete con las Mates” dentro de la seccién de Experiencias Docentes. En Junio de
2015 se ha publicado en la Editorial Tébar Flores el libro “Riete con las Mates”, Vifietas Cémi-
cas Matematicas, que recoge los contenidos de esta exposicién ampliados con introducciones
tedricas sobre los temas matematicos tratados en la misma.

Este articulo hace una presentacién de esta obra que consideramos resulta un texto ameno,
divertido y adecuado para todos los amantes de las matemaéticas y de los chistes graficos.

Palabras Clave: Vifietas Matematicas, Libros de Divulgacién Matematica, Exposiciones Ma-
tematicas.

Abstract

In last Volume III, Number 2 in October 2013, this magazine published the article “Laugh
with Maths” Exhibition in the Teaching Experiences section. In June 2015 it has been publis-
hed the book “Laugh with Maths”, Math Comic Strips, which includes the contents of this
exhibition extended with theoretical introductions on mathematical topics covered in it.

This article makes a presentation of this work which we consider an entertaining, fun and
suitable text for all lovers of mathematics and graphics text jokes.

Keywords: Math Strips, Mathematics Books Disclosure, Maths Exhibitions.

1. Ficha Técnica

Titulo: “Riete con las Mates”. Vifietas Comicas Matemaéticas

Autores: Marilé Lépez, Javier Rodrigo y José Manuel Sanchez
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2. El Libro

La obra que se presenta recoge las vifietas comi-
cas que forman la exposicién “Riete con las Mates”:
Vifietas Cémicas Matematicas, que el Grupo de In-
novacién Educativa “Pensamiento Matematico” de
la Universidad Politécnica de Madrid ha confeccio-
nado con ayuda de alumnos de la Escuela Técni-
ca Superior de Ingenieros de Caminos, Canales y arild Lopez  Javier Rodrigo  José Manuel Sanchez
Puertos que han colaborado en la parte artistica de
la ilustracién de los chistes. Dicha exposicién reco-
pila, por un lado “bromas” matematicas conocidas
alas que se les ha dado un toque personal, asi como
chistes la cosecha de los autores. La finalidad de la
misma ha sido el acercamiento de los estudiantes
a la matemadtica a la vez que demostrar el interés
que puede tener el empleo del humor como arma
didéctica en la ensefianza y el acercamiento a una
ciencia que, en muchos casos, despierta el rechazo
de los estudiantes.

Sin duda el humor puede emplearse como re- R
curso para amenizar y atraer la atencion y, si éste
va unido a la imagen que es la manera mds segu-
ra de llegar a una generacion de jévenes dominada
por la tecnologia y los avances audio visuales, se
consigue un éxito casi seguro.

Figura 1. Portada de libro®

2.1. Estructura de la obra

El libro se ha estructurado combinando las vifietas comicas y sus carteles explicativos con
breves introducciones tedricas que hacen referencias a las matematicas que se tratan en los chis-
tes. De esta forma, las vifietas que se incluyen en el texto tratan diversos aspectos y temas de la
matematica y se han clasificado asi segtin estos temas constituyendo los diversos apartados del
libro.

1 http:/ /www.tebarflores.com/riete-con-las-mates-vinetas-comicas-matematicas /12 /249
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Toma V: Operacones Matemticas 59

Tos inventos. Na herramienta matematica
itmo (del griego “logos”, raz6n, y “arithmos”, ndmero: ndmero de razones,
elloga i @ s
Teoa ¥ toman dela razon dada -base- p que debidoa s dad
I L

OPERACIONES MATEMATICAS Pt d il o prihide forma alads < g G s e

Henry Briggs (1361-1630), quienes la desarrollaron.

1a prop
ductos y divisiones en simples sumas y restas, ademss de facilitar
“No hay enigmas. Si un problema puede plantearse, tambicn puede el célculo con grandes niimeros como por ejemplo los que se mane- -]
resolverse.” jan en astronomia. También tenen la capacidad de simplificar otras y
Ludwi Wittgenstein operaciones complicadas como son las afces y las potencias que se
transforman en prodiuctos. E ogaritmo de un ndimero p en un cierta
Matematicas, lgeb . baseacsel e al labaseaps
‘ Esteconjunto ntimero p, es decir p = a" = m = log, . Sus principales propiedades
‘puede ser, por ciempl Elop son Figura 5.3
; yi puede logya—1; log 10 ol Napier
ser el anterior  otro. i ey 6 ’ "
De esta forma, cuando se habla de operaciones nos referimos a ejecuciones metodicas y - log,(X-Y) = log, X + log, Y ; Iogﬂ(?) = log, X~log, Y; log,(X") = n-log, X

sistemiticas sobre conjuntos.

Todas estas caracteristicas fueron los principales motivos para que astrénomos y cienti-
ficos en general acogieran de buen grado los logaritmos y que su utilizacion se extendiera
répidamente. Hay que tener en cuenta que en la época en la que las operaciones se rea-
lizaban a mano este tipo de simplificaciones resultaban de gran ayuda. Con una tabla de
logaritmos, las sumas y las restas, se podian llevar a cabo calculos complicadisimos. Los

1. Definicién de Aritmética

La aritmética es la rama de la Matemitica cuyo objeto de estudio son los ntmeros y
. por tanto, se trabaj
L

{an haber avan-
zado. Kepler o Newton, entre otros, los usaron para sus estudios y desarrollos. Por otro lado,
a Napier le debemos la

nci6n del logaritmo natural, esto es en base el nimero trascen-

e el nombre de logaritmo neperiano en su honor, y también
leuladora creada en 1617, formada por cilindros (llamados
aban inscritas las tabl plica

direct 1 "
que son la resta, la division, la radicacion y la logaritmacion.

Los orfgenes de la aritmética coinciden
con los origenes de la Matemitica misma.
Pueden datarse en la Edad de Piedra don-
de instrumentos de todo tipo: huesos, palos
o piedras se usaban con fines de conteo, de
representacion numérica y de elaboracion de
calendarios. Desde ese momento son muchos
los utensilios que el hombre ha ido desarro-
llando para que le ayude con las operaciones
y calculos.

Figura 5.1, Abaco. Dispositivo que sirve para eec-
Como se ha visto en el tema I sobre Los tuar operaciones aritméticas senclas. S origen Figura 5.4, Miuinas calculadoras de John Napir siglo XVID)
Niimeros donde se presentaron los distntos se remonta a Mesopotania (2000.C).

@ Labaseeslabase

L decir que la Matemi-
Esd
logicay

el anterior. No es posible avanzar si no se tienen claro 1os conceptos anteriores. Para
‘multiplicar hay que saber sumar, para poder dividir saber multiplicar, ...

y

Figura 2. Muestra de algunas pdginas del libro.

Cada apartado comienza con una pequefia resefia de los conceptos matematicos relativos a
esa parte de la ciencia. Se realiza en un lenguaje poco formal y accesible para cualquier lector.
A continuacién se presentan los chistes graficos asociados a esa temdtica, acompafiados de la
explicacién matemadtica de los mismos.

El libro termina con la propuesta de un ejercicio en el que se proponen diversas cuestio-
nes relativas a las vifietas y su contenido matematico. Dicho ejercicio puede servir para que el
lector evalte los conocimientos matematicos que se han presentado, asi como su capacidad de
observacion.

Los temas tratados son:
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= Teoria de conjuntos
= Los numeros

¢ Numeros naturales y ntimeros enteros
e Numeros racionales e irracionales
¢ Numeros reales

¢ Numeros complejos
= Sistemas de numeracion

* El concepto de base

¢ De décima a binario o hexadecimal
s Constantes matematicas

¢ El nimero 7

¢ El nimero dureo
= Las funciones reales de variable real.
= Operaciones matematicas

¢ Definicién de Aritmética

¢ Adicién y sustraccién

* Multiplicacién y divisién
= El infinito

¢ El infinito en las Mateméticas

¢ Paradojas del Infinito
= Sucesiones y Series
= Funciones reales de variable real

e Gréfica de una funcién

¢ Funciones elementales
= Célculo Diferencial e Integral

e Limites
e (Célculo Diferencial

¢ Calculo Integral
s Geometria

¢ Geometria Clasica

¢ Geometrias no Euclidianas
= Logica

¢ Fundamentacién histérica

¢ Proposiciones y operaciones logicas
= Misceldnea

= Hjercicio préctico
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3. Criticay Opini6én

Consideramos que este libro resulta un texto original y adecuado para todos los amantes
de las matematicas. Especialmente es interesante para los estudiantes de ESO y bachillerato asi
como para alumnos universitarios de carreras técnicas.

Estamos seguros que cualquier amante de las matematicas puede pasar un rato divertido
leyendo este texto a la vez que le permitird refrescar y aprender algunos conceptos de esta
ciencia tan interesante y aplicada.
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Resumen

José Ferreirds es un reconocido experto en filosofia de la practica matematica, y en
sentido mas amplio en la filosofia y la historia de las matematicas. Estudioso y conocedor
en profundidad de varios de los mejores nombres de la matematica de las tltimas centurias
(Riemann, Cantor, Poincaré...). Sus investigaciones y reflexiones son siempre
enriquecedoras e iluminan no pocas veces el camino en la comprensién del pensamiento
matematico.

Palabras Clave: filosofia de la matematica, filosofia de la practica matematica, historia de la
matematica.

Abstract

José Ferreiros is a recognized expert in philosophy of mathematical practice, and in a
broader sense in Philosophy and History of Mathematics. Professor Ferreirds is expert in
some of the best names in Mathematics in the last centuries, such as Riemann, Cantor,
Poincaré... His research and reflections on the mathematical experience show us a way
forward in our understanding of mathematical thinking.

Keywords: Philosophy of Mathematics, Philosophy of Mathematical Practice, History of
Mathematics and Science.

1. Aproximacion a José Ferreirds

La idea que motiva esta conversacidén con el profesor Ferreirds es transmitir al lector la
sensacion de conocimiento sosegado y apacible, liberado de toda carga de dogmatismo

intelectual, que se tiene en una charla compartida con él.

Catedratico de la Universidad de Sevilla, sus publicaciones no pasan desapercibidas para
ningun interesado en los matematicos y la matematica; siempre en analisis rigurosos, finos y
delicados presenta al lector su vision, de modo tal que quien lee por propia iniciativa, o por
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consejo atinado, algun escrito suyo, repite. Me ocurridé a mi, lo conoci, me interes6 su enfoque
y vision y empecé a leer sus escritos, debo decir que aun no he dejado de hacerlo.

Figura 1. José Ferreirds y sus reflexiones.

2. Una maiiana en Metz (el ambiente inicial)

Coincidimos en una excursién. Iba mediado julio y visitabamos Metz (en La Lorena) un
grupo numeroso de congresistas instalados en Nancy (por cierto, ciudad natal de Henri
Poincaré). Un fresquisimo dia veraniego que a mas de uno habia hallado desprevenido (quien
escribe esta nota estaba aterida de frio) y que a los propios organizadores del evento,
acostumbrados a los avatares climaticos del norte francés, también descolocd, hasta el extremo
de que la parte mas ludica del programa que habia de desarrollarse al aire libre, hubo de ser
cancelada.

En este contexto desconcertante entre grato y desangelado, a la orilla del rio Mosela, un
grupo de personas de habla espafiola iniciamos una conversacion. Rememoro la escena de
comensales esparcidos afanandose en no demorarse demasiado en un picnic que estaba
previsto para otra situacién mas comoda y distendida. La idea que estaba en la mente de la
mayor parte de nosotros, creo no equivocarme en la generalizacion, era poder continuar la
visita en autocar y a cubierto, eludiendo una ruta que estaba prevista como fluvial; una alegre
embarcacion veraniega se quedoé solitaria y a la espera de mejores momentos, que estos no
estaban destinados a nosotros.

Comenzamos a hablar en este contexto hace ya algunos afos, y a partir de ahi con cierta
intermitente regularidad mantenemos la conversacidon; por mi parte esta charla se completa y
enrique de una lectura bastante asidua de algunos de sus trabajos, que no dejo de recomendar
a quienes interesados en estos asuntos de ir mas alld en el mundo matematico se animen a
ello.
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3. El trabajo de un filésofo e historiador de la matematica

Comenzamos la conversacién en la que, para que el lector se sitie espacialmente,
ubicamos a José en Berkeley. Se me ocurren muchas preguntas, no sé cuantas pueden ser
pertinentes, pero ahi van algunas,

-¢Qué es lo que mds te interesd de la filosofia de la matemdtica para lanzarte de lleno a su estudio?

Bueno, te diria que algunos filésofos se interesan mas por cuestiones de la vida practica
(ética, politica...), pero otros nos centramos en entender el conocimiento humano: es la
epistemologia. Y para los epistemologos, las matematicas han sido siempre un tema
fascinante. La experiencia de demostrar algo y establecer asi su verdad, el uso de las
matematicas en la fisica, etc., son asuntos que sorprenden y llevan a filosofar. Ademas muchos
fildsofos (racionalistas) han defendido que el conocimiento matematico nos pone en contacto
con algo casi sobrenatural. A mi siempre me han interesado estas cosas, y siempre me han
gustado las matematicas. Para mi es un desafio ademds porque mi concepcién de las
matematicas las pone de nuevo en tierra, por asi decir, pero no es facil ofrecer en detalle una
concepcion ‘naturalista’ de las matematicas (no racionalista ni sobrenaturalista, no platénica):
ése es el desafio.

-¢;Crees que para un matemdtico, incluyo deliberadamente también en esta pregunta a un fisico, es
importante tener una buena panordmica de la historia de su disciplina y dotarse de una vision general
de la filosofia de la matemdtica?

Bueno, esa pregunta me trae a la memoria frases de Poincaré y de Einstein. Los dos
defendieron que era muy importante para el cientifico tener algo de conocimientos histdricos
y filosoficos. Esa idea no estd nada de moda, y creo que esto es malo para la ciencia. Einstein
decia que los cientificos con un background histdrico y filosofico se ponen a un nivel diferente,
gracias a la madurez y sofisticacion afiadida que eso les da. Sin eso, es facil ser un poco
papanatas, porque -y perdéname que lo diga de manera tan fuerte- también se puede ser
ingenuo siendo un buen super-especialista en un pequeno dominio cientifico...

Estupendo José, te escribo a Berkeley, pero desconozco dénde leerds esta nota y por tanto dénde
continuard esta conversacion (creo recordar que andas de viaje, que espero y deseo que sea agradable).

El interesante comentario de tu respuesta anterior, incluidas las acotaciones relativas a Einstein y
Poincaré (quizd el lector se ubicard mejor en las referencias si conoce nuestro comin interés en estos
cientificos cruciales) me lleva a la siquiente reflexion: yo creo que, en efecto, en determinado tipo de
personalidades humano-cientificas (desde los mds modestos trabajadores de la ciencia de todos los dias
hasta las mds mentes mds brillantes) es imprescindible esta amplitud de visién que da la comprension de
la historia y la filosofia de la propia ciencia, para no quedarse en esa ingenuidad un poco bobalicona que
tii refieres.

Sin embargo, he observado que existe otra modalidad de cientificos’ dignos de consideracién -al
menos algunos-, cuya inteligencia manipulativa e instrumental es de un tipo radicalmente diferente, y
que del propio manejo de las herramientas y mdquinas extraen una suerte de conocimiento interesante
(incluido el que podria proporcionar cierta clase de 'historia intrinseca’ de los dispositivos). Para

1 Estoy pensando en algunos fisicos con los que trato...
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quienes somos mds reflexivos (y quizd mds torpes manualmente) es una aventura convivir y trabajar
con estas personas 'de accion’.

- No sé si tu tendrias algo que afiadir, tal vez hayas conocido entre los matemdticos con los que
tratas algunos que 'piensen’ a través del contacto de "taller’ o de ‘laboratorio” con las cosas, o si como
conocedor de la historia y la filosofia de la prdctica matemdtica puedas decir algo mds a través de los
ejemplos humanos.

Ahora estoy en Newark, esperando a coger el avion de regreso... asi que te escribo 'on the
road'.

Tienes razén, hay matematicos de varios tipos, y como minimo es habitual distinguir entre
los del yin y el yang (para decirlo con Grothendieck): los primeros se interesan mas por el lado
conceptual, por introducir nuevas formas de comprender, nuevas estructuras y métodos (un
ejemplo claro que yo he estudiado mucho es Dedekind); los segundos van mas a resolver
problemas, a romper nueces con el martillo que sea, quizd son mas competitivos (Erdds
seguramente es buen ejemplo). Yo debo reconocer que, por deformacion y gusto personal, me
interesa mucho mas el primer tipo.

Por lo demas, es verdad que no se debe generalizar demasiado. Se puede ser un gran
cientifico sin saber de historia y filosofia, pero si que diria que la salud de la empresa cientifica
depende de tener una adecuada combinacidn de factores. O sea, hacen falta personas del tipo
que decian Einstein y Poincaré para que la cosa marche bien. Y creo que esto no se esta
fomentando a nivel institucional: me parece un defecto serio. Aunque sin duda ese tipo de
personas surgen también de manera espontanea.

Imagino desde Madrid que mientras leo y reflexiono un poco sobre lo que escribes, tii ya habrds
cumplido con los ritos asociados a viajar en avién: pasar controles aduaneros, embarcar, y el resto; sin
embargo, la lejania se empequeiiece y podemos continuar conversando. Tu respuesta quizd haya
superado el jet lag cuando me alcance.

Convengo contigo en la idea de que la labor cientifica en general tiene que estar ubicada en un
contexto de mirada amplia, como la que proporciona la filosofia y la historia, y en ese sentido:
-¢Por qué crees tii que institucionalmente no se propicia la interrelacion: estrechez de miras, dejadez,
falta de madurez intelectual o por otro tipo de razones menos confesables en voz alta?, y ;qué podriamos
hacer los que pensamos que asi deberiamos funcionar para obrar mejor, dejando de lado la pura
espontaneidad a la que aludes?

Pues creo que hay varias razones, a veces estrechez de miras, claro, y también las
tendencias centripetas que han caracterizado a las Facultades y Departamentos espafoles
desde los afios 1980. Deberiamos aprender del modelo universitario norteamericano, que
promueve una formacion interdisciplinar (gracias a que su tradicién de estudios 'liberales' lo
hizo facil). Y deberiamos liberarnos un poco de la obsesion finalista: toda la formacion se
encamina a 'fabricar' especialistas, con la idea de que solo seran buenos especialistas, por
ejemplo, en fisica, si han estudiado muchas asignaturas de fisica. Esto es estrecho de miras e
inmaduro, si.

- Y por otra parte, ;como ves la relacién de la matemdtica con las otras ciencias (no me refiero a la
fisica, que ya estd bien contrastada) y con otras disciplinas, que parece que estd adquiriendo miisculo en
parte gracias a la modelizacién y a la simulacion computacional?
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Estoy de acuerdo contigo, creo que esta adquiriendo mucha fuerza e impulso gracias a la
modelizacién, y estd caminando por caminos distintos gracias al enfoque computacional.
iIncluso hay quien piensa que la concepcion basica del mundo fisico debe cambiar por ese
motivo!

Sin embargo, y retomando tu opinion, no estoy segura de que todas las personas con mds gusto por
lo filosdfico de la matemdtica sean menos competitivos (al menos en cierto sentido), que los mds
aficionados a las minucias casi artesanales de resolver con mds o menos ingenio casos muy concretos o
encontrar técnicas poderosas. He visto toda combinacion de caracteres humanos. En lo que creo que
coincido contigo es en que resulta mucho mds agradable hablar con personas afines, pues el hilo del
pensamiento se puede sequir con mds facilidad y suele resultar muy productivo. Sin embargo, también
creo que hemos de reconocer que se puede aprender mucho sobre cémo estar en el mundo de personas
con otras idiosincrasias o menos afines a nosotros mismos.

- Dejando un poco de lado las respectivas contribuciones de Erdos y de Dedekind a las matemdticas,
y las afinidades o simpatias personales, ;cudl de los dos estilos de pensamiento y trabajo es mds
fructuoso en el sentido de abrir nuevas vias de pensamiento y nuevos problemas?, tal vez la respuesta
no sea absoluta, pero creo que al lector le interesard tu opinion y el razonamiento asociado.

Te voy a dar mi opinidn: no sé si tengo razon, pero desde luego si tengo una opinién firme.
Si tengo que comparar a Erdds --que fue una auténtica maquina de convertir café (y mas
cosas) en teoremas-- con Dedekind --que publicd la décima parte, si acaso--, no me cabe duda
de que Dedekind abrid vias de pensamiento enteramente nuevas, por las que se colaron en las
matematicas miles de nuevos problemas. jBasta ver lo que pudo hacer, sobre sus bases,
Hilbert en la siguiente generacion, y luego Emmy Noether o Artin!

Si, desde luego creo que los 'pensadores’, los 'deep thinkers' como Dedekind, Riemann o
Grothendieck son absolutamente fundamentales. Pero debo reconocer que yo mismo nunca he
tenido inclinaciéon a ser un 'problem solver', ese aspecto de las matematicas no logro
atraerme... Para tener una visién mas matizada, y seguramente mas profunda que la mia,
conviene por ejemplo leer a Tim Gowers: tiene un articulo sobre las 'dos culturas' en
matematicas.

4. Las “dos culturas” matematicas. La filosofia de la practica
matematica

Tras esta ‘provocaciéon’ (en sentido amable) tan directa, me lanzo a la busqueda del
articulo “pdf’ que citas en el parrafo anterior y encuentro The Two Cultures of Mathematics por
el medalla Fields W. T. Gowers?, de su lectura me gustaria sefialar que durante muchas
décadas de la segunda mitad del siglo pasado los profesores de matematicas que formaban a
los estudiantes de fisica (e imagino que también a los ingenieros) estaban maés bien
enmarcados en los “theory builders”; sin embargo, para los jévenes que se interesaban por las
matematicas en contextos no estrictamente matematicos quiza hubiese sido mas ttil un tipo

2 En Mathematics: Frontiers and Perspectives, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2000, pp. 65-78. Available online at
http://www.dpmms.cam.ac.uk~wtg10/2cultures.
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de personalidad matematica “problem solvers”. También he decir que en la actualidad
algunos matematicos ciertamente brillantes con los que trato son mas cercanos a la llamada
‘matematica aplicada’ que a otros enfoques, y en ciertos casos puedo afirmar que sus
aportaciones al pensamiento profundo matematico no son irrelevantes.

Me gustaria preguntarte un poco volviendo al principio y enlazando con lo ultimo,
podrias hablar a nuestros lectores sobre la filosofia de la practica matematica, y el pie te lo doy
apoyandome en la siguiente cita’:

The Study of Mathematical Practice is an emerging interdisciplinary field which draws
on philosophy and social science to understand how mathematics is produced.

- Como el estudioso y experto en esta materia eres tii, corro el riesgo de que el comentario no sea
acertado o de que no estés de acuerdo, te escucho.

Bueno, tienes una buena descripcion de lo que es la filosofia de la practica matematica
en http://institucional.us.es/apmp/index_about.htm. Ademas de sus bases en la filosofia y las
ciencias sociales, yo destacaria --y mucho-- el papel de la historia; por otro lado, también la
biologia y las ciencias cognitivas son relevantes en lo que tiene que ver con las bases
cognitivas del hacer matematico.

Un colega mio decia hace poco que seria mejor hablar de ‘practice-based’ philosophy of
mathematics. Puede que tenga razon, en todo caso escribo PMP para referirme a ello. La idea
basica es simple: la reflexion filosofica y epistemologica sobre las matematicas se ha hecho
normalmente partiendo de una idealizacion muy fuerte, como si hubiera un 'sistema' de
matematicas perfectamente univoco y completo (por ejemplo, basado en la teoria de
conjuntos, imaginando --de nuevo idealizacion-- que fuera una teoria completa en la medida
en que resuelve todos los problemas principales planteados). Se han pensado las matematicas
como un cuerpo de teoria, un poco al modo platonico. Los partidarios de PMP insistimos en
que es importante prestar atencion a los detalles de como se hacen las matematicas: pensar las
matematicas ante todo como una actividad, y las teorias como uno de sus resultados. Esto en
realidad no es nuevo. Poincaré ya escribié en 1894:

"Veamos pues al gedmetra en accion y tratemos de sorprender sus procesos.” (citado en
De Lorenzo, 1974,p. 67)

El otro dia me sorprendieron las primeras palabras de Einstein en su H. Spencer Lecture
de 1933: si quieres conocer los métodos de la fisica tedrica, no debes prestar atencion a las
palabras del fisico, sino examinar sus logros. En nuestras tierras, Javier de Lorenzo lleva
décadas, desde 1975 mas o menos, insistiendo en el hacer matematico. Y en filosofia de la
ciencia hay un movimiento desde hace un par de décadas que promueve este mismo punto de
vista;, un ejemplo son las conferencias de SPSP, ver http://www.philosophy-science-
practice.org/.

Pero, ;qué quiere decir todo esto en la practica? Un ejemplo muy bonito son los nuevos
estudios sobre Euclides que se han desarrollado a partir de trabajos de Ken Manders. Después

3 “Mathematical Practice, Crowdsourcing, and Social Machines”, by Ursula Martin & Alison.
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de tanto tiempo (desde Lagrange) insistiendo en que los diagramas son solo una ayuda visual,
y que la demostracion "realmente” debe ser puramente simbdlica, o 16gico-simbolica, Manders
y otros han realizado un analisis precioso de cémo es posible una practica de demostracion
diagramatica donde los diagramas son esenciales. Y donde su uso esta regulado de tal modo
que apenas deja espacio a posibles errores: de hecho, las obras de Euclides, Arquimedes y
Apolonio no contienen errores (menos desde luego que las de Hilbert, aunque parezca
mentira).

- Por otra parte creo que yo he hablado demasiado y que sin embargo tii has dicho muchas cosas, te
paso la palabra para aquello que quieras afiadir o comentar, por ejemplo tu relacion con el IMUS o sobre
algun asunto que desees completar...

Como ya hemos hablado alguna vez, Rosa, a veces me siento "entre dos aguas" por esto de
ser un fildésofo que esta tan implicado con las matematicas. A menudo me prestan mas
atencion los matematicos que los filésofos, pero por otro lado uno siente siempre en la mirada
esa impresion de que uno es 'ajeno’. En fin, lo cierto es que he tenido mucha relacién con los
matematicos a nivel institucional: dirigi la seccién de Historia en la Gaceta de la RSME, y creo
que fue una buena época, han quedado muy buenos articulos (por cierto, disponibles en
internet a través de Divulgamat); por esos afios, fui miembro del CEMat, el comité espafiol de
matematicas.

Aqui en Sevilla tuvimos bastante actividad organizando Seminarios de Historia de las
matematicas, sobre todo con Antonio Durdn, y luego mas actividades con el IMUS. Y aunque
eso quedd un tanto aparcado, tltimamente lo estamos reactivando. Por ejemplo, con motivo
de la Semana de la Ciencia préxima, en noviembre, organizo con el IMUS unas conferencias
de divulgacion. Una de ellas puede que sea muy interesante, sera‘ el dia 6, hemos invitado a la
pintora Soledad Sevilla, que fue Premio Nacional de Artes Plasticas y que este afo ha recibido
el Premio Arte y Mecenazgo en la categoria de mejor artista de 2014 (curiosamente, dado su
nombre, es una valenciana que vive en Barcelona). Te invito a mirar su pagina web, muy
hermosa. Soledad empezo trabajando en el Seminario de Generacién Automatica de Formas
Plasticas, del Centro de Calculo de la Universidad de Madrid, y los temas matematicos
siempre han tenido algtin papel en su obra. Por eso nos parecié muy interesante pedirle que
nos explique algo acerca de cdmo mira las matematicas una persona del mundo del arte:
creatividad artistica y creatividad matematica...

3. Produccion literaria

- Me gustaria también en esta conversacion que hablaras acerca de tu trabajo escrito, y sobre
algunos de los buenos libros que has publicado y te han dado mds satisfaccion, tuya es la palabra.

Como sugerencia me atrevo a proponer quizd que podias empezar por Riemanniana Selecta, o comentar
algo de The Architecture of Modern Mathematics (ed. with |. Gray) tal vez prefieras el orden
cronoldgico, 1o sé...

Ya que me cuesta encontrar tiempo durante la semana para escribirte, he pensado en
‘echar un rato' el domingo (por decirlo a la andaluza). Hasta la fecha, mi libro mas relevante

4 En el momento en que se publica esta conversacidn, la conferencia ha tenido lugar ya, y debo decir recogiendo
los comentarios de José que ha resultado muy interesante y bonita, como por otra parte era de esperar.
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sigue siendo Labyrinth of Thought (1999, 22 ed. 2007). Fue un trabajo que me impuse escribir
desde un punto de vista puramente histdrico, y a la vez una revision ambiciosa de la historia
de la teoria de conjuntos: hacia un nuevo recorrido por los origenes de la teoria --que no fue
solo obra de Cantor--, insistia en el papel de Riemann, revisaba la interaccion entre Cantor y
Dedekind --el mayor impulsor de la matematica conjuntista-estructural en su época--, y
analizaba también nuevos aspectos del periodo 1900 a 1940; por ejemplo la interaccion entre
teoria de tipos y teoria de conjuntos. No me entretengo en dar mas detalles sobre el libro
porque hay muy buenas resefias disponibles por ahi, pero si puedo anadir que ha sido un
gran éxito y me ha abierto muchas puertas. Se sigue considerando una referencia esencial en
su campo, de lo cual estoy muy orgulloso.

Otro libro importante es Riemanniana Selecta (2000). Lo escribi en poco tiempo, me sigue
sorprendiendo cuan poco, pero mi parte --el estudio introductorio-- es un libro sobre Riemann
centrado en el ‘tridngulo magico’ de filosofia, fisica y matematica. Pensar en las contribuciones
de Riemann y escribir sobre ellas me transport6 a un estado de inspiraciéon poco comun, la
verdad es que Riemann siempre me causa asombro... Una mente maravillosa. {Y pensar que
solo vivio hasta los 40!

En Riemanniana Selecta hay una edicidon bilingiie de una coleccion coherente de sus
trabajos, y en este sentido el libro se encuadra en todo lo que he hecho por dar a conocer en
castellano obras fundamentales de matematicos alemanes. Ahi esta el libro de Dedekind, ;Qué
son y para qué sirven los niimeros?, que por cierto acaba de ser reeditado en un formato mas
hermoso; y ahi estd también el de Cantor, Fundamentos para una teoria Qeneral de conjuntos
(2006), que contiene tres articulos suyos importantes y muchas cartas; ambos van precedidos
de una introduccién mia bastante larga.

Figura 2. Portada “Riemanianna selecta”

Pero en fin, en orden de importancia, tras los dos libros citados arriba, mencionaria el libro
colectivo que edité con mi amigo Jeremy Gray: The architecture of modern mathematics (2006). Es
otra obra de la que estoy orgulloso, una coleccidon creo que muy buena de trabajos donde se
combina la historia y la filosofia de las matematicas, con autores de la talla de Leo Corry,
Paolo Mancosu, Jeremy Avigad, Colin McLarty, Erhard Scholz, Hourya Benis, Moritz Epple,
Jean-Pierre Marquis... Quiza el resultado fue un libro profundo y no facil, y tal vez por eso no
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ha sido tan leido, pero en fin. Ah, por cierto, pusimos mucho empefo en que la introducciéon
fuera detallada y profunda, es una presentacion del campo de estudios llamado 'filosofia de la
practica matematica' sobre todo en lo que tiene de interaccién con la historia, y creo que es
uno de los mejores estudios introductorios al tema. Con la ventaja de que se encuentra libre en
internet.

MODERN MATHEMATICS

Figura 3. Portada de The Architecture of Modern Mathematics

Y es que por esas fechas, en realidad desde 2003, estabamos haciendo planes para crear la
Association for the Philosophy of Mathematical Practice. El libro con Gray estuvo directamente
asociado al proceso, y se gesto a la vez que el libro clasico sobre el tema editado por Paolo
Mancosu en 2008. La APMP se cred por fin en 2009 y ahora mismo estamos preparando su
tercer congreso internacional, que sera en Paris en 2015. Es una asociacion que ha puesto su
grano de arena en estimular debates y nuevas ideas, aire fresco en el campo de la filosofia de
las matematicas. Yo personalmente he invertido mucho tiempo y esfuerzo en el empefio,
ahora mismo soy miembro del steering committee y presidente, pero creo que ha valido la
pena.

- ¢Cuéntanos, por favor, como va la publicacion de ese libro que desde esta primavera sé que estaba
a punto...? Sequramente a los lectores les gustard saber algo acerca de su contenido, hdblanos de él.

Mi nuevo libro es en realidad --para mi-- un proyecto muy viejo: discutir cuestiones
esenciales de la epistemologia de las matematicas, o sea, qué es el conocimiento matematico y
como se elabora. Es un viejo proyecto, aunque en el afio 2006 tuve uno de esos momentos 'aja’
y senti que habia encontrado mi voz en este tema. Todavia me costd bastante decidir cémo
organizar el material y terminar de escribirlo, de hecho tengo la sensaciéon de que me he vuelto
muy ineficaz...

Una de las ideas clave es que el conocimiento matematico se genera en la conformacién de
ciertas prdcticas tedricas, que solo son posibles al conectarse o 'anclarse' en otras practicas.
Esto estda muy lejos de la idea habitual de que el conocimiento matematico es platdnico o
ultraterrestre, segin la cual seria un profundo misterio por qué las matematicas son tan
eficaces en la comprension de los fendomenos. En realidad, todo comienza con practicas
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'técnicas’ muy basicas (contar, medir, disefiar figuras) y procede por la introduccién de marcos
conceptuales y semidticos que nos permiten elaborar conocimiento tedrico. Ademas, en el
proceso no dejan de intervenir otras practicas: por ejemplo, la idea de funcién se gestd siempre
en contacto con el estudio de los fendmenos naturales (astronomia, fisica).

Otra idea clave es que el resultado final de esos procesos no es un conocimiento a priori,
las verdades matematicas sofisticadas (por ejemplo las del andlisis matematico) no son
necesarias ni apodicticas (como decia Kant): en su base ponemos hipo-tesis o axiomas que es
posible adoptar o rechazar. Por eso la epistemologia de las matematicas tiene que ser historica,
no puede dejar de tener en cuenta el desarrollo histdrico.

Como es facil ver, este tipo de enfoque plantea enseguida el problema de cémo hacer
compatible esa vision (no apriorista, sino histérica) de las matematicas, con la experiencia que
todos hemos tenido de la extraordinaria objetividad de las matematicas, el caracter inevitable
de los resultados. A eso se dedica la parte central de mi libro: propongo una nueva teoria de la
objetividad en matematicas, que se elabora teniendo muy en cuenta la idea esbozada de que
todo se construye a través del desarrollo de una red de prdcticas que interaccionan. Esto explica
el titulo, ya que el tema central es la construccion del conocimiento matematico a través de la
interaccion de toda una serie de practicas (‘técnicas’, cientificas, y propiamente matematicas).

Todo esto me lleva también a defender que conocer la realidad al modo de la fisica
matematica no es conocer la realidad misma. En fin, hay muchos hilos que se puede seguir
elaborando a partir de esos comienzos. Pero lo verdaderamente importante es el detalle de la
argumentacién: the devil is in the details.

4. Otros intereses y talentos cientificos

Lo cierto es que le fisica me ha interesado y he tenido muy buenos maestros en el tema. En
realidad, yo nunca trabajé como discipulo de historiadores de las matematicas, sino de la
fisica. Mi tesis la hice con Javier Ordofez, gran maestro para mi, que como sabes es fisico y
fildsofo, un historiador de la ciencia con intereses amplisimos. Y mi posdoc lo hice con John
Heilbron, fisico también y discipulo directo de Kuhn. Con ellos he pasado mucho tiempo
aprendiendo de historia de la fisica en los siglos XIX y XX.

Creo ademas que una de mis caracteristicas se refleja poco en lo que he publicado, y es una
amplitud de intereses bastante grande. He leido con mucho interés a varios nombres
importantes de la biologia, de la psicologia, de la antropologia, etc., y siempre me apasionan
las relaciones interdisciplinares que uno se encuentra en la historia de la ciencia. Fruto de eso
son por ejemplo --pese a su cardcter especializado-- algunas de las cosas que he escrito sobre
Cantor, como un articulo que se publicd en 2004 en Science in Context® o mi participacion en el
libro Ciencia y Romanticismo, en el que intervine a nivel editorial mas de lo que se ve
aparentemente. (Se puede ver en: http://www.fundacionorotava.org/web_fcohC/OOS_publicaCiones/Ol_actas.htm)

5 ‘The motives behind Cantor's set theory: physical, biological, and philosophical questions’.
http://journals.cambridge.org/action/displayFulltext?type=1&fid=229046&;jid=SIC&volumeld=17&issueld=1-2&aid=229045
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5. Comentarios finales

De lo mucho que cabria decir del profesor Ferreirds, me decanto por sehalar la naturalidad
con la que se aprende hablando con €l o escuchandole hablar. La conversacién fluida y llena
de matices, entre los que no es el menor el ambiente que se genera a su alrededor y que
propicia el pensamiento reflexivo y dispara la intuicion intelectual.

La inteligente y laboriosa minuciosidad son cualidades de agradecer y que se suelen hallar
siempre en su trabajo, se discrepe o no con su vision. Creo que puedo decir a estas alturas que
he entablado y mantengo una cordial relacién amistosa y colaborativa con él, e invito al lector
a aproximarse a su obra.

Por ultimo, queria agradecer a José haber dedicado tiempo a esta conversacion que se ha
realizado en varias etapas, en distintos lugares y ambientes?, pero siempre con el animo de
contribuir a que este camino que trazamos en la vida sea bonito. Y con voluntad placentera
que diria Jorge Guillén.

jHasta pronto!
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