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Resumen

Este nemero de la Revista Pensamiento Matem£tico , presenta varios art culos sobre di-
versos temas relacionados con las Mateméticas, tanto desde un punto de vista formal ote rico
como aplicadas a distintas Areas como la ingenier a o la f sica.

Abstract

This number of Mathematical Thinking Journal, presents some articles about different
aspects related to Mathematics, not only from a formal o theorical point view but Maths ap-
plied to different areas such as engineering or physics.

Investigacion

Las cuatro patas en las que se sustenta la sostenibilidad portuaria hacen muy ardua la tarea
de encontrar una metodolog a que haga que su aplicaci n prkctica resulte f&cil. Es por ello que,
conociendo las variables asociadas a la sostenibilidad portuaria, se han obtenido las relaciones
entre las mismas a trav@s de la construcci n de una red bayesiana ( gura 1). En Evaluaci n
grk cade la sostenibilidad portuaria: redes de decisi n se pone de mani esto la teor a de la utilidad
vinculada a las redes bayesianas proporciona un marco para la toma de decisiones utilizando
diagramas de in uencia o redes de decisi n, los cuales se han empleado en el presente trabajo
para conocer las in uencias positivas y negativas que se producen entre dichas variables.

Ecuaciones diofEnticas en enteros gaussianos expone ¢ mo se resuelven en los enteros gaus-
sianos algunas ecuaciones diof£nticas conocidas.

Experiencias Docentes

En Buscando Medidas de Apoyo para Superar el Fracaso Acad@mico , se expone un trabajo que
surge de la observaci n de una situaci n detectada en los cursos de Matemética de las carreras
de la Facultad de Ingenier ay Tecnolog as (FIT) de la Universidad Cat lica del Uruguay (UCU).
A partir de la experiencia recogida con estudiantes que muestran fracaso acad@mico reiterado,
se ha constatado que, repetir los cursos hasta que los aprueben no brinda la oportunidad de
superar di cultades a aquellos alumnos que las poseen ( gura 2). Entre estas di cultades pue-
den citarse: insu ciente desarrollo de habilidades en la ejecuci n de algoritmos o rutinas de
cklculo, escasa disponibilidad de estrategias para la besqueda de soluci n a ejercicios, ausencia
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Figura 1. Representaci n grk ca de la red bayesiana obtenida al aplicar el algoritmo K2 a las variables seleccionadas.

de recursos metacognitivos para abordar tareas no rutinarias. Esta situaci n ha ido generando
una poblaci n de alumnos repitientes reincidentes, que acumulan un atraso importante en el
desarrollo de sus respectivos programas. Para atender esta situaci n, se ha propuesto un con-
junto de medidas, en un rango que va desde la organizaci n curricular hasta las estrategias de
ensezanza utilizadas, tanto en el aula como en tutor as personalizadas. Se presentan algunas de
estas medidas y el impacto que las primeras observaciones de su implementaci n permiten ser
apreciadas.

Lista de dudas:
Seccion 8.1:
a. ¢Por qué dos coordenadas polares diferentes pueden repr tar el mismo punto?

Leyendo nuevamente el texto y analizando el ejemplo 2, se puede apreciar que dado un
punto P de coordenadas (r,0), cualquier punto con coordenadas (-r, 6-+kn) (siendo k£ un niimero
entero impar) o (r, 0+2nm) (donde n es cualquier entero) representan el mismo punto. Esto
implica que cada punto en el plano tiene un nimero infinito de representaciones en coordenadas
polares.

b. ;Por qué al convertir coordenadas rectangulares a coordenadas polares, puedo obtener
diferentes resultados? ;Como sé cudl es el resultado correcto?

Desarrollando el ejemplo 4, es apreciable que los resultados obtenidos al convertir
coordenadas rectangulares a polares, no determinan de manera unica a ry 6. Es por esto que se
debe prestar atencion al cuadrante donde se encontraba el punto definido en coordenadas
rectangulares, para expresar el resultado en coordenadas polares de forma correcta.

Figura 2. Trabajo realizado por un estudiante siguiendo la consigna anterior: lectura orientada sobre nemero complejo.

En Pensamiento Matem£tico Avanzado y Scratch: El Caso del MAximo Comeen Divisor , se a cabo
una propuesta didActica, con los alumnos del M&ster de Formaci n del Profesorado en Ense-
@anza Secundaria y Bachillerato de la Universidad Complutense de Madrid, de la especialidad
de Matemkticas. Dicha propuesta consiste en la programaci n en Scratch del Algoritmo de Eu-
clides para el MEximo Comen Divisor. Esta metodolog a de trabajo, que mezcla matemékticas y
programaci n, permitirk trabajar con los alumnos elementos propios del Pensamiento Matemk-
tico Avanzado como son la abstracci n, la formalizaci ny la generalizaci n, entre otros.
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Historias de Matematicas

En Los mftodos in nitesimales para el cklculo de tangentes , se estudian los m@todos in nite-
simales para el cklculo de tangentes desarrollados por Fermat y Barrow a mediados del siglo
XVII, incluyendo algunos ejemplos que ilustrar£n al lector sobre su aplicaci n. Asimismo, se es-
tudia el m@todo de Fermat para el cElculo de miximos y m nimos. En todos los casos se indaga
sobre la base te rica de los procedimientos, contrastando las opiniones de diversos autores que
han tratado la materia.

Gréfica de la funcién y=x(B-x)

En Matem#kticas y Movimiento en el Siglo XIV  se realiza una exposici n hist rica del gran
inter@s que hubo en el siglo XIV por el estudio del movimiento, principalmente en Oxford y
Par s. Analizamos los trabajos de Thomas Bradwardine en Oxford y Nicol£s Oresme en Par s,
guienes publicaron sendos libros esenciales acerca de estas cuestiones mediante el estudio de
las razones. Ademé#s, Bradwardine formul una Ley del Movimiento que tuvo un gran @xito y se
utiliz como referencia, hasta el siglo XVI.

Juegos y Rarezas Matematicas

La no numerabilidad es un juego de nieos , pone de mani esto que para establecer la no nu-
merabilidad de la recta real no es preciso recurrir a sesudos argumentos adultos, tales como la
estrategia diagonal de Cantor. Es tan sencillo como saltar a la comba, un juego de nizos.

Cuentos Matematicos

El legado absoluto es un cuento presentado al Primer Concurso de Relatos Cortos Mate-
mAticos p-ensa organizado durante el curso 2015-2016 por el Aula Taller de las Mateméticas
p-ensa . Toda la informaci n puede consultarse en la web del Aula: http://innovacioneduca-
tiva.upm.es/museomatematicas/. En este art culo se presenta el relato que recibi la menci n
de honor del jurado en la 2“ categor a estudiantes de ESO .

Criticas y Resefas

Informe sobre la pel cula Figuras ocultas , presenta una reseza de la pel cula hom nima diri-
gida por Theodore Mel , azo 2016. En ella se narra la vida real de tres mujeres afroamericanas
gue fueron clave para que el proyecto, protagonizado por el astronauta John Glenn, de realizar
la primera rbita completa alrededor de la Tierra, se llevara a cabo con @xito.

Volumen VI, Nemero 2, Oct’17, ISSN 2174-0410 Revista Pensamiento Matem£tico | 3
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Entrevistas

En Francesco Mugelli y las Olimpiadas Matem#ticas se entrevista al matemético de la Univer-
sidad de Florencia, que adiestra aj venes y a sus maestros en los problemas de matemékticas.
Su a ci n a los problemas y retos de la matemé#tica elemental proviene de la infancia y hay
gue buscarlo en los libros que se guardaban en el s tano de su casa. AqQu nos mostrark algu-
nos divertidos secretos de su trabajo en el mundo juvenil de las Olimpiadas Matemé#ticas y su
funcionamiento en Italia.

Figura 3. Francesco Mugelli.

Finalizaremos como siempre esta pequeza introducci n a nuestro nuevo nemero con alguna
gue otra cita motivadora para nuestros lectores. Esperamos que disfrutdis de este nuevo neme-
ro, agradecemos enormemente vuestro mks que demostrado inter@s por participar en este gran
proyecto y os invitamos una vez mks a que nos hagkis llegar vuestros trabajos.

Todos somos muy ignorantes. Lo que ocurre es que no todos ignoramos las mismas cosas.

Albert Einstein

El Comit? Editorial
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Buscando Medidas de Apoyo para
Superar el Fracaso Acad@mico

In search of remedial actions to
overcome academic failure

Victoria Artigue, Jos@ Job Flores Godoy, Eduardo Lacu@s, Clara Messano
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Resumen

Este trabajo surge de la observaci n de una situaci n detectada en los cursos de Matem#-
tica de las carreras de la Facultad de Ingenier ay Tecnolog as (FIT) de la Universidad Cat lica
del Uruguay (UCU). A partir de la experiencia recogida con estudiantes que muestran fra-
caso acad@mico reiterado, se ha constatado que, repetir los cursos hasta que los aprueben no
brinda la oportunidad de superar di cultades a aquellos alumnos que las poseen. Entre estas
di cultades pueden citarse: insu ciente desarrollo de habilidades en la ejecuci n de algorit-
mos o rutinas de cklculo, escasa disponibilidad de estrategias para la besqueda de soluci na
ejercicios, ausencia de recursos metacognitivos para abordar tareas no rutinarias. Esta situa-
ci n ha ido generando una poblaci n de alumnos repitientes reincidentes, que acumulan un
atraso importante en el desarrollo de sus respectivos programas. Para atender esta situaci n,
se ha propuesto un conjunto de medidas, en un rango que va desde la organizaci n curricular
hasta las estrategias de ensezanza utilizadas, tanto en el aula como en tutor as personaliza-
das. Se presentan algunas de estas medidas y el impacto que las primeras observaciones de
su implementaci n permiten ser apreciadas.

Palabras Clave: Lecturas orientadas, tutor as, metacognici n, dise&o curricular.

Abstract

This research is the result of observing the situation detected in Math courses delivered at
the Facultad de Ingenier a y Tecnolog as (FIT) at Universidad Cat lica del Uruguay (UCU).
Based on the experience of students that have showed repeated academic failure, it has been
observed that repeating courses until students pass them does not provide students with the
opportunity of overcoming their dif culties. Among these dif culties we nd: lack of skill
development to implement algorithms or routine calculations, limited strategies to nd a so-
lution for exercises, lack of metacognitive resources to address non-routine tasks. This situa-
tion has generated a repeating student population that accumulates a signi cant delay in the
development of their programmes. To address this situation, some measures have been ta-
ken: from curriculum organization to teaching strategies in the classroom and in personalised
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tutorials. Some of these measures are presented as well as the impact that can be observed
based on the rst observations since their implementation.

Keywords: Orientated readings, tutorials, metacognition, curriculum design.

1. Introducci ny antecedentes

La inducci n de los nuevos estudiantes! a las carreras de Ingenier a sigue siendo parte en
Uruguay de un debate ya instalado acerca de la brecha que se percibe entre lo que se considera
el punto de partida de los cursos universitarios y la formaci n general con la que los ingresantes
enfrentan esos desaf os [13].

En Uruguay no existe ningen proceso de selecci n para el ingreso a la universidad. Haber
completado el ciclo de enseganza media es la enica condici n habilitante; m&s aen, en algunos
casos se admite en forma condicional a estudiantes que tengan pendiente alguna asignatura
de bachillerato?, otorgando un plazo de un semestre para que la aprueben. Esta situaci n hace
gue el per | de los estudiantes ingresantes sea muy variado. Los instrumentos de diagn stico
al ingreso que se utilizan dan cuenta de esta situaci n [13].

La besqueda de nuevas estrategias de ensezanza para abatir el fracaso acad@mico en Ma-
temé£tica viene siendo un foco de atenci n en diversas partes del mundo. En Dinamarca, por
ejemplo [3] llevan a cabo un disezo enmarcado en un programa de profesor consejero, uno de
cuyos roles es detectar aquellos estudiantes con di cultades a la hora de aprender Matem£ktica
y proveer medidas remediales:

The programme aims to educate a task force of so-called maths counsellors , i.e., mathe-
matics teachers whose goal is to help identify students with genuine learning dif culties in
mathematics, investigate the nature of these dif culties, and carry out research-based inter-
ventions to assist the students in overcoming them [3].

La experiencia de estos expertos indica que en cada clase de Matemktica hay un nemero de
estudiantes que aen intentando hacer su mejor trabajo, no llegan a un nivel de su ciencia, in-
cluso a rman que en determinadas carreras universitarias ocurre que este nivel de desempe&o
s eslogrado en otras asignaturas no espec cas de Matemé£tica. Por otro lado en [2] se menciona
gue casi la mitad de los encuestados, en un estudio de abandono, encontraron las materias de
Matemé£tica de primer azo como las asignaturas mas dif ciles; como consecuencia las visiones
de profesores y estudiantes son coincidentes en este punto.

Este hecho estk siendo registrado tambi@n en las carreras de la FIT, en particular en los cursos
de primer azo, donde los registros mks altos de reprobaci n se dan en las asignaturas del £rea
Matemé£tica. Considerando una agrupaci n de las asignaturas de primer azo en dos clases, las
del £rea de Matemktica, por un lado, y el resto, por otro, y tomando como indicador de @xito
acad@mico la fracci n de cursos aprobados (nemero de cursos de la clase aprobados dividido
entre nemero de cursos de la clase), resulta que en 2015 no hay estudiantes ingresantes a la
FIT que tengan un indicador de @xito acad@mico en el £rea de Matemé£tica que sea superior al
correspondiente a la otra clase.

La preocupaci n por esta situaci n fue el motivo desencadenante de la adopci n de un con-
junto de medidas tendentes a apoyar a estudiantes que muestran un historial de fracaso aca-
ddmico, y, ademks, anticipar acciones remediales para atender a quienes estdn en riesgo de
sufrirlo.

!La edad normal de los estudiantes universitarios es de 18 a 23 azos.
2| aeducaci n secundaria esta dividida en dos parte, el ciclo b£sico de 12 a 15 azos y el segundo ciclo o bachillerato
de 15 a 18 azos.
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Laintenci n de estas acciones es ir mks all£ del simple aprendizaje de contenidos disciplina-
res, y propiciar el desarrollo de competencias, tanto generales como espec cas, que contribuyan
a que el estudiante se convierta en un aprendiz aut nomo. Entre estas medidas se cuentan:

1. Modi caciones en el disezo curricular.
2. Tutor as personalizadas.
3. Asignaturas organizadas sobre la base de lecturas orientadas.

4. Introducci n de nuevas estrategias de ensezanza.

En las secciones siguientes se describen cada una de estas medidas, presentando las justi-
caciones de las mismas, las referencias te ricas que las orientan, y algunos de los resultados
obtenidos.

2. ¢Por qud las tutor as? Un poco de contexto

Una de las mayores preocupaciones es la extensi n del fracaso acad@mico en primer ao,
gue muestra resultados de aprobaci n de cursos 0 exAmenes inaceptablemente bajos en todas
las universidades de Uruguay. Los mejores resultados de aprobaci n en estas asignaturas no
superan el 60 %, a lo que se agrega un constante descenso de los promedios de cali caci n nal.

En las carreras de Ingenier a Electr nica, Industrial o Alimentos de la FIT, el curr culo de
primer azo conten a, hasta el 2010, dos asignaturas cuatrimestrales de Cklculo y otras dos de
~lgebra Lineal. Los estudiantes deb an pasar por dos instancias para acreditar estas asignatu-
ras: aprobar el curso y, una vez logrado esto, aprobar el examen (con unacali caci nsu ciente-
mente alta en el curso, se aprobaban ambas instancias a la vez). Con la organizaci n curricular
basada en per odos cuatrimestrales de clase, ocurr a que, en caso de perder una asignatura, un
estudiante necesariamente se atrasaba en la duraci n real de su carrera.

El anklisis de las causas de fracaso permiti identi car dos factores muy importantes: por un
lado, el de los conocimientos previamente adquiridos por los estudiantes y, por otro, el conjunto
de cambios personales que era necesario que cada uno procesara para integrarse a la universi-
dad.

En relaci n con el primero, las pruebas de diagn stico al ingreso a la FIT han mostrado
ser un buen instrumento para identi car a los ingresantes con mks riesgo de fracaso. En este
sentido, existe una correlaci n positiva entre conseguir un mal resultado en el test de diagn s-
tico y reprobar una o méks asignaturas en el £rea de Mateméktica [1], es decir, una inadecuada
adquisici n de contenidos previos permit a prever grandes di cultades para aprobar todas las
asignaturas del £rea de Matemé&tica de primer azo.

Con respecto al segundo, en instancias con diferente grado de sistematizaci n® se ha ido
recopilando informaci n que permiti sezalar factores asociados al fracaso acad@mico:

1. Organizaci n de ciente en el uso del tiempo, tanto para una plani caci n de mediano
plazo, como para la administraci n de plazos en parciales o exkmenes.

2. Falta de exposici n previa a diversos instrumentos de evaluaci n (proyectos, pruebas con
duraci n limitada, exEmenes globalizadores de diferentes contenidos).

3Como son consultas personales de estudiantes a los profesores encargados de los cursos, a los coordinadores de
su carrera u otros gestores de la FIT, observaciones de las producciones escritas de los alumnos en las pruebas de
evaluaci n, propuestas presentadas por delegados de clase en diferentes contextos.
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3. Participaci n pasiva en la clase, limitada casi exclusivamente a la toma de apuntes.

Una soluci n que se plante para afrontar este conjunto de factores fue el paso de dos cua-
trimestres en el primer ao, a cinco bimestres, dividiendo cada asignatura cuatrimestral en dos
bimestrales y agregando otro per odo de cursado al incluir febrero del azo siguiente al ingre-
so como espacio para el desarrollo de cursos intensivos o para la recuperaci n de algen curso
reprobado.

Ademks, cada asignatura bimestral curricular se pas a ofrecer durante tres bimestres con-
secutivos, a partir del primer per odo en el que curricularmente correspond a ofrecerlo.

Con esta nueva disposici n, dado que se dispon a de cinco bimestres para aprobar cuatro
cursos bimestrales, se pudo incluir la oferta de cursos introductorios no curriculares de un bi-
mestre de duraci n, previos a los cursos curriculares, sin que la opci n de participar en ellos
signi cara necesariamente un atraso en el desarrollo de la carrera o, alternativamente, si no se
hubiera optado por los cursos introductorios, pod a recuperarse un curso perdido volviendo a
cursarlo en el per odo inmediatamente siguiente.

La oferta de los cursos introductorios, adem#s de contribuir a solucionar el problema de los
contenidos previamente aprendidos, pretend a constituir un espacio donde se pudiera trabajar
tambi@n en los otros factores resezados. En efecto:

1. Aun siendo cursos extracurriculares, se dise@aron con un sistema de evaluaci n semejante
al de los curriculares, por lo que los estudiantes quedaban expuestos a la misma exigencia
gue encontrar an luego, pero en un contexto donde tener malos resultados no tendr a
consecuencias en la duraci n de la carrera.

2. Precisamente por ser extracurriculares, los profesores contaban con mayor libertad pa-
ra experimentar con la introducci n de estrategias de ensezanza, sobre todo, de algunas
gue requirieran un mayor involucramiento de los estudiantes (lecturas previas, trabajo en
grupos, tareas de autoevaluaci n).

Este dise&o curricular que se ha llevado a cabo, es en algunos casos insu ciente. Por este motivo,
en el 2014 se introdujo una modalidad de tutor as para aquellos estudiantes que aen continua-
ban con di cultades para aprobar los cursos de Matemé£tica.

3. Dos modelos de tutor as

Teniendo en cuenta que pese a los cambios en la organizaci n curricular una fracci nimpor-
tante de los ingresados cada azo continuaban teniendo di cultades en los cursos de Matemética,
setom la decisi nde implementar un sistema de tutor as, con dos modalidades.

Por un lado, se retom una experiencia ya realizada hace unos a&os, de acompazamiento
personal, en paralelo con los cursos que el estudiante estk desarrollando y por otro, una forma
de desarrollo de los cursos con un formato basado en lecturas orientadas y avance condicio-
nado a la certi caci n de conocimientos conseguidos. En lo que sigue, se describen estas dos
modalidades.

3.1. Tutor as personalizadas
En las tutor as personalizadas se responde a la situaci n de estudiantes que est£n en riesgo

de enfrentar una trayectoria de fracaso en el £rea de Matemé£tica. Este riesgo se mide por su
desempezo en el primer azo, teniendo en cuenta su grado de avance. Estudiantes que reprueben
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mé#s de una vez la misma asignatura o que pierdan asignaturas diferentes se consideran dentro
de esta categor a de riesgo.

Estas tutor as persiguen la nalidad de evitar que el estudiante termine por acumular un
historial de fracaso prolongado o generalizado, como forma de anticipar el problema que se
describe en la secci n siguiente.

En estos casos, se asigna al estudiante un tutor, que tiene la tarea de orientar el trabajo aca-
d@mico del estudiante, a partir de las tareas propias de los cursos en los que el estudiante est&
participando, o de otras que surjan como pertinentes a trav@s del di£logo con el alumno a su
cargo.

La entrevista es la herramienta bksica para el desarrollo de la Tutor a debido a que es un
proceso de comunicaci n basado en una relaci n interpersonal de dos, donde el di£logo o la
conversaci n se desenvuelven en un ambiente caracterizado por la tranquilidad, con anza
y privacidad, con el objetivo de que la persona responsable de la Tutor a quien realiza la
entrevista, obtenga informaci ny profundice en el conocimiento de ciertos temas relacionados
con el presente y las condiciones de la persona entrevistada, que es la alumna o el alumno
[11].

En la entrevista tutorial es conveniente indagar sobre: origen y situaci n social (contexto fa-
miliar, condiciones sociales, antecedentes acad@micos, etc.), condiciones de estudio (materiales
y equipamiento con lo que cuenta el estudiante), orientaci n (explorar sobre metas y aspiracio-
nes y ocupaciones futuras), h&bitos de estudio y prkcticas acad@micas (se indaga acerca de las
modalidades de estudio que posee), actividades culturales, entre otros.

Dado que laresoluci n de problemas, por un lado, o de ejercicios por otro, ocupa gran parte
del tiempo de trabajo acad@mico del estudiante, es en estos asuntos donde el tutor puede tener
una gran incidencia.

Aprovechando estas tareas, siguiendo a [9] y [10] puede ayudarse al estudiante para que
desarrolle habilidades metacognitivas, como, por ejemplo:

1. incorporaci n de procedimientos para mejorar lacomprensi nde las consignas y situarlas
en un marco conceptual de referencia que permita elaborar un plan de soluci n,

2. adquisici n de mecanismos de control para poder decidir si el plan adoptado progresa
hacia la obtenci n de la soluci n o es necesario ajustarlo,

3. estimaci n del tiempo que requerirk completar una cierta actividad,

4. organizar el orden en el que se aborda una instancia de evaluaci n para optimizar la opor-
tunidad de @xito.

Ante la di cultad de no comprender la consigna, una tarea que se le pide al estudiante es que
no dirija sus esfuerzos para intentar resolver el problema (con todo lo que implica matemé£tica-
mente este hecho) sino que comience una besqueda paraidenti car qud conceptos matemékticos
considera que estkn relacionados con la consigna del problema. Esto involucra cuestiones temék-
ticas, operadores seménticos insertados en el texto del problema, cuestiones de vocabulario, de
conceptos, de teoremas, de detecci n y entendimiento de s mbolos mateméticos, de entendi-
miento de la temporalidad de las acciones del relato del problema, entre otros.

Una di cultad asociada con esta tarea es la tendencia que muestran muchos estudiantes a
comenzar a ejecutar cklculos con los datos proporcionados, sin re exi n previa de tipo alguno.

En esta tarea, el estudiante tiene un nuevo problema del cual ocuparse: realizar todo tipo
de conexiones entre lo que lee en la letra del problema y los conceptos matemé#ticos que le
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sugieran poder tener un v nculo con la misma. Como consecuencia, esto implica comprender el
problema, es decir, pensar y actuar de una manera exible utilizando lo que ya se sabe.

Algunas preguntas directrices que se han planteado como modo de guiar al estudiante fue-
ron:

¢En qud tema del curso enmarcar a el problema?

¢ Qud palabras no comprende?

¢Qud s mbolos propios de la Matem#tica guran en la letra 'y no los conoce?

¢ Qud propiedades puede reconocer cuando lee la letra?

En cuanto a las estrategias de abordaje de besqueda de soluciones, se propone que el estudiante
estudie junto con su tutor un conjunto de ejemplos de aplicaci n de ellas, donde se explicita
la aproximaci n utilizada, y se evalea el grado de @xito conseguido. Luego, el estudiante es
puesto frente a situaciones similares, no id@nticas, en las que la estrategia puede ser adaptada,
y halmente en otras donde la misma estrategia exitosa falla en conducir a la soluci n.

En el marco de estas actividades y asociada con la di cultad antes comentada, se orienta al
estudiante para aprender a formular un plan de soluci n. Entre los consejos que se formulan
estn tratar de anticipar en qu@ medida una cierta acci nva a aproximarle a la soluci n, buscar
alguna manera de veri car o al menos corroborar la validez de los desarrollos llevados a cabo,
explorar alternativas, revisar la soluci n obtenida para depurarla de aspectos irrelevantes y
presentarla en una forma apropiada.

Por otro lado, el aprendizaje de algoritmos* es uno de los aspectos donde més fallan los
estudiantes.

Cuando lo que se detecta es un problema en relaci n con seleccionar un algoritmo para
resolver un cierto ejercicio, las tareas son otras. Algunas de las primeras preguntas que se pide
al estudiante que conteste son:

= ;Pueden utilizarse algoritmos de cklculo en el problema propuesto? S es as , ;cukles?
= ;Cukl es el mks conveniente para dicho contexto?

= ;Cukl es el que requiere menor tiempo?

En relaci n con este aspecto, se ha podido constatar que dos tipos de di cultades son especial-
mente notables: una tiene que ver con el tiempo que los alumnos dedican a la ejecuci n del
algoritmo; la otra es la selecci nerr nea del algoritmo.

Estas di cultades pueden deberse, entre otros factores, a la ausencia de prkctica o de super-
visi n en la prkctica realizada, falta de atenci n o incapacidad para mantenerse enfocado en la
ejecuci n de las operaciones durante un tiempo prolongado, o por no disponer de estrategias
de veri caci nen laejecuci n de los algoritmos.

En estos casos, lo que se ha ensayado es proponer al estudiante que se responda las siguien-
tes preguntas: ;creo que tengo todos los elementos para poder completar esta tarea? En caso
a rmativo, ;cuknto tiempo estimo que me va a insumir completarla? Una vez que se ha estima-
do el tiempo necesario, se le pide al estudiante que la resuelva controlando el tiempo que tarda
en terminarla. Luego, se analiza con el estudiante el proceso, y en caso de que se haya fallado al
estimar el tiempo necesario, se trata de encontrar las causas, entre las que podr an estar la mala

4Se entiende por algoritmo una secuencia ordenada de operaciones que permiten obtener la soluci n de una cierta
clase de situaciones de cklculo, basada en propiedades previamente deducidas.
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estimaci n del tiempo necesario para ejecutar algoritmos, errores al apreciar que se dispon a de
todos los elementos para obtener la soluci n, existencia de momentos en los que se perdi el
foco en la tarea y se ubic en otros asuntos.

En [3] se plantea que existen tres tipos de di cultades a la hora de aprender Matemé£tica. La
primera consiste en la formaci n de conceptos, la segunda en razonar y probar en mateméticas
y la tercera consiste en utilizar la Matemé£tica para modelar. Estos aspectos tambi@n los hemos
tenido en cuenta para elaborar el presente trabajo, pues reconocemos en nuestros alumnos los
mismos obst£culos.

Como comentario de cierre de esta secci n, se puede acotar que la mayor a de los alumnos
adem£s de asistir a las tutor as cursan asignaturas de la carrera que no se dictan bajo esta moda-
lidad. De todos modos, en las tutor as el docente tiene un v nculo més personal con el alumno,
por lo que una tarea que se le plantea al profesor es la de ayudarlo a cumplir con plazos y tiem-
pos que son necesarios conocer y ordenar para lograr una vida universitaria mis adecuada.
Con cada uno de los estudiantes tutoreados, el profesor contribuye a organizar sus respectivas
agendas de trabajo y esquemas de asesor a acad@mica diferenciada.

3.2. Asignaturas organizadas sobre la base de lecturas orientadas a demanda

Los cursos bajo lecturas dirigidas a demanda del estudiante, buscan generar espacios de
trabajo exibles, de manera que cada estudiante reciba orientaci n y atenci n del docente pa-
ra no solo atender a los contenidos propios de las asignaturas, sino tambi@n, y sobre todo, al
desarrollo de las capacidades necesarias para el aprendizaje.

Esta modalidad se ofrece a estudiantes que muestran un historial de fracaso reiterado en una
cierta asignatura, lo que permite conjeturar que existen factores no evidentes que es necesario
develar para poder conseguir superar esa situaci n.

Sobre los docentes encargados de estos cursos recae una especial responsabilidad, porque
deben esforzarse en identi car en cada uno de los estudiantes sus di cultades personales, y a
partir de este diagn stico, idear estrategias para ayudarle a superarlas.

More speci cally, each teacher would be asked to identify and select one to three candi-
date students in classes he or she was currently teaching, to document the dif culties of
each student, and try to determine through interactions with the individual students the
nature and origin of the observed dif culties. Based on this and drawing on their teaching
competency, the teachers then were to design some individual counselling sessions or class-
room teaching units, with the purpose of assisting the students selected in overcoming their
dif culties [3].

En general, estas interacciones se desarrollan de una manera distinta a las planteadas en los
cursos curriculares, atendiendo, entre otros factores, a la necesidad de considerar otros tiempos
acad@micos y de aprendizaje, necesidades y situaciones personales marcadamente diferentes
entre los participantes.

Por otro lado, esta es la causa de que deba limitarse el nemero de estudiantes participantes
en cada grupo.

Tomando en cuenta el programa llevado adelante en Dinamarca, que anteriormente hemos
citado, consideramos que los profesores que lleven adelante estos cursos tienen que estar moti-
vados e interiorizados en esta modalidad:

Whilst, it was clear that the programme could not be based solely on the teachers’ own expe-
riences and intuition if so, student’s learning dif culties would already have been resolved!

3.
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Es importante hacer menci n al plan de lecturas: este consiste en una bibliograf a selec-
cionada y recomendada por el docente sobre los temas a tratar, cuya lectura previa corre por
cuenta de los estudiantes. En [3] se propone proveer tres tipos de bibliograf a, una general, otra
espec cadel temay una complementaria.

El objetivo de estos cursos y, por lo tanto, el mensaje a transmitir a los estudiantes, es que esta
modalidad de cursado no implica ni menor exigencia al evaluar, ni disminuci n de la cantidad
o profundidad de contenidos a tratar, ni menor dedicaci n por parte del estudiante para lograr
los objetivos de aprendizaje. Este ®ltimo aspecto es crucial, porque se ha podido constatar que
en muchos casos esta puede ser acn mayor que en cursos tradicionales.

En efecto, frecuentemente el trabajo en esta modalidad ha dejado expuestas debilidades de
los estudiantes que en otras formas de trabajo pueden aparecer m£s ocultas (por ejemplo, fallas
en la ejecuci n de diferentes algoritmos, o di cultades asociadas con la lectura de consignas).
Las tareas que el profesor propone para superar estas de ciencias son una carga de trabajo
adicional para el estudiante.

En estos cursos, no existen clases magistrales, sino instancias de consulta peri dicas (gene-
ralmente una o dos veces por semana). Por otro lado, su extensi n temporal no estt marcada
por la estructura del calendario acad@mico, sino que puede extenderse m#s allk de los plazos
establecidos para las asignaturas con dictado usual.

La decisi n institucional de aprobar estas formas de cursado se concret con la creaci n
de una reglamentaci n espec ca para estas instancias, complementaria de las existentes para
instancias regulares. Dicha reglamentaci n contempla diversos aspectos, como son: qui@nes es-
tEn en condiciones de cursarlos, las responsabilidades y derechos por parte de los docentes y
alumnos, la organizaci ny laevaluaci n de los cursos.

En cuanto a qui@nes pueden cursar este tipo de cursos, se establece que podrkn aquellos
alumnos que deban cursar por cuarta vez una misma asignatura.

Entre las responsabilidades y derechos de los docentes, se encuentran:
1. Podrkn, en caso de considerarlo relevante solicitar la escolaridad de los participantes del
Ccurso.

2. Comunicarkn, prepararkn y mantendr£n actualizado el plan de lecturas desde el comien-
zo del curso.

3. Generarkn conciencia de la importancia de cursar bajo esta modalidad, dando a conocer
los lineamientos generales y los objetivos de una manera clara, ya sean a corto, mediano
o largo plazo, como tambi@n los criterios de evaluaci n.

4. ldenti car las emociones del estudiante que puedan estar obstaculizando sus procesos de
aprendizaje, y solicitar apoyo necesario si considera que la situaci n lo amerita.

5. Llevarkn registro escrito de las circunstancias especiales que se detecte en cada estudiante.

6. Comunicarkn al coordinador de carrera cuando un estudiante ha completado el curso, o
cuando ha perdido tres evaluaciones sobre la misma cha de lectura (aspecto formal que
se verk a continuaci n).

Y entre las responsabilidades y derechos de los alumnos, se encuentran:

1. Inscribirse en el programa de tutor as.

2. Comprometerse con su tutor en el desarrollo de las actividades que acuerden conjunta-
mente y ser consciente de que el enico responsable de su proceso de formaci n es el propio
alumno.
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3. Participar en los procesos de evaluaci n del trabajo tutorial, de acuerdo con los mecanis-
mos institucionales establecidos.

4. Participar en las actividades complementarias que se promuevan dentro del programa
tutorial.

5. Asumir que las enicas asignaturas que se podrkn cursar en esta modalidad son las de
primer azo y que solo podrk cursar una vez en esta modalidad cada asignatura.

En cuanto a la organizaci n, ya hemos mencionado que el desarrollo de los contenidos se
hace a partir de un conjunto de chas de lectura extra das de la bibliograf a recomendada, y de
ejercicios sobre cada tema del curso que el estudiante debe realizar por s mismo, consultando
las dudas que le surjan con el profesor en los momentos de encuentro sezalados.

Cuando el estudiante siente que ha aprendido lo su ciente sobre el tema, pide al profesor
para rendir una prueba correspondiente a esos contenidos. La aprobaci n de esta prueba es
condici n necesaria para poder seguir avanzando en el abordaje de los contenidos sucesivos.
En tanto el estudiante no consiga mostrar su ciencia, no se le permite continuar. Las siguientes,
son condiciones necesarias para la aprobaci n del curso: no perder 3 veces la prueba sobre una
misma cha de lectura, aprobar las pruebas de al menos dos chas cada 5 semanas, completar la
aprobaci n de las pruebas de todas las chas de lectura en el plazo miximo del curso, cumplir
con la asistencia m nima.

Ante la reprobaci n de tres instancias de evaluaci n correspondientes al mismo tema debe
plantearse por parte del docente una consulta con el director de la carrera que sigue el estudian-
te para decidir qud orientaci n dar a este.

A los efectos de continuar con aspectos que tienen que ver con la organizaci n de estos
cursos, consideramos importante aclarar que la extensi n del curso es como miximo el doble
de la del curso curricular y el cupo miximo de los mismos es de ocho alumnos. Ademés, el
ritmo de avance estark pautado por el trabajo del estudiante, por lo que es posible que cada
uno complete el cursado en plazos diferentes (esto deberk ser tenido en cuenta para los ajustes
administrativos que sea necesario llevar a cabo), sin embargo, a todos los estudiantes se les
exigirk una participaci n m nima para permanecer en el curso, consistente en aprobar al menos
una prueba cada tres semanas. La asistencia se registrark en al menos una clase de consulta
semanal con el tutor del curso, en las cuales el estudiante deber£ evidenciar algen grado de
avance, a partir de la presentaci n de tareas o la discusi n sobre las dudas que las lecturas
le hayan generado. Finalmente, la aprobaci n del curso se conseguirk cuando el estudiante
apruebe todas las evaluaciones previstas.

Para aclarar un poco méks el sistema de evaluaci n a continuaci n se transcriben otras nor-
mas formales que organizan este tipo de modalidad de cursado.

1. Cada cha de lectura serk objeto de una evaluaci n mediante una prueba espec ca.

2. La evaluaci n del curso consistirk en el conjunto de pruebas generado a partir del plan
de lecturas y se tomarkn a demanda del estudiante, en la forma y con las restricciones
siguientes:

a) Las pruebas a demanda las solicitark el estudiante cuando crea que ha dominado un
tema.

b) Estas pruebas ser£n corregidas inmediatamente por el profesor, y devueltas al estu-
diante.

c) Laaprobaci nde cada prueba es condici n necesaria para avanzar en los contenidos
del curso, y solicitar rendir prueba de los temas siguientes.

d) Cada estudiante dispondr£ de un miximo de tres intentos para aprobar cada prueba.
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e) En el caso de no aprobar una evaluaci n a la tercera vez, se suspenderk el cursado
del estudiante y se pondrk en conocimiento del coordinador de la carrera correspon-
diente, para que se estudie de manera especial la situaci n.

f) Se propondrkn dos parciales.

g) Lacali caci n nal del curso se compondrk sumando el 70 % del promedio ponde-
rado de los dos parciales y el 30% del promedio de las pruebas sobre las chas de
lecturas.

La experiencia recogida en los cursos implementados de esta manera muestra que esta forma
de trabajo es una alternativa vilida siempre y cuando el estudiante la asuma con compromiso
constante y en forma disciplinada.

Los estudiantes que no muestran regularidad en la asistencia a las consultas, o que no se
ajustan a un cierto calendario personal para dar las pruebas, terminan por abandonar el curso,
dado que no consiguen los aprendizajes su cientes para superar las pruebas o bien acumu-
lan retrasos tan grandes que hacen inviable la continuaci n de la participaci n en el curso. En
cambio, los que abordan las tareas compensatorias que los docentes proponen, participan regu-
larmente de las consultas y adquieren un ritmo personal para rendir con seguridad las pruebas
de evaluaci n, consiguen nalmente aprobar el curso.

Como cierre de esta secci n, se muestra informaci n correspondiente al curso de Cklculo 111
llevado a cabo por primera vez en 2015 y al que concurrieron 10 alumnos. Este curso correspon-
de al primer semestre del segundo azo de las carreras de Ingenier a en Electr nica, Telecomu-
nicaciones, Sistemas El@ctricos de Potencia, Industrial o Alimentos. EI material se organiz en
14 chas (ver Tabla 1). Como se dijo anteriormente, no se puede continuar con la cha siguiente
sin haber aprobado la evaluaci n correspondiente a la cha anterior.

Tabla 1. Temas de las chas del curso de C&lculo I11.

Ficha Tema
1 Cuerpo de los nemeros reales e inducci n
2 Sucesiones
3 Series
4 Integrales propias
5 Series de funciones y convergencia uniforme
6 Series de potencias y Taylor
7 Series de Fourier
8 Parametrizaci n de curvas por longitud de arco
9 Triedro de Frenet
10 Integrales de | nea de funciones escalares/vectoriales
11 Funciones potenciales
12 Integrales de super cies
13 Integrales de super cies de funciones escalares y vectoriales
14 Teoremas de Green, Stokes y Gauss.

En la Tabla 2 se presenta una relaci n del neemero de veces que se tuvo que presentar cada
estudiante para poder continuar con las chas posteriores.

Como se puede observar en la Tabla 2, dos estudiantes, estudiantes 7 y 10, no terminaron

el curso debido a que no lograron obtener una nota aceptable en tres evaluaciones (cali caci n
mayor o igual que 60 en 100) sobre una misma cha, chas 5y 4, respectivamente. De los 8
estudiantes que terminaron el curso todos tuvieron que dar al menos dos veces alguna de las
chas que consta el curso y 4 de ellos tuvo que dar al menos tres veces la evaluaci n de alguna
cha (estudiantes 2, 5, 8, 9). Esta evidencia no hace pensar que estos estudiantes en un curso
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Tabla 2. Desempezo de los Estudiantes, donde se registra el nemero de pruebas necesarias para obtener una cali caci n
aprobatoria.

| ] | Fichas |

F1 | F2 | F3|F4 |F5 | F6 | F7 | F8 | F9 | F10 | F11 | F12 | F13 | F14
1 2 1 1 1 2 2 1 1 1 1 1 2 2 1
2 2 2 1 2 1 1 1 1 3 2 3 1 1 2
3 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2
” 4 2 1 2 1 2 1 1 1 2 1 1 2 1 1
e 5 2 1 1 2 2 1 1 2 1 1 1 3 1 1
g 6 2 2 1 1 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1

Z[ 7 2] 3] 3] 3|R
8 3 1 1 1 3 2 2 3 1 1 1 1 1 2
9 3 2 2 1 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1

10 3 3 3| R

curricular de Cklculo 111 hubieran tenido los mismos inconvenientes que han tenido antes de
comenzar la tutor a.

De los 8 estudiantes que terminaron el curso podemos reportar que hubo una diferencia de

nalizaci n de las evaluaciones de 2 meses, entre el primero con obtener notas satisfactorias en

las 14 chas hasta el eltimo. Esta evidencia sugiere que en un curso curricular estos estudiantes
habr an tenido inconvenientes para cubrir el material

Varios de estos cursos ofrecidos en esta modalidad est£n en desarrollo en estos momentos.
Por eso, solo podemos ofrecer conclusiones preliminares, sujetas a una revisi n sistemética una
vez que se hayan completado su cientes instancias de esta estrategia de ensezanza.

Una primera consideraci n es que muchos estudiantes fracasan sistemEticamente en apro-
bar una cha de lectura en la primera oportunidad, y frecuentemente llegan a la tercera opor-
tunidad. El hecho de que las pruebas se proponen sobre un tema relativamente poco extenso,
lleva a que necesariamente se repitan algunos de los instrumentos de evaluaci n, porque no
hay mucha diversidad de la cual seleccionar.

Esto plantea la pregunta acerca de si el estudiante ha efectivamente modi cado de alguna
manera su forma de aprender Matemktica o estk aprobando por simple repetici n de pruebas
donde nalmente termina por encontrar ejercicios parecidos a algunos de los que ya enfrent
en otras instancias.

La segmentaci n de contenidos plantea otra cuesti n: ¢se puede, con este sistema, tener una
razonable seguridad de que el estudiante ha conseguido adecuadas conceptualizaciones? ;Ser a
necesario incluir algunas instancias de evaluaci n globalizadoras?

El tercer aspecto que emerge de estas experiencias es la di cultad que muestran algunos
de los estudiantes para mantener un ritmo de trabajo constante; es frecuente que se constaten
discontinuidades en las asistencias a las consultas o en la presentaci n a pruebas. Cuando se
interroga a estos estudiantes, es comen que contesten con explicaciones que indican una inca-
pacidad para organizar el uso del tiempo personal.

4. Algunas estrategias de ensezanza

Una de las estrategias que se han implementado es la denominada Just in Time Teaching
(JITT). Una de las caracter sticas de esta metodolog a es la propuesta de lecturas previas a la
clase. A poco de comenzar a aplicarla, result claro que una de las di cultades asociadas a su
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uso era la falta de costumbre de los estudiantes a leer textos mateméticos [14].

Por este motivo, una de las tareas que se ha propuesto a los estudiantes en la ejecuci n de
ciertos procedimientos que orientan a una lectura de un texto matemé#tico y su comprensi n. Pa-
ra el desarrollo de estos procedimientos, han servido de orientaci n conceptos generales acerca
de lectura [4] y otros espec cos acerca de lectura en Matemética [8], ademéks de algunos an-
tecedentes donde se elabor una gu a de lectura para orientar a los estudiantes y se recogi
evidencias sobre ¢ mo la usaron, que mostr que en general abordan la lectura con super cia-
lidad (ignoran la presencia de s mbolos con signi cados especiales, no articulan informaci n
presentada en diferentes registros: grk cos, algebraicos, num@ricos, o no prestan atenci n las
estructuras deductivas usadas) [5]; hay otra instancia exploratoria de uso de JiTT, en la que ade-
mé#s de recoger evidencias similares a las mencionadas, result claro que es necesario incorporar
las actividades de lectura en el sistema de evaluaci n de la asignatura como forma de estimular
la participaci n de los alumnos [6].

Una tarea cualquiera de lectura estk basada en cap tulos o secciones de un texto matemé-
tico, 0 en documentos elaborados por los docentes acerca de algen contenido espec co, y la
intenci n es promover un tipo de lectura re exiva, lamando la atenci n sobre algunos aspectos
destacables y planteando algunas interrogantes.

Para esto, se proporciona a los estudiantes la gu a de lectura que se transcribe a continuaci n.
CONSIGNA

1. Lea las secciones X del libro de texto recomendado.

2. Luego de la primera lectura, confeccione una lista de dudas o de aspectos que siente que
debe revisar nuevamente.

3. Vuelva al texto con la lista de dudas y ensaye alguna de estas acciones para intentar supe-
rar la duda:

a) Trate de expresar el texto le do de otra manera que crea equivalente.

b) Revisar el contexto, para asegurarse de que estk comprendiendo la notaci n simb -
lica en forma adecuada.

c) Desarrolle con cuidado los ejemplos, completando los pasos que eventualmente pu-
dieran faltar.

4. Vaya ala secci n de ejercicios, identi que los que tengan que ver con sus dudas, y trate de
resolverlos. Depure la lista anterior, eliminando las entradas que crea haber comprendido.
Elabore un resumen de la secci n, en el que destaque los elementos a su juicio m&s rele-
vantes, indicando ademéks cukles le resultaron méks dif ciles y cufles mks fEciles y cukles
cree necesita aen saber. Este resumen se verk enriquecido si sezala v nculos entre lo que
ha le do y temas anteriormente estudiados.

A modo de ejemplo, se muestra el trabajo realizado por un alumno que expone la lista de du-
das depuradas de las secciones 8.1y 8.3 del texto [12], tem£tica neemero complejo (Figuras 1y 2).

Otra de las estrategias ensayadas se re ere a generar criterios de evaluaci n de la produc-
ci n propia. Es importante atender a esta cuesti n, dado que es bastante frecuente que despuds
de instancias de evaluaci n, al presentar las correcciones a los estudiantes, @stos mani esten
asombro por los criterios utilizados. En general, esta reacci n es aut@ntica y sincera, lo que de-
be interpretarse como un indicador de que los criterios con los que los estudiantes evalean su
trabajo no coinciden con aquellos con los que son usados por sus profesores.

Para reforzar esta estrategia, el segundo curso de ~lgebra Lineal (" Igebra Il) que se ofrece
en el segundo semestre de primer azo, estk organizado sobre la base de estudio previo a la
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Lista de dudas:
Seccion 8.1:
a. ¢Por qué dos coordenadas polares diferentes pueden repr tar el mismo punto?

Leyendo nuevamente el texto y analizando el ejemplo 2, se puede apreciar que dado un
punto P de coordenadas (r,0), cualquier punto con coordenadas (-r, 6-+kn) (siendo £ un niimero
entero impar) o (r, 0+2nm) (donde n es cualquier entero) representan el mismo punto. Esto
implica que cada punto en el plano tiene un nimero infinito de representaciones en coordenadas
polares.

b. ;Por qué al convertir coordenadas rectangulares a coordenadas polares, puedo obtener
diferentes resultados? ;Como sé cudl es el resultado correcto?

Desarrollando el ejemplo 4, es apreciable que los resultados obtenidos al convertir
coordenadas rectangulares a polares, no determinan de manera unica a ry 6. Es por esto que se
debe prestar atencion al cuadrante donde se encontraba el punto definido en coordenadas
rectangulares, para expresar el resultado en coordenadas polares de forma correcta.

Figura 1. Trabajo realizado por un estudiante siguiendo la consigna anterior: lectura orientada sobre neemero complejo.

Seccion 8.3:
a. ;Por qué el argumento de un niimero complejo z, expresado en forma polar, no es uinico?

El argumento de un nimero complejo expresado en forma polar, es un dngulo 6. Volviendo
al ejemplo 1 de la Seccion 8.1, se puede apreciar que todos los angulos 0+2nz (donde n es
cualquier entero) tienen el mismo lado terminal que el angulo 6.

b. ¢ Por qué para calcular las raices n-ésimas de niumeros complejos no utilizamos el Teorema de
DeMoivre con n igual 1/n?

Analizando la demostracion se puede concluir que de utilizar el Teorema de DeMoivre con
n igual I/n, se obtiene una unica raiz. Como se busca calcular las n-ésimas raices, se debe
reemplazar 6 por 0+2krn (siendo k un nimero entero, que se sustituira por 0,1,2,....n-1),
pudiendo calcularse de esta manera las n-ésimas raices.

Figura 2. Trabajo realizado por un estudiante siguiendo la consigna anterior: lectura orientada sobre neemero complejo.

clase de los materiales que se han desarrollado sobre los contenidos del curso. Estos materiales
estkn elaborados de manera que incorporan instrucciones precisas para contribuir a mejorar
la lectura de textos mateméAticos. Los lugares elegidos para dar estas sugerencias responden a
criterios tales como: indicar la presencia de signos especiales, proponer la identi caci n de la
estructura deductiva que se haya usado, explicitar el resultado conceptual que permite ejecutar
un cierto algoritmo, completar detalles de un cierto desarrollo.

M£s all£ de que esto podr a deberse a un problema de comunicaci n, lo que es necesario pro-
mover es el desarrollo de habilidades en los estudiantes que pongan en condiciones de valorar
su trabajo de acuerdo a estEndares externos.

En este sentido, se han disezado tres tipos de tareas, que se describen a continuaci n.

La primera es un trabajo en equipos, en tres fases. La inicial consiste en la entrega de una
consigna que cada equipo debe responder; la soluci n elaborada debe ser escrita de la manera
gue el equipo considera una correcta presentaci n. La segunda fase consiste en el intercambio
entre los equipos de las soluciones, con la nalidad de que cada equipo corrija con sus propios
criterios la producci n realizada por otro equipo. La fase nal de esta tarea consiste en un ank-
lisis hecho por el profesor de cada soluci ny de cada correcci n, marcando aciertos y errores
en cada una de esas tareas.

La elaboraci n de este tipo de tareas surge del comprender que el espacio donde se apren-
de, es un espacio compartido con otros sujetos, donde no solo estkn en juego los saberes, sino
ademés las distintas relaciones que se establecen con los otros y con uno mismo [7]. El disezo
de este tipo de tareas se enmarca en lo que se conoce como tutor as entre pares, las cuales se
pueden llevar a cabo de diversas maneras y con distintos nes, pero sea cual sea la manera,
en cualquier caso es una estrategia de ensezanza que se apoya en el compromiso que asumen
algunos estudiantes con otros, generkndose un £mbito de solidaridad [7]. Muchas veces, en la
confrontaci ny la validaci n con otros sujetos es cuando se produce el saber y por eso aposta-
mos cuando pensamos en tareas de este estilo.

A modo de ejemplo, mostramos a continuaci n una tarea propuesta en el curso denomina-
do introducci n al £lgebra dictada en nuestra facultad; en la primera fase cada equipo deb a
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resolver un sistema de ecuaciones mediante operaciones elementales sobre las las de la ma-
triz aumentada asociada al sistema. En la segunda fase la consigna de la tarea fue realizar la
correcci n de la tarea que realiz el otro equipo, la cual consisti en resolver un sistema (otro)
de ecuaciones, mediante el mismo m@gtodo. Ademé£s, deb an utilizar la siguiente tabla para rea-
lizar la correcci n. Para cada tipo de error, si lo hubiera, deb an elegir uno de los tres juicios y
explicar todas las correcciones realizadas.

Tabla 3. Correcci n entre pares

Tipo de error-juicio Insu ciente | Aceptable | Satisfactorio
Al escribir la matriz aumentada

Al aplicar operaciones elementales

Al operar

Al especi car las operaciones elementales
Al escribir la soluci n

Al clasi car

Ademks, se garantiz que cada equipo resolviera un sistema de ecuaciones compatible de-
terminado y que corrigiera uno del tipo compatible indeterminado o viceversa.

Una variante de esta actividad es proporcionar dos consignas y en el intercambio de solucio-
nes asegurar que cada grupo corrige una soluci n de la consigna en la que el grupo no trabaj .
Esto agrega di cultad en la fase de correcci n, dado que debe analizarse una situaci nen laque
no se ha trabajado previamente.

La segunda es una actividad en dos fases. Comienza con la propuesta de una consigna al
grupo entero. Luego de unos minutos de anklisis personal, el profesor comienza a dirigir la
besqueda de la soluci n, tomando las iniciativas de los estudiantes y generando debates sobre
sus intervenciones. En esta fase, el docente no es selectivo y toma cada propuesta y la registra
en el pizarr n, deliberadamente en forma desordenada. Cuando nalmente se consigue una
soluci n, termina esta fase. La segunda es individual, y consiste en organizar el registro del
pizarr n, para escribir una soluci n correcta. Para conseguir esto, el estudiante debe estable-
cer una secuencia adecuada, eliminar los elementos que no son funcionales a esa soluci ny
completar con comentarios pertinentes la articulaci n de las diferentes partes que recopil para
producir la soluci n.

En laterceratarea la propuesta es tambi@n en dos fases. La primera corre a cargo del profesor,
gue resuelve en forma ordenada un problema de cierta complejidad, poniendo @nfasis en la
estructura de la soluci n. La segunda es grupal, donde se propone un problema no id@ntico al
resuelto, pero con cierta similitud, de manera que sea posible resolverlo adaptando la soluci n
dada al primer problema. Adaptar no signi ca simplemente ejecutar la misma secuencia con
cambios solo en los cklculos con diferentes datos, sino que debe requerir en algen momento
gue los estudiantes hagan algo que no se hizo en la soluci n expuesta por el profesor.

En cualquier caso, el tiempo total de cada tarea se extiende a un m dulo de 80 minutos.
Estas estrategias fueron pensadas inicialmente para los cursos curriculares, sin embargo, son
fAcilmente adaptables a los cursos basados en lecturas orientadas o tutor as. La puesta en prkc-
tica dependerk de la cantidad de estudiantes que haya en cada grupo, lo que es determinante
para poder trabajar en equipos.

5. Consideraciones nales

El Departamento de Mateméktica de la Universidad Cat lica del Uruguay pretende, con es-
te trabajo, aportar ideas, que han ido surgiendo en la labor cotidiana de los docentes que la
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integran, con el n de mejorar la ensezanza de la Matemé£tica en las aulas de las carreras de
Ingenier a, y ademés buscar remedios alternativos para aquellos estudiantes que mani estan
algen tipo de di cultad

Algunas de estas medidas se siguen desarrollando y adecuando de acuerdo con la expe-
riencia que se va recogiendo por lo que se podrk tener una evaluaci n sobre ellas con mayor
evidencia emp rica en breve plazo.
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Resumen

En este articulo se estudian los métodos in nitesimales par a el calculo de tangentes desa-

rrollados por Fermat y Barrow a mediados del siglo XVII, incl uyendo algunos ejemplos que
ilustraran al lector sobre su aplicacion. Asimismo, se estudia el método de Fermat para el
calculo de maximos y minimos. En todos los casos se indaga solve la base teérica de los pro-
cedimientos, contrastando las opiniones de diversos autores que han tratado la materia.

Palabras Clave: Fermat, Barrow, Calculo de tangentes, Maximos y minimos, Mé todos in -
nitesimales.

Abstract

In this paper we study the in nitesimal methods to calculate tangents developed by Fer-

mat and Barrow in the XVII century. Several examples to ilust rate the methods are given.
Moreover, we show the Fermat's method to obtain maxima and mi nima. Discussions about
the theoretical basis of the methods, given by some authors, are commentated.

Keywords: Fermat, Barrow, Tangents, Maxima and minima, In nitesimal methods.

Introduccion.

El problema de hallar la tangente a una curva habia sido considerado por los matematicos

desde la antigiiedad. Ademas de los mdltiples resultados sobre la tangente a la circunferen-
cia que podemos encontrar en Los Elementos de Euclides, Apolonio (262-190 a.C.) estudio de
manera exhaustiva las tangentes a las conicas en su obra Comias. Esta memoria, que consta de
siete libros, dedica el Libro Il a estudiar las tangentes a las cénicas y el Libro V realiza un estudio
sobre maximos y minimos y sobre trazado de tangentes y normal es a secciones cénicas. Poste-
riormente Arquimedes construyd la tangente a la espiral. Sin embargo, el punto de vista griego
era estatico, de forma que la tangente se consideraba como laecta que cortaba a la curva en un
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s6lo punto, “dejandola a un lado”, sin que hubiera un proceso de paso al limite ni ninguna otra
consideracioén de caracter in nitesimal.

En este articulo vamos a tratar los métodos in nitesimales p ara el calculo de tangentes a
curvas planas que fueron desarrollados por Fermat y por Barr ow a mediados del siglo XVII.
Esta eleccion no es casual. Los métodos de Fermat y Barrow sonposiblemente, los que mas
contribuyeron al alumbramiento del célculo diferencial y a si lo sefiala el Marqués de L'Hopital
en el prefacio de [6, pag.18-19], el primer libro de texto que se publicé sobre la materia:

Poco tiempo después de la publicacién del método del Saridsggara las tangentes, el Sr.
de Fermat encontré también uno que nalmente el mismo Src&@réss confesé que es mas
sencillo que el suyo para multiples usos. Sin embargo,r&s giee no era todavia tan sencillo
como el del Sr. Barrow, al considerar méas de cerca la natardke las poligonales [...] El
Sr. Barrow no se quedo6 ahi: inventé también una especie adacplopio de este método;
sin embargo, para auxiliarse de ello hizo falta, igual quelatel Sr. Descartes, quitar las
fracciones y eliminar todos los signos radicales.

Y a renglon seguido afiade:

El vacio de este calculo lo cubrié el del célebre Sr. Leibstiz;sabio gedmetra comenzé
donde el Sr. Barrow y los otros habian terminado. Su calculalllevado a regiones hasta
ahora desconocidas; y ha hecho descubrimientos que sanitaca@h de los mas habiles
matematicos de Europa.

El calculo de tangentes era un tema de intenso estudio en la émca y fueron muchos los
matematicos que establecieron procedimientos, mas o0 menosgenerales, para calcularlas. Me-
rece la pena destacar el método de Descartes para el calculo d la normal y, por tanto también
de la tangente, a una curva algebraica, pero no nos detendrenos en él pues no esta basado en
procedimientos in nitesimales, sino en consideraciones s obre la existencia de raices dobles en
ecuaciones algebraicas.

También desarrollaron procedimientos para el célculo de ta ngentes Torricelli y Roberval.
Para el célculo de la tangente a la cicloide ambos matematicc utilizaron una composicion de
movimientos que recordaba la determinacién de la tangente a la espiral, que ya habia realizado
Arquimedes dos mil afios antes. La similitud de los procedimi entos ideados por ambos autores
y el hecho de que Torriceli no mencionara en su trabajo a Robewal motivé la airada protesta
de éste y la consiguiente acusacion de plagio. La idea de Robeval para el calculo de tangentes
es muy simple. Dado que una curva es trazada por un punto en mov imiento, la tangente en
cualquier punto era para Roberval la recta de velocidad inst antanea en ese punto. Asi escribia:

La direccién del movimiento de un punto que describe unaecesva tangente a la curva en
cada posicion de ese punto.

Desarrollando esta idea Roberval calcul6 la tangente a la paabola y a otras conicas, que ya
habian sido obtenidas por los griegos, y, asimismo, abordo el estudio de la familia de las concoi-
des, partiendo de la concoide de Nicomedes, la espiral de Arquimedes, la cisoide, la cuadratriz
de Hipias y, por supuesto, la cicloide, con lo que hace un recorrido exhaustivo por la mayor
parte de las curvas consideradas en su tiempo.

Gilles Personne de Roberval (1602-1675) fue uno de los pocosnatematicos profesionales
franceses del siglo XVII que destaco por sus investigaciones, particularmente sobre la cicloide.
Pertenecié6 al circulo de Mersenne y fue muy amigo de Fermat con el que mantuvo una uida
correspondencia a lo largo de muchos afios. Obtuvo la catedra de Ramus en el College Royal
de Paris en 1634 y, a pesar de que este puesto se convocaba cades afios a concurso publico,
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mantuvo su empleo hasta su muerte. Dado que el concurso consistia en un examen competitivo
en el que las cuestiones se las proponian entre si los opositoes, Roberval adopt6 la costumbre
de no publicar nunca sus descubrimientos, con objeto de util izar esos conocimientos en la opo-
sicidn para batir a sus contrincantes. Sin duda tuvo éxito en su empefio, pero a cambio, al no
publicar sus resultados, se vio envuelto en mdltiples contr oversias relativas a la prioridad de

los mismos, una de las cuales es la ya citada con Torricelli.

Resultados similares a los de Roberval fueron obtenidos también por Torricelli, su rival,
como decimos, en la invencién del método de determinacién de tangentes por medio de velo-
cidades instantaneas. En relacién con estos dos autores, yis perjuicio de a quien corresponda
la prioridad del descubrimiento, lo mas interesante es sefialar el gran paso que dieron en la di-
reccion de considerar la tangente no ya s6lo como la recta quecorta a la curva una Unica vez,
al menos en un entorno del punto de tangencia, sino como el limite de las rectas secantes en
el punto de tangencia cuando el otro punto de corte se aproxim a tanto como se quiera al de
tangencia.

También se ocuparon del calculo de tangentes otros matematicos de la época, como Philippe
de Lahire, Johann Hudde y René Francois Walter, Baron de Slus, entre otros, pero nosotros nos
centraremos en los métodos de Fermat y de Barrow que fueron, seglin parece, los que ilumi-
naron a Newton y a Leibniz para el desarrollo del calculo inn itesimal. Por lo que se re ere
al método de Fermat, este es una aplicacién del procedimiento de adigualdad que desarrolld
para el calculo de maximos y minimos. El articulo lo iniciare mos con el estudio de este método
que, ademas de estar en la base del procedimiento de Fermat paa el célculo de tangentes que
desarrollamos en la siguiente seccion, tiene interés por simismo. Finalizaremos el articulo exa-
minando el método de Barrow para el calculo de tangentes, que no es mas que una mejora del
de Fermat segun reconocié Newton.

2. El método de Fermat para la determinacion de maximos y
minimos.

Pierre de Fermat (1601-1665) fue, junto con Descartes, el mamatico mas destacado de la
primera mitad del siglo XVII pero, como tanto otros en su époc a, incluido el propio Descartes,
no fue un matematico profesional. Fermat estudio Derecho en Toulouse, para incorporarse mas
tarde a las tareas del parlamento local, primero como abogado y mas tarde como miembro
del consejo. Fue sin duda un hombre polifacético: poliglota, I6logo, jurista, poeta,... Pero sin
duda donde su genio brill6 a mas altura fue en las matematicas. Como matematico realiz6
importantes contribuciones en casi todos los campos, desdela geometria analitica al calculo
in nitesimal, pero también a la teoria de nimeros, quizds su tema favorito y al que su nombre
se halla mas asociado en la actualidad, o a la teoria de probaliidades de la que fue cofundador
junto con Blaise Pascal.

Fermat desarroll6 el primer método general para la determin acién de maximos y minimos
en su obra Methodus ad disquirendam maximam et minimamen castellano, Método para la in-
vestigacion de maximos y minimos, escrita entre 1629 y 1637 yque comenzé a circular a partir
de esta Ultima fecha entre los matematicos franceses gracia a las artes del padre Mersenne. El
método de Fermat traduce algebraicamente la idea, ya obsenada por Oresme y Kepler, relativa
a que la variacion de las cantidades en un entorno de un extremo se hace imperceptible. Fermat
disefia un método para la determinacion de esos valores, sin perjuicio de que, como a rma Paul
Tannery, editor de las Oeuvres de Fermat, es muy posible que éste no dispusiera de los trabajos
de aquellos.

Como han sefialado numerosos autores, el método de Fermat es dgno de mencién no sélo
porque constituye el primer procedimiento general parala d eterminacion de maximos y mini-
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mos, sino también porque en él aparece por primera vez la fruc tifera idea de incrementar una
magnitud asimilable a lo que ahora es la variable independie nte de una funcion, incremento
que constituye la esencia del célculo diferencial. Veamos d método tal como el propio Fermat,
en poco mas de medio folio, lo explica en su obra:

“Toda la teoria de la investigacion de maximos y minimos supo ne la consideracion de dos
incégnitas y la Unica regla siguiente:

[I.] Sea A una incAgnita cualquiera del problema (que tenga una, dos o tres dimensiones,
segun convenga al enunciado).

[1.] Se expresara la cantidad maxima o minima por medio de A en términos que pueden ser
de cualquier grado.

[111.] Se sustituira a continuacion la incégnita original A por A + Ey se expresard la cantidad
maxima o minima por medio de A y de E, en términos que pueden ser de cualquier grado.

[IV.] Se adigualara, para hablar como Diofanto, las dos expresiones de la cantidad méaxima
0 minima. [La adigualdad viene a signi car algo asi como “tan aproximadamente iguales como
sea posible” o, para eliminar en principio cualquier connot acién in nitesimal, quizas seria mas
el al pensamiento de Fermat entenderla como una pseudoigua Idad [7, pag. 51]. Fermat utiliza
la palabra “adaequo”, que podria traducirse como “hacer adi gual].

[V.] Se eliminaran los términos comunes de ambos lados, traslo cual resultara que en los dos
miembros habra términos afectados de E o de una de sus potencias.

[V1.] Se dividiran todos los términos por E, o por alguna potencia superior de E, de modo
que desaparezca laE de, al menos, uno de los términos de uno cualquiera de los dos miembros.

[VIL.] Se suprimiran, a continuacién, todos los términos do nde todavia aparezcalaE o una
de sus potencias, y se igualara lo que queda, o bien, si en uno & los dos miembros no queda
nada, se igualard, lo que viene a ser lo mismo, los términos afectados con signo positivo a los
afectados con signo negativo. [Es curioso, para nosotros, omo se enuncia esta regla. Puede
verse agqui como la utilizacion del algebra simbdlica todavi a precisaba de una explicacién].

[VIIL] La resolucion de esta Gltima ecuacion daré el valor d e A, que conducird al maximo o
minimo, utilizando la expresion original”.

Una vez enunciadas las reglas que componen su método, Fermatlo ilustra con el siguiente
ejemplo, que no es mas que un caso particular de la proposicion 27 del Libro VI de Los Elementos
de Euclides:

Ejemplo 2.1. De todos los rectangulos de perime2R) el que tiene mayor area es el cuadrado de lado
B/2.

En efecto, consideremos un segmento de longitud B y dividamoslo en dos trozos de longi-
tudes Ay B A. Apliguemos el método de Fermat para la obtencion del maximo buscado:

|y IIl: Tenemos, por tanto, que hacer maxima la expresion A(B  A).
. Sustituyendo en la expresion original A por A + E obtenemos:(A+ E)(B A E).
IV. Adigualamos: A(B A) (A+E)(B A E).

V. Operamos y eliminamos los términos comunes de ambos lados y queda:
AB A? AB A? AE+EB EA FE?() EB 2AE E> 0

VI. Dividimos por Eyqueda:B 2A E 0.

VII. Suprimimos los términos donde aparece la E e igualamos: B 2A = 0.

68 | Revista “Pensamiento Matematico” Volumen VII, Nimero 2, Oct'17, ISSN 2174-0410


mailto:jayerbe@us.es

Los métodos in nitesimales para el calculo de tangentes José Maria Ayerbe Toledano

VIII. La resolucién de la ecuaciéon nos da el valor de A que conduce al maximo, esto es,
A = B/2.

Una vez obtenido el resultado y a modo de epita o Fermat, con u na envidiable seguridad
en si mismo, apostilla: “nec poteft generalior dari methodu s” o, en cristiano, “es imposible dar
un método mas general”.

A pesar de la Ultima a rmacién, el método de Fermat para la det erminacion de maximos y
minimos, debido al laconismo y a la falta de fundamentacién t edrica con que fue descrito en el
Methodus atrajo una ardiente atencién de la comunidad cienti ca del momento, lo que obligo
a Fermat, en contra de su costumbre, a escribir cinco memorias breves, asi como humerosos
comentarios epistolares, detallando los fundamentos de su procedimiento y resolviendo nume-
rosos ejemplos. No obstante, la aparente contradiccion que suponia dividir por E y después
hacer E = 0 no quedd nunca su cientemente aclarada. De hecho en [7, pag 50] se sefiala que
Fermat nunca estuvo en posesion de una verdadera prueba de sumétodo. En cualquier caso,
para Fermat siempre fue méas importante comprobar que el méto do funcionaba en la practica
gue dar una demostracion exacta del mismo, muy en linea con el cambio de mentalidad que
se iba abriendo paso en el siglo XVII y que, en general, primaba el descubrimiento frente a la
demostracion impecablemente I6gica del resultado.

No obstante, resulta inevitable, aunque sin duda anacrénic o y peligroso, pues puede condu-
cir a conclusiones errdneas, reproducir el método de Fermat con notacién moderna, poniendo
A = X, E = Dx vy la cantidad a hacer maxima o minima igual a f(x). Con esta terminologia la
regla de Fermat nos dice:

I. X es la variable independiente del problema de extremos.

II. f(x) es lafunciéon a maximizar o minimizar.

lll. f(x+ Dx) es lo que se obtiene al sustituir en la funcién x por x + Dx.

IV. Adigualamos: f(x) f(x+ Dx).

V. Eliminamos los términos comunes de ambos lados: f(x) f(x+ Dx) 0.

VI. Dividimos por Dx: f(x) f(x+ Dx)

Dx
VII. Hacemos Dx = 0.
+
v, fO9 f{x+ Dx) = 0.
Dx Dx=0

Los apartados VIl y VIII podriamos escribirlos con notacién actual como:

f(x) f(x+ Dx)
0

VILy VIII: I
y o Dx

Dx!

= 0.

Con esta interpretacién podemos llegar a la conclusion, quizas engafiosa, de que el método
de Fermat viene a decir que la derivada de la funcién en el extr emo vale cero, es decir, lo que
hoy llamamos la condicion necesaria de extremo. En este sentdo se mani esta C. Boyer en [1,
péag. 440] sefialando que

resulta completamente justo, por lo tanto, reconocer larggie asistia a Laplace [otro fran-
cés, por cierto] al aclamar a Fermat como el verdadero dieloudel calculo diferencial.

Y mas aun, afade:

Obviamente Fermat no disponia del concepto de limite, pbro ssto, su método para de-
terminar maximos y minimos sigue un camino completamental@a al que podemos ver
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hoy en los libros de calculo, excepto en la minima diferelecgue hoy se suele utilizar el
simbolo h ®x en vez de la E de Fermat para el incremento de la variableo&gimiento
de Fermat, que consiste en cambiar ligeramente el valordgi&ble para considerar va-
lores proximos a uno dado, ha constituido desde entoncesdadera esencia del andlisis
in nitesimal.

La opinién de otros autores es, sin embargo, diferente. Asi |. Grattan-Guinness sefiala en [5,
pag. 39] que esta interpretacion

signi caria extrapolar demasiado el contenido estriclant#odo. En primer lugar, Fermat
no pensaba en una cantidad como una funcién, y en segundorogiecia nada acerca de
gue E fuese un in nitesimal, ni siquiera una magnitud muy ped@a, y el método no implica
ningun concepto de limite, sino que es puramente algebmrictercer lugar, la condicién
VI no tiene sentido en esta interpretacion en cuanto quemientividimos por E en primer
grado simplemente; sin embargo, como se puede ver pormspdosieel dividia en ocasiones
por potencias mas elevadas de E, y la razon para esto era lgueastidad considerada
contenia una raiz cuadrada, elevaba al cuadrado la adapghaldtes de aplicar las Ultimas
etapas del método. Nétese ademas que no se hacia ningtareciafe que el método da sélo
una condicion necesaria.

En este mismo sentido se mani esta Gonzalez Urbaneja en [4, pag. 81] al a rmar lo siguiente:

Un estudio exhaustivo de la Investigacién analitica [sere a la obra de Fermat Investi-
gacion analitica del método de maximos y minimos, en la g adecen los fundamentos
teoricos del procedimiento] nos mostrara la falta de basstal@nacronica interpretacion del
método de Fermat. Veremos qué&lethodus no se basa en ningln concepto in nitesimal,
sino en conceptos algebraicos puramente nitos derivagltastéoria de ecuaciones de Viete.

Efectivamente, el propio Fermat sefiala en la Investigacion analitica del método de maximos
y minimos [manuscrito sin fecha ni titulo que en [7] se argume nta que fue escrito antes de agosto
de 1638, aunque la mayor parte de los autores lo datan en el petiodo 1640-44] que el algoritmo
se le ocurrié estudiando el método de la Syncrisis y de la Anastrophe de Vieta y combinandolo
con lo que Pappus denomina puntos Unicos y singulares. A cont inuacién da un ejemplo para
ilustrar lo que quiere decir. Veamoslo:

Un segmento de longitud B debe ser dividido por un punto dedague el producto de los
segmentos resultantes sea maximo. Ya sabemos que el pscaolbes el punto medio [este
fue, como hemos visto, el problema de extremos que resokidMethodus] que hace el

L. . BZ
maximo igual a7-.
Sigue Fermat diciendo:

Pero si uno se propone dividir el mismo segmento de longitdd Bianera que el producto

de los segmentos sea igual a Z (debera ser %) se tendran dos puntos satisfaciendo la
cuestion, situados a uno y otro lado del punto correspoig@mproducto maximo.

O sea, si consideramos la funcién f(x) = x(B x) a maximizar y dibujamos la parabola
y = x(B x) tenemos la siguiente situacion:
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Gréfica de la funcién y=x(B- x)

Ay Esonlas dos raices de laecuaciérk(B  x) = Z que como vemos son simétricas respecto
del punto B/2 donde esta el maximo. Ya que Ay E son las dos raices de la ecuaciork(B  x) =
Z obtenemos, siguiendo a Vieta, que

A(B A)= E(B E)() BA BE=A? FE?
Dividiendo ahora ambos miembros por A E obtenemos queB = A + E.

Contintla Fermat diciendo:

Si en lugar de Z se toma un valor mayor, aunque siempre im‘eriéa, las rectas Ay E
diferiran menos entre ellas que las precedentes [ver gbiliplos puntos de division se
aproximaran mas al punto correspondiente al punto méxinhpréducto de los segmentos
aumentara, mas al contrario disminuira la diferencia e{rg E hasta que desaparece com-
pletamente esta diferencia para la divisién correspotelemproducto maximo; en este caso
no hay mas que una solucién tnica y singular [en términos dgpBs] y las dos cantidades
Ay E llegan a ser iguales.

Ahora bien, el método de Vieta aplicado a las dos ecuaciones @rrelativas anteriores nos ha
llevadoa B = A+ E; por consiguiente, si A = E, lo que sucede para el punto correspondiente al
maximo o minimo, se tendra, en el caso propuesto B = 2A. Es decir, si se toma el punto medio
de la recta B, el producto de los segmentos sera maximo.

Como vemos en esta obra Fermat explica con mas detalle los furdamentos de su método de
maximos y minimos. La Unica diferencia con el algoritmo del Methoduses que en el manuscrito
Investigacion analitica las raices son A y E y debe dividir por A E. Como esto puede ser
complicado, Fermat tiene la idea de tomar las dos raices A y A + E y dividir entonces por E,
para igualar nalmente las dos raices haciendo E = 0, lo que explica un poco mas adelante en
esta memoria. Ademas, da dos ejemplos, de los cuales nosotrg nos detendremos en el primero:

Ejemplo 2.2. Dividir la recta [el segmento] B de manera que el productadetirado de uno de los
segmentos por el otro sea maximo.

Apliguemos el método de maximos y minimos de Fermat:
I. Dividamos el segmento en dos trozos de longitudes Ay B A.
1. La funcién a maximizar sera A%(B  A) en la variable A.
I1l. Sustituyendo en la expresion original A por A+ E queda: (A+ E)’(B A E).
IV. Adigualamos: (A+ E)’(B A E) A?%B A).
V. Operando y eliminando términos comunes obtenemos:
(A’+ E2+ 2AE)(B A E) A%B A8
0 A’E+ E°B E?A  E3+ 2ABE 2AE? 2A%E 0
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VI. Dividimos por Eyqueda: A2+ EB EA E2+ 2AB 2AE 2A? 0.
VII. Suprimimos los términos donde aparece la E e igualamos: A2+ 2AB 2A?% = 0.

VIII. Resolvemos la ecuacién y obtenemos A = 2—35 gue es el maximo buscado.

Tanta con anzatenia Fermat en su método, a pesar de la falta de rigor que ya hemos comen-
tado y que tantas criticas le acarre0, sobre todo por parte deDescartes, que naliza esta obra de
forma muy similar a como nalizé el Methodus a rmando:

Es por consiguiente que a rmo hoy y siempre, con la mismaawra que antes, que la in-
vestigacion de maximos y minimos se reconduce a esta regéayigeneral, cuyo feliz éxito
sera siempre legitimo y no debido al azar, como algunos [atlavieferencia a Descartes]
han pensado [...]. Si todavia hay alguien que considerengttalo como debido a un feliz
azar, puede intentar encontrar uno similar.

En [7] se argumenta que el método de Fermat basado en el criteio de la razén doble con-
tenido en la Investigacion analitica es anterior, cronolég icamente, al método, mas general, con-
tenido en el Methodus sin perjuicio de que éste fuera el primero en hacerse publico. En dicho
articulo se analiza en profundidad el fundamento te6rico de ambos métodos y esta interpreta-
cion podria sugerir la idea de una evolucién en el pensamient o de Fermat desde una concep-
cién puramente algebraica del problema de maximos y minimos , basada fundamentalmente en
Pappus y Vieta, hacia un planteamiento in nitesimal en line a con nuestra moderna visién del
calculo. Stromholm, no obstante, se muestra prudente a esterespecto y, en este sentido, a rma
[7, pag.67]:

El [Fermat] fue en este caso particular bastante mas el dltimlos antiguos que el primero
de los modernos.

3. Elmétodo de Fermat para el célculo de la tangente.

Vamos ahora a analizar el método de Fermat para el célculo de la tangente a una curva.
El procedimiento aparece por primera vez en su obra Methodus como una aplicacion del mé-
todo para la obtencién de maximos y minimos, y por tanto podem os considerar que Fermat lo
disefid, en esta version inicial, en el periodo entre 1629 y 187. La obra Methoduscontiene dos
secciones. La primera, titulada Ad disquirendam maximam et minimaoontiene el método para
la determinacién de maximos y minimos al que nos hemos referi do en el apartado anterior. La
segunda seccidn, titulada De tangentibus linearum curvarugres decir, Sobre las tangentes a las li-
neas curvas, es la que propiamente contiene el método de Fermat para el calculo de la tangente
a una curva. Para familiarizarnos con él vamos a estudiar con detalle el ejemplo recogido en esa
memoria, que no es otro que el calculo de la tangente a la parahola.

Ejemplo 3.1. Calculo de la subtangente a la parabola.
Consideremos la pardbola BDF y tracemos la tangente en un punto B que corta al eje de la

parabola en E. SeaO un punto cualquiera de la tangente que determina a su vez los p untos P e
| que aparecen en la gréa ca.
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Gréfica de la parabola y su tangente

()

B

T

|

|

|

| |
|

C

Denotemos por d a la distancia CD, por a a la subtangente, esto es, al segmentdCE y por
ea la distancia Cl. Nosotros aqui hemos puesto estas Ultimas letras en minascuas, pero Fer-
mat las denot6 con las letras en mayuUsculas, sin importarle el hecho de que entonceskE o D
representasen tanto un punto del plano como la longitud de un segmento.

La propiedad intrinseca de la parabola es (Apolonio, Conicas, 1.11):

BC’> _ CD BC?> _ PI?
PIZ 1D CD ID

En la época de Fermat, antes de lainvencion de la geometria aralitica, era habitual de nir las
curvas utilizando proporciones. En el caso de la pardbola la proporcién es la que acabamos de

sefialar que, l6gicamente, puede obtenerse inmediatamentede la ecuacion cartesiana. En efecto,
2

dada la parabola y? = 4px se tiene quey? = 4p = constante.
Dado que O es exterior a la parabola se tiene que
CD _ BC?
>

1D~ 0I2
. L . BC Ol .
Por otra parte, por semejanza de triangulos, se tiene que CE = E lo que implica que

BC= %CE. En consecuencia

@ > C_Ez 0 d > a2
ID IE2 d e (a o2
0 da e2>ad e

0 d&+deé 2dae> a®d ae

Ahora Fermat dice:

Adigualamos seguin el método precedente [el de maximos pashise tendra eliminando
términos comunes de 2dae  &e.

Dividiendo por equeda
de 2da &

y haciendo e= 0 e igualando obtenemos 2da= &, esto es,a= 2d, que es el resultado buscado.

Fermat comenta nalmente:
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Hemos probado de esta forma que CE es doble de CD, lo queogsieania verdad [el
resultado era conocido pues habia sido obtenido por Apploni

Y muy en su linea, como hemos visto en la seccién anterior, termina diciendo que
este método nunca falla y puede ser aplicado a un gran niraegedtiones muy hermosas.

Como vemos Fermat utiliza la propiedad intrinseca de la para bola y luego plantea un pro-
blema que resuelve por su método de maximos y minimos. Pero realmente, ¢,cual es el problema
de maximos y minimos que esta resolviendo? O dicho de otra for ma, ¢,que cantidad extrema se
somete al método de maximos y minimos en el trazado de una tangente? Esta objecion a su
método le fue planteada por Descartes y realmente Fermat nunca dio una respuesta categoérica
a la misma, a pesar de que, como hemos comentado en la seccidn @terior en relacién con su
método de méaximos y minimos, fueron muchas las ocasiones en que volvi6 sobre estos temas.

Gonzalez Urbaneja aventura en [4, pag. 124-128] una hip6tess sobre el problema de extre-
mos que hay detras del de tangentes. Aplicado a la tangente a la parabola se sefiala que

BC? _ . 0OI?

oD - m’n W:OZtangenteBE
Teniendo en cuenta que, si llamamos m = BC _ 0Ol entonces BC* = e Or° =
que, “CE IE co~ d YD

2 2
m-(a € .
%, adigualando resulta

m’a? m’(a €)?

5 . 0 &(d e da e?

gue es la misma adigualdad a la que lleg6 Fermat.

Sin perjuicio de la veracidad o no de la hip6tesis de Gonzalez Urbaneja, lo que subyace en el
método, aunque quizas en este caso Fermat no incide en ello epecialmente, es la sustitucién del
punto P de la pardbola por el correspondiente punto O sobre la tangente. En efecto, el elemento
clave del procedimiento es la sustitucion del segmento P por el segmento Ol en la propiedad

L , : BC?> _ CD . BC> CD
intrinseca de la parabola, transformando la igualdad B2 = Y en la adigualdad o 1o
Sobre este punto volvera a insistir Fermat, como veremos, enposteriores memorias. En esta, sin
embargo, el punto P sobre la parabola ni siquiera es sefialado por Fermat en el dibujo original

con el que ilustra este ejemplo.

En cualquier caso Gonzalez Urbaneja sostiene su hipétesis sbre los fundamentos del méto-
do de Fermat, en su version original, alegando que en la fecha en que este escribe la memoria
Methodusno habia desarrollado aln la geometria analitica y, por tant o, no era posible una inter-
pretacion de la recta tangente en términos de extremos de la variacion de su coe ciente angular.
Concretamente Gonzalez Urbaneja [4, pag. 162] sefiala que

en el célculo de una tangente Fermat busca y encuentra simepte la longitud de la sub-
tangente, pero todavia no llama especialmente la atermlde sl angulo determinado por el
eje y la tangente -lo que para nosotros es la pendiente dadaaagente-. Fermat ni siquie-
ra considera la tangente como limite geométrico de lastesaieterminadas por el punto de
tangenciay los puntos de la curva préximos a él.

En esta misma linea en [4, pag. 119 y siguientes] se a rma lo siguiente:
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Hay que considerar que hasta los avances que su propia giecametitica y su lectura de
la Geometria de Descartes provocaron en su propio pengarsadme extremos y tangentes,
las curvas se manejaban mediante proporciones. [...] lem@i¥n de la geometria analitica
es posterior a la invencion del método de tangentes de Feklgahas interpretaciones del
método de tangentes pasan por alto este detalle, que segdrogees crucial para entender
la futura evolucion del método.

Y mas adelante se apostilla:

Sélo cuando a toda curva -de las que nosotros llamamosailgebrse le puede asignar una
ecuacion, que le corresponde univocamente y que impléitarnontiene todas sus propie-
dades, tiene interés generalizar, en el mas amplio setdidiométodo algebraico de tangen-
tes. Por consiguiente, la discusion del método de tangdeté®rmat posterior a 1635-36
ofrecera poca ayuda al historiador que busque los fundaméatsu método original.

No es de esta opinion, sin embargo, Boyer que en [1, pag. 439-40] a rma:

Es muy posible que Fermat estuviera ya en posesion de sutjaanalitica en una fecha
tan temprana como el afio 1629, puesto que por esta épocahirnpbrtantes descubri-
mientos que estan estrechamente relacionados con syss$rabbre lugares geométricos. El
mas importante de ellos lo expuso unos afios mas tarde entaddraue tampoco se publico
durante su vida, titulado Methodus ad disquirendam maximatrminimam.

Y mas adelante sefiala:

Durante los mismos afios en que Fermat se encontraba dé&sadimbu geometria analitica,
descubrié también como aplicar su procedimiento de loesgladximos de la variable, para
hallar la tangente a una curva algebraica de ecuacignfyx).

De forma mas clara se pronuncian Rey Pastor y Babini en [8, pag 76] al a rmar que

Fermat utiliza este método en la determinacién de las tangenlas curvas planas, conci-
biéndolas como las rectas que, entre todas las secanteasamepor un punto jo del eje,
determinan el maximo o el minimo coe ciente angular.

En este mismo sentido en [2, pag. 452] se recoge:

El [Fermat] indica, por cierto, que para encontrar una ini@x, nosotros debemos encon-
trar un maximo o un minimo del angulo que forma la tangente apa direccién dada, y
esto quiere decir encontrar un maximo o un minimo de su cetateg y eso quiere decir
maximizar o minimizar a4y, donde a es la subtangente.

De acuerdo con este punto de vista, podemos suponer que Ferma concebia la tangente a
una curva plana como la recta que, entre todas las secantes ge pasan por el punto de tangencia,
determina el maximo o el minimo coe ciente angular o, lo que e s lo mismo, la minima 0 maxima
subtangente. El método de Fermat es entonces una aplicaciénde su método de maximos y
minimos y podemos explicarlo de la siguiente forma:
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Gréfica de la curva y=f(x) con tangente y secante

En el caso del dibujo podemos observar que la recta tangentet es, de todas las secantes
que pasan por P(xg, Yo) Y por Q(xg+ E, f(xg+ E)), siendo E una cantidad pequefia mayor que
cero, la que tiene mayor coe ciente angular y menor subtange nte s = AB. Vamos a calcular la
rectar secante ala curvay = f(x) que pasa por los puntos Py Q. Sera:

y flxo _ X Xxo
f(xo+ E) f(x0) Xo+E Xo
0 x(f(xo+ E) f(x0)) YE+ f(x0))E xo(f(xo+ E) f(x0))= 0

Esta recta tiene de pendiente

_ f(xo+ E) f(xo)
o E

. : f(x . . o
y la recta tangente tiene de pendiente m; = (SO) . Aplicamos ahora el método de maximos y

minimos adigualando la pendiente méaxima que buscamos m; con las pendientes de las rectas
gue pasan por los puntos de coordenadas (Xg,Yo) Y (X0 + E, f(xg+ E)), es decir, adigualando
m¢ y m;. Obtenemos entonces

f(xo) f(xo+ E) f(Xo)
S E

Siempre que la expresion de la funcién f permita desarrollar la expresion f(xg+ E), elimi-
nando la cantidad E que aparece en el denominador, haciendo luegoE = 0y transformando la
adigualdad en una igualdad, de acuerdo con las reglas de Fermat para el calculo de maximos
y minimos, podemos hallar s, que es lo que buscaba Fermat, o la pendientem; como hacemos
hoy en dia.

Ejemplo 3.2. Latangente a la parabol& % 4py en el punto de abscisa= 3 es la rect®x 4py
9=0.
En efecto, de acuerdo con el procedimiento sera

f(3) f(3+ E) f(3)
S E

y sustituyendo obtenemos
9 (3+E)? 9
4ps 4pE
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Operando y simpli cando queda

9E E2s+ 6Es

Dividiendo por E, haciendo E = 0 e igualando queda 9 = 6s, es decir que la subtangente
s = 3/2. Una vez obtenida la subtangente, que es lo que buscaba Femat, la pendiente no es
mas que
f
m= 16 _ 3
S p

y, por tanto, la ecuacion de la tangente sera

9 3
%—Z—px 3)0 6x 4py 9=0

gue es el resultado buscado.

Es de destacar el argumento in nitesimal utilizado por Ferm at. En efecto, él obtiene la sub-
tangente estudiando la modi cacién producida al perturbar in nitesimalmente la variable con
la cantidad muy pequefa que represento con la letra E y luego haciendo E = 0, lo que podria
interpretarse como una rudimentaria forma de paso al limite . Si, como en el caso de los extre-
mos, interpretamos el método de Fermat en términos de limite s y derivadas con la notacion
actual tendremos que la adigualdad

f(xg) f(xo+ E) f(Xo)
S E

la escribiriamos hoy en la forma

f(xg) f(xo+ Dx) f(Xp)
S Dx

y, aplicando el método de maximos y minimos, obtendriamos la igualdad

f(xo) _ f(xo+ Dx) f(Xp)
s Dx DX=0

. _ f(Xo) . P L
Teniendo en cuenta que m; = Y e interpretando el corchete en términos de limites se-
guiria la férmula

, f(xg+ Dx f(x
= o0 gy, 10

Como hemos sefialado, el método de la tangente de Fermat se reogié por primera vez en
su memoria Methoduscomo un corolario del procedimiento para la obtencion de max imos y
minimos. No obstante, ya hemos indicado que de la explicacido n de Fermat no quedaba claro en
absoluto cual era el problema de extremos al que se estaba apkando el procedimiento, lo que
fue puesto de mani esto por Descartes y provoco una agria pol émica entre ambos. En realidad
la polémica tuvo su origen en unas ligeras criticas que Fermat hizo a la Didptrica de Descartes,
obra que se publicé como apéndice al Discurso del Método. Descartes no tardd en contraatacar
descali cando el método de tangentes de Fermat con estas injustas y poco corteses palabras:

Car premiérement la sienne (c'est-a-dire celle qu'il a etieette trouver) est telle que, sans
industrie et par hasard, on peut aisément tomber dans le icheu'il faut tenir pour le
rencontrer.
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Como consecuencia de ello Fermat escribié numerosos documentos para justi car su méto-
do, entre los cuales uno de los mas signi cativos es el llamad o Methode de maximis et minimis
expliquée et envoyée par M. Fermat a M. Descadegunio de 1638. En esta memoria Fermat con-
testa a algunas objeciones de Descartes e intenta justi car aunque de forma no muy clara, que
el método de tangentes efectivamente deriva del de maximos y minimos. Descartes habia in-
terpretado esta insistencia en el sentido de que la tangenteera encontrada por Fermat como la
recta que, en algun sentido, da el maximo desde un punto del eje de abscisas a la curva. Sin em-
bargo Fermat en esta obra saca a colacién sorprendentementda normal, posiblemente in uido
por los trabajos del propio Descartes que habia establecidoun procedimiento general para el
calculo de la normal a una curva algebraica. Fermat calcula ahora la normal caracterizandola
como la recta que da la longitud minima. En efecto, dado un pun to P sobre la curvay = f(x),
si calculamos el punto O del eje de abscisas de forma que la distanciaOP sea la mas corta desde
O hasta la curva, entonces la rectaOP es la normal a la curva en P.

Gréfica de la curva y=f(x) con su normal
P

De acuerdo con el dibujo, si P(A, f(A)),O0(B,0)eI(A E,f(A E)), entonces el problema
se resuelve escribiendo la adigualdad

(B A+ f(A)2 (B A+ E?+ f(A E)?

y aplicando el método de maximos y minimos para obtener el min imo buscado. De manera
que, sin que en el Methodusse hubiese dicho nada al respecto, Fermat se saca ahora de lahis-
tera que el vinculo entre maximos, minimos y tangentes se establece a través del minimo que
proporciona la normal y, para justi carlo, escribe:

Es asi [mediante la normal] como aplicaba mi método paraactangentes, pero reco-
nozco que tenia su defecto, a causa de que la linea Ol, o saamexbn dificiles de calcular
por esta via.

Como el método de la normal presentaba este problema, Fermatafiade que
era necesario encontrar uno que resolviera estas di cetitad

y asi llegd a su método de tangentes. Ademas en esta obra calcio la tangente al “folium” de
Descartes, un problema dificil que el propio Descartes no habia podido resolver y que nosotros
veremos enseguida. Fue a raiz de este trabajo que Descartesconocio, bien que a regafadientes,
la validez general del método de Fermat para las tangentes. Hnalmente en su obra Doctrinam
tangentiumde 1640 Fermat no afiade nada nuevo al algoritmo pero pone por escrito el pro-
cedimiento, en unas cortas pero signi cativas palabras, con una claridad incomparablemente
superior a la de las dos memorias anteriores. Asi escribe:
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Nosotros consideramos de hecho en el plano de una curvaieualdas rectas dadas en su
posicién, de las que una se puede llamar didmetro y a la atemada. Nosotros supone-
mos la tangente ya encontrada en un punto dado y considenar@disnte la adigualdad la

propiedad especi ca de la curva, no sobre la curva misnaselore la tangente a encontrar.

Y mas adelante continda:

Eliminando siguiendo nuestra teoria de maximos y minimsstéominos que sean nece-
sarios, llegamos a una igualdad que determina el punto daatonde la tangente con el
diametro. Es decir, la tangente misma.

Veamos como podemos aplicar este procedimiento a una curva F(x,y) = 0 cualquiera.

Gréfica de la curva F(x,y)=0 con su tangente

De acuerdo con la gra ca, sea P(xg, Yo) €l punto de tangencia, C(xg,0), A = OC la subtan-
gente y E una cantidad positiva que podemos suponer tan pequefia como queramos. Denote-
mos por t la tangente a la curva en el punto considerado y sea B la ordenada sobre la tangente
del punto de abscisa xg + E, esto es, la ordenada deQ. Por semejanza de triangulos se tiene que

Yo_ B

A A+ E

E
B= 1+ —
0 Yo A

Dado que cuando E es pequefio la ordenadaB correspondiente a la abscisaxg + E sobre la
tangente sera proxima a la que corresponde a esa abscisa solarla curva F(x,y) = 0, esto es, la
ordenada del punto R, laidea de Fermat es plantear la adigualdad

E
F(xo+ E;B) 0() F xo+ Eyo 1+K 0

y a ella aplicarle su método de maximos y minimos ya que cuando E se hace pequefio el pun-
to xo+ E,yg 1+ % se acerca a(Xo, Yo) Y los valores F xg,yg 1+ % se acercan a cero

manteniendo, ademas, valores positivos 0 negativos segun sa F(x,y) mayor o menor que cero
en el semiplano determinado por F(x,y) = 0 donde esté la tangente.

A propdsito de la evolucion operada en el método de Fermat a lo largo de los afios y que
puede sintetizarse en la forma de explicarlo en las tres memorias que hemos mencionado, Gon-
zalez Urbaneja sefiala en [4, pag. 130] que

la adigualdad empezaba a tener una vida propia, al comenaaienta transicion entre la
adigualdad como disfraz para ocultar los verdaderos furdtos de los métodos de maximos,
minimos y tangentes, y la adigualdad como pseudo-iguatdedi-igualdad o aproximada-
mente igual en el camino hacia lo in nitesimal.
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Esta evolucion comenzaria en el documento Methode de maximis et minimis expliquée et envoyée
par M. Fermat & M. Descartesse haria meridiana en la obra Doctrinam tangentium Esta memoria
representa por su contenido la mas so sticada version del mé todo de las tangentes, obtenien-
do las tangentes a las curvas clasicas cisoide, concoide y cadratriz, asi como la tangente a la
curva mas famosa del momento, la cicloide, que Fermat llama la curva de Roberval pues habia
sido estudiada intensamente por este, donde se aprecia en talo su esplendor la potencia de su
método (Ver [4, pag. 148-153]).

No obstante los éxitos de Fermat, el método en puridad tiene u na aplicacion limitada, ya
que la expresion de la curva F(x,y) = 0 debe ser tal que permita el desarrollo de las opera-
ciones que deben realizarse para implementar el método de maximos y minimos, en particular
la cancelacién de la cantidad E. Esto en principio no era posible para las curvas llamadas me-
canicas, aunque como hemos dicho Fermat fue capaz de obtenera tangente para algunas de
ellas. Nosotros vamos a ver, para terminar esta seccién, dosimportantes ejemplos realizados
por Fermat: la tangente al “folium” de Descartes y la tangent e a la elipse.

nxy 3y3

Ejemplo 3.3. La subtangente al “folium” de Descarted % y® = nxy es A= Y

En efecto, si(x,y) es un punto cualquiera de la curva para el que queremos calcular la
subtangente, debemos escribir, de acuerdo con el método,

F x+Ey 1+ = 00 (x+E3+y3 1+ E ° n(x+ E)y 1+ E
Y A y A y A
Desarrollando queda:
3E . 3E> E° E nE%y
8+ 3x°E+ 3XE2+ B3+ y3 14+ —+ 2 + — + —+ +
X 3X“E+ 3xE E°+y” 1 A A2 A3 nxy nxyA nEy A

Teniendo en cuenta que (x,y) es un punto de la curva y, por tanto, x3+ y2 = nxy y agru-
pando términos obtengo:

3y®  nxy 3y ny y®
2 2 3
E¥TA A WrE ¥ e a TR e O

Dividiendo por E, haciendo luego E = 0 e igualando a cero obtenemos:

2y 3 Iy

3X N ny=0
de donde sigue que A = M
3x2 ny
. X2 2 a2y?
Ejemplo 3.4. La subtangente a la ellp%% + ™) = les A= 2

En efecto, si(x,y) es un punto cualquiera de la curva para el que queremos calcular la
subtangente, debemos escribir, de acuerdo con el método,

21+E2
E (x+E)3?2 Y A
+ + — +
F x+Ey 1 A 00 2 >
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Desarrollando queda:

2 2 2 22 2
X_+E_+%+y_+E+£ 1
&2 & & P A Ab?

2 2
Teniendo en cuenta que (X, y) es un punto de la curvay, por tanto, % + % = lyagrupando
términos obtengo:
2 2
L A~ BN |
2 Ab? a2 PA2
Dividiendo por E, haciendo luego E = 0 e igualando a cero obtenemos:

2x 2y
— 4+ —— =0
a2 Ab?
2,2
. ay
de donde sigue que A = ——.
gueq b2x
Para nalizar debemos mencionar que el método de tangentes d e Fermat tuvo una enorme
importancia para la invencion del calculo in nitesimal por  parte de Newton. En una carta de
este descubierta en 1934 escribe [3, pag. 107]:

La indicacion [para la invencion del calculo] me vino delodétde Fermat para las tangen-
tes. Aplicandolo a las ecuaciones abstractas directaesamente, yo lo hice general.

4. El método de Barrow para el calculo de la tangente.

Isaac Barrow (1630-1677) fue el predecesor de Newton en la ctedra lucasiana de la Uni-
versidad de Cambridge y, como tal, fue maestro de Newton. Las frecuentes discusiones entre
maestro y discipulo y la mutua colaboracion entre ambos, que puede verse por ejemplo en el
hecho de que Newton reviso y corrigié una de las ediciones de | as Lectiones Geometricde Ba-
rrow, fueron hechos que sin duda contribuyeron al posterior desarrollo por parte de Newton de
las ideas que le llevaron a su método de uxiones, lo que hoy Il amamaos el calculo in nitesimal.

Barrow recibid las 6rdenes sagradas, pero dedicé gran partede su vida a la ensefianza de las
matematicas, ocupando en 1662 una plaza de profesor de geoméria en el Gresham College de
Londres y, a partir de 1663, la mencionada catedra lucasianade la Universidad de Cambridge,
siendo, de hecho, el primero en ocuparla. Desde el punto de vista matematico Barrow reivin-
dicaba el regreso al rigor de la geometria clasica, considerando que el algebra deberia formar
parte mas de la l6gica que de la propia matematica. Esta admiracion por la matematica griega
le empujé a realizar ediciones de las principales obras de Euclides, Arquimedes, Apolonio y
Teodosio, a las que acompafiaba con numerosos comentarios.

Al mismo tiempo Barrow preparaba sus propias obras, las Lectiones opticade 1669y lasLec-
tiones geometricade 1670. En esta (ltima ya colabord, como hemos sefialado, sugven alumno
Isaac Newton. En estas obras Barrow ofrecié una panoramica de la situacion de los métodos
in nitesimales en su época, obteniendo numerosos teoremas geométricos, en parte nuevos, que
representaron en conjunto un gran avance para el calculo. Alli encontramos problemas de cua-
draturas, de tangentes o de recti cacion de curvas, asi como la primera demostracion de lo que
hoy llamamos el teorema fundamental del célculo integral, e s decir, el caracter inverso de los
problemas de tangentes y cuadraturas.

Debido a su reticencia al proceso de algebrizacion de la mateméatica que se estaba produ-
ciendo en su época, Barrow apenas utiliza en sus obras el simtlismo algebraico y aritmético
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tan caracteristico de otros autores contemporaneos suyosDe esta forma renuncio al gran avan-
ce que suponia la geometria analitica y se impuso un lenguaje geométrico oscuro y dificil que
termind por ocultar la importancia y el caracter novedoso de los resultados que obtuvo. Esto
ha restado crédito a su reconocimiento, por parte de algunos historiadores de la matematica,
como el principal precursor, junto con Fermat, del calculo i n nitesimal. Nosotros pensamos, sin
embargo, que de todos los grandes matematicos del siglo XVII anteriores a Newton y a Leibniz,
Barrow fue posiblemente el que mas cerca estuvo de alumbrar el calculo in nitesimal y si no lo
hizo fue precisamente por su desprecio del algebra y, en particular, de la geometria analitica.

En esta seccion vamos a desarrollar el método de Barrow para k determinacién de tangentes,
un algoritmo singular en su obra precisamente por su enfoque algebraico. El método de Barrow,
qgue podemos llamar diferencial, utiliza el famoso triangul o que Leibniz llamé caracteristico, ya
utilizado antes por Torricelli y Pascal, entre otros, y que e s la piedra angular del desarrollo del
calculo de Leibniz. EI método de tangentes de Barrow se incluye como apéndice a la Leccion X
de susLectiones Geometricague encabeza, bastante modestamente, con las siguientesadabras:

Simplemente a esto afiadiremos, en forma de apéndice, udomigacalculo para hallar
tangentes utilizado frecuentemente por nosotros, aunquemmuy bien si después de tantos
métodos bien conocidos y muy trillados de los tipos angsridray o no alguna ventaja en
hacerlo. No obstante, lo hago siguiendo el consejo de um §noisiblemente Newton], y de
buena gana, puesto que parece ser mas Util y general queslbe gxpuesto.

Y a continuacién Barrow pasa a explicar su método de la siguie nte forma:

Sean AP y PM dos lineas rectas dadas, PM cortando a la curnvaelad/, y supongamos
gue MT cortaalacurvaen Myalarecta APenT.

Gréfica de la curva f(x,y)=0 con su tangente

f(x.y)=

P

“En orden a encontrar el segmento PT [es decir, la subtangente] consideremos un arco de la
curva MN in nitamente pequefio. Tracemos NQ y NR paralelas, respectivamente, aMP y AP.
SeanMP = m, PT = t, MR = ay NR = eotros segmentos determinados por la naturaleza
de la curva. Comparamos MR con NR por medio de una ecuacién obtenida por el calculo. A
continuacion observamos las siguientes reglas:

Regla 1. En el calculo omitiremos todos los términos conteniendo potencias [superiores a
uno] de ao e o productos de ellos.

Regla 2. Después de formar la ecuacion, desecharemos todosds términos que consisten en
letras signi cando cantidades determinadas o conocidas, 0 términos que no contienen ao e
(estos términos pasandolos a un lado de la ecuacién seran sienpre igual a cero).
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Regla 3. Se sustituyem (0 MP) por ay t (o PT) por E, de aqui se encontrara la cantidad PT".

Analicemos las reglas de Barrow. Si denotamos AP = p, entonces, las coordenadas de los
puntos M y N serén, respectivamente,M (p,m)y N(p em a). Dado que ambos puntos estan
sobre la curva f(x,y) = 0 deberan veri car que

f(pm=f(p em a=0

A continuacién vamos a aplicar las tres reglas:

Regla 1. De la ecuacionf(p em a) = 0 vamos a eliminar todos los términos que con-
tienen potencias superiores a uno de e o de a, asi como los productos de ellos (incluidos los
productos de ey a). El motivo para esta regla es que estos términos se considean in nitesima-
les respecto de los restantes y, por tanto, pueden ser despreiados.

Regla 2. Se ignoran todos los términos que no contieneneo a, puesto que esos términos son
los obtenidos de f(p, m) que ya sabemos que es igual a cero.

Regla 3. Se sustituyem por ay t por e de aqui se encontrara la cantidad PT. Se utiliza aqui
que el triangulo MTP y el tridngulo in nitesimal MNR son semejantes y, por tanto,a/ e= m/ t
de donde, teniendo en cuenta que m es un dato del problema, podemos hallar la subtangente
t. Merece la pena mencionar que siN esta en la curva, el triangulo MNR no es “exactamente”
semejante aMTP y realmente estamos identi cando el punto N con el punto sobre la tangente
gue corta al segmento NR y que esta “muy proximo” a N. Esta idea, que es la esencia de su
método, Barrow la expresa de la siguiente forma:

Si el arco MN es in nitamente pequefio, podemos sustituir seguridad dicho arco por un
pequefio trozo de la tangente.

Vemos, por tanto, como Barrow esta aplicando el triangulo ca racteristico bajo la idea de que
la tangente es la posicion limite de las secantes cuandoay ese aproximan a cero (o sea, cuando
N se aproxima a M), aplicando el limite en el paso 1 cuando elimina los in nité simos de orden
superior.

Barrow aplico su método de tangentes a un gran nimero de curva s. Nosotros veremos, para
ilustrar el método, dos ejemplos: la kappa curva y el folum d e Descartes.

y2(r2  y?)

i 24 y2) = (22 —
Ejemplo 4.1. La subtangente a la kappa curv&(x? + y?) = r?y? est= m

En efecto:
Regla 1. Partimos de
(x 9% (x &*+(y a* =r¥y a?
y desarrollando queda

(xX°+ & 2xe)(x2+ & 2ex+ y’+ a 2ya) = r’y?+ r?&  2rlay

Eliminamos los términos que contienen potencias superiores a uno de ey de a, asi como
productos de ey ao sus potencias. Queda entonces:

x*  4ax3e+ x%y? 2x%ya  2xy%e= r%y? 2rlay
Regla 2. Dado quex* + x2y? = r?y? ignoramos estos términos y queda:
4x3e 2xy’e= 2x’ya 2rlay() a(2x?y 2r%y)= ¢ 4x3  2xy?)
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Asi
43+ 2xy?  x(2x%2+ y?)
22y 2x%y  y(r2 x?)

a_
e

Regla 3. Obtenemos nalmente que si llamamos m a la pendiente de la tangente se tiene que

y _ a_ x(2+y?%)
m= = - = —~—_ - 7
t e y[rZ x2?
2002 2
. _ oyt y9)
de donde se obtiene quet = X2+ )
: i 3 nxy 3y®
Ejemplo 4.2. La subtangente al “folium” de Descarted x y3 = nxy es t= m

En efecto, partimos de
(x &%+(y a’=n(x &y a
Desarrollando queda:

x3 3x%e+ 3x€® €€+y3 3yla+ 3ya® a®= nxy nxa ney+ nea

Eliminamos los términos con potencias superiores a uno de eo de a, asi como los productos
de ey ao sus potencias. Queda:

x3 3x%e+y® 3y?a=nxy nxa ney

Teniendo en cuenta que x® + y3 = nxy sigue que

3x%e 3y’a= nxa ney() a(nx 3y?) = g3x® ny)

es decir,
a_ 3x% ny
e nx 3y?
Asi nalmente obtenemos que
a_3x%2 n
m= X = — = 7y
t e nx 3y2
nxy 3y3 , . - .
de dondet = m gue es la formula buscada y que I6gicamente coincide con la que méas

de veinte afios antes que Barrow habia obtenido Fermat.

Como vemos, el método de calculo de tangentes de Barrow es ya,esencialmente, el que uti-
lizamos en nuestro calculo diferencial, donde las letras ay e han sido sustituidas por dyy dx
o Dy e Dx, respectivamente. Pero la mecéanica del algoritmo es muy parecida a la de Fermat en
la forma que se recoge en su obraDoctrinam tangentiumgue comentamos en la seccién anterior.
Segun todos los indicios, Barrow no conocia directamente la obra de Fermat, al que no cita en
ningln momento, pero es razonable pensar que le llegaran noticias de su trabajo a través de
otros matematicos. En cualquier caso, el propio Newton que, como hemos dicho, trabajé muy
estrechamente con Barrow, reconocia que el algoritmo de ese no era mas que el de Fermat lige-
ramente mejorado. Pero sin duda, formalmente, el procedimi ento de Barrow es ya la antesala
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del célculo diferencial, pues en él juega un papel esencial d triangulo caracteristico, concebido

como un triangulo de lados in nitesimales, que es la clave so bre la que Leibniz construyé poco

después su teoria. Debemos sefialar, asimismo, que tanto el ndtodo de Fermat como el de Ba-
rrow presentan serias di cultades conceptuales, problema s que fueron luego comunes a todo
el calculo in nitesimal y que precisaban para su formalizac i6n de la introduccién del concep-

to de limite, que no se produjo hasta el siglo XIX. Afortunada mente estos problemas de rigor
no detuvieron a los grandes matematicos de los siglos XVII y X VIII que estaban seguros de la
veracidad de sus resultados, aunque no pudieran dar demostr aciones de los mismos impeca-
blemente légicas como se hacia en la matematica griega.

Para terminar debemos insistir en que tanto el método de Barrow como el de Fermat eran de
aplicacion limitada. Funcionaban bien en general, como hemos visto en los ejemplos que hemos
presentado, para curvas algebraicas, pero mostraban serig inconvenientes para las trascenden-
tes que, como hemos sefialado, habia que ir resolviendo con pocedimientos especi cos para
cada caso. Esta falta de generalidad en el algoritmo fue supeaada por el calculo in nitesimal,
pero eso no es objeto de este articulo. No obstante, Barrow oltuvo la tangente de algunas curvas

mecanicas. Como ejemplo, vamos a aplicar el método de Barrowa la curvay = tan(x).
: tan(x)

Ejemplo 4.3. La subtangente a la curvay tan(x) est= —————.
jemp g y tan(x) 1+ @n’()

En efecto, partimos de

tan(x) tan(e

y a=tan(x ¢ ~ 1+ tan(x) tan(e)

Desarrollando queda:

(y a(1+ tan(x)tan(e) = tan(x) tan(e) (
0 y+ytan(x)tan(e) a atan(e)tan(x)= tan(x) tan(e)
Utilizamos ahora que para epequefio es tan(e) ey obtenemos que

y+ yetan(x) a aetan(x)= tan(x) e

Eliminamos los términos que contienen a aey ya que y = tan(x) queda:
yetan(x) a= e a= g1+ ytan(x))

es decir, a
=1 ytan(x) = 1+ tan?(x)

Asi nalmente obtenemos que

= 1+ tan?(x)

m= X:
t

olw

tan(x)

dedondet= ———,
© donde 1+ tan?(x)

gue es la férmula buscada.

Obsérvese que si en lugar det buscamosm, es decir, y° lo que obtenemos es la férmula de
la derivada de la tangente y° = 1+ tan?(x). Por este motivo algunos autores consideran que
Barrow deberia ser acreditado como el primero que calcul6 las derivadas de las funciones trigo-
nométricas, crédito que habitualmente se atribuye a James Rernouilli, que calcul6 las derivadas
de las funciones tan(x) y seqx), y a Roger Cotes que en su obraHarmonia mensurarunte 1722
calculé las derivadas de las seis funciones circulares.
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Resumen

En el siglo XIV hubo un gran interés por el estudio del movimiento, principalmente en
Oxford y Paris. Analizamos los trabajos de Thomas Bradwardine en Oxford y Nicolas
Oresme en Paris, quienes publicaron sendos libros esenciales acerca de estas cuestiones
mediante el estudio de las razones. Ademas, Bradwardine formulé una Ley del Movimiento
que tuvo un gran éxito y se utilizé como referencia, hasta el siglo XVL

Palabras Clave: Thomas Bradwardine, Nicolds Oresme, Razones, Ley del Movimiento.

Abstract

In the XIV* century ther was a great interest about the study of the motion, mainly in
Oxford and Paris. We analyze the works of Thomas Bradwardine in Oxford and Nicole
Oresme in Paris, who published two essential books on these questions using the theory of
ratios. Furthermore Bradwardine formulated a Law of Motion that had a great successand
was used until the XVI*" century

Keywords: Thomas Bradwardine, Nicole Oresme, Ratios Law of Motion.

1. Introduccion

A principios del siglo XI Europa comienza a disfrutar de una época de relativa
tranquilidad que también coincidié con un periodo de condiciones climaticas mas benignas.
Se pasa entonces por cambios sociales, politicos y econdomicos, que van a desembocar en el
llamado Renacimiento del siglo XIL. Los avances tecnologicos posibilitan el cultivo de nuevas
tierras y el aumento de la diversidad de los productos agricolas, que sostienen una poblacién
que pasa a crecer rapidamente. El comercio esta en franca expansion, tiene lugar el desarrollo
de rutas entre los diversos pueblos que reducen las distancias, facilitando no sélo el comercio
de bienes fisicos, sino también el cambio de ideas y corrientes entre los paises. Las ciudades
también van abandonando su dependencia agraria, creciendo en torno a los castillos y
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monasterios. En ese ambiente receptivo, comienzan a abrirse nuevas escuelas la largo de
todo el continente, incluso en ciudades y villas menores.

En el campo intelectual, los cambios son también fruto del contacto con elmundo oriental
y arabe a través de lasCruzadas y del movimiento de Reconquistade la Peninsula Ibérica. Por
aquel entonces, el mundo islamico se encontraba bastante avanzado en términos itelectuales
y cientificos. Los autores arabes habian mantenido durante mucho tiempo un contactoregular
con las obras clasicas griegas Aristoteles, por ejemplo), habiendo hecho un trabajo de
traduccién que seria muy valioso para los pueblos occidentales, ya que por este medio
volvieron a entrar en contacto con sus raices eruditas ya olvidadas. De hecho, yasea en
Espafia (Toledo), ya sea en el sur deltalia, los traductores europeos van a producir una
cantidad considerable de traducciones que permitieron avances importantes en canocimientos
como la astronomia, la matematica, la biologia y la medicina, y que serian el caldo de cultivo
de la evolucion intelectual europea de los siglos posteriores. Se tradujeron allatin las obras
clasicas que habian sido traducidas al arabe y también obras originaés griegas. Llegan a
Europa las obras de Aristételes; su filosofia sera dominante en estos siglos.

Alrededor de 1150 se fundan las primeras universidades medievales . Bolonia (1088),
Paris (1150 y Oxford (1167) / que en1500ya serian mas de setenta. Ese fue efectivamente el
punto de partida para el modelo actual de universidad. Algunas de esas instituci ones recibian
de la Iglesia o de Reyes el titulo de Studium Generaley eran consideradas los lugares de
ensefianza mas prestigiosos de Europa, sus académicos eran animados a comparti
documentos y dar cursos en otros institutos por todo el continente.

En el siglo Xlll aparece un gran numero de pensadores. Es el siglo culmirante de la
filosofia escolastica de la Edad Media. En él destacan figuras como Rarn Llull, Tomas de
Aquino, Alberto Magno, etc. También en este siglo surgen dos figuras que van a cambar el
rumbo del pensamiento de la época: Robert Grosseteste (1176-1253) y su diguilo Roger
Bacon (1214-1294). Son los precursores ddlliétodo Cientificopues utilizaban un procedimiento
empirico-matematico para estudiar los fendmenos naturales. Aunque eran aristotélicos
convencidos, con esta metodologia comenzaron a apartarse de los postulados de Astoteles.

A finales del siglo Xlll y durante la primera mitad del XIV nos encontramos en el Merton
College de Oxford un grupo de sabios que se conocian como losCalculadoresSe ocuparon del
estudio de la Filosofia Natural, especialmente de los problemas relacionados con el
movimiento de los cuerpos. Formaron parte de este grupo Thomas Bradwardine (1290-134),
William Heytesbury (1313-1372), Robert Swineshead (fl. 1340-1354y John Dumbleton (1310-
1349). Fruto de sus trabajos fue el llamadoTeorema del Merton Collegmbre el movimiento
rectilineo uniformemente acelerado, que en lenguaje moderno expresa:

Un cuerpo en movimiento rectilineo uniformemente acelerado recorre, en umirmkder
intervalo de tiempo, el mismo espacio que seria recorrido por un cuegeodasplazara
con velocidad constante e igual a la velocidad media del primero.

Este enunciado no pudo ser demostrado por los estudiosos de Oxford. Lo consiguio
Nicolas de Oresme (1328-1383), de la Universidad de Paris, en su obraractatus de Latitudine
Formarum En esta obra, Oresme presenta una representacién de las intensidades de las
cualidades (figura 1). En particular, muestra un grafico relativo a la veloci dad del movimiento
de un cuerpo en cada instante (ongitudino) en el que representa el tiempo en una linea recta,

88| ZV'ee$S1 Z—e$—Z—+"1 SeZ-neE" “e3-7—1 81 -7>"1X81 EMMW]1

1XW]Z


mailto:jtarres@ucm.es
https://es.wikipedia.org/wiki/Escuela
https://es.wikipedia.org/wiki/Oriente
https://es.wikipedia.org/wiki/Pueblo_�rabe
https://es.wikipedia.org/wiki/Cruzadas
https://es.wikipedia.org/wiki/Reconquista
https://es.wikipedia.org/wiki/Pen�nsula_Ib�rica
https://es.wikipedia.org/wiki/Arist�teles
https://es.wikipedia.org/wiki/Traducci�n
https://es.wikipedia.org/wiki/Espa�a
https://es.wikipedia.org/wiki/Toledo
https://es.wikipedia.org/wiki/Italia
https://es.wikipedia.org/wiki/Astronom�a
https://es.wikipedia.org/wiki/Matem�tica
https://es.wikipedia.org/wiki/Biolog�a
https://es.wikipedia.org/wiki/Medicina
https://es.wikipedia.org/wiki/1150
https://es.wikipedia.org/wiki/Universidad_medieval
https://es.wikipedia.org/wiki/Universidad_de_Bolonia
https://es.wikipedia.org/wiki/1088
https://es.wikipedia.org/wiki/Universidad_de_Par�s
https://es.wikipedia.org/wiki/1150
https://es.wikipedia.org/wiki/Universidad_de_Oxford
https://es.wikipedia.org/wiki/1167
https://es.wikipedia.org/wiki/1500
https://es.wikipedia.org/wiki/Iglesia
https://es.wikipedia.org/wiki/Rey
https://es.wikipedia.org/wiki/Studium_Generale
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dibujando en cada punto un segmento rectilineo perpendicular a la linea que representa la
velocidad del cuerpo en ese instante (atitudino):

Figura 1: Representacion de las intensidades de las cualidades

Esta representacién puede considerarse como precursora de la Geometria Anatica de
Descartes. Considera Oresme la linea continua que dibujan los extremos de lasatitudes y
afirma que tal linea es caracteristica del movimiento estudiado. Por otra parte, se da cuenta de
gue el area limitada por la linea del tiempo y la que definen los extremos de las velocidades en
un determinado intervalo de tiempo es una medida del espacio recorrido por el moévil en
dicho intervalo de tiempo, avanzandose en mas de dos siglos a la teoriade los indivisibles de
Cavalieri y, por tanto, al calculo integral (ver figura 2):

Figura 2: Representacion de la velocidad en funcién deddiem

Con estos presupuestos puede probar de una manera grafica el teorema de los
Calculadores de Oxford, pues un movimiento rectilineo uniformemente acelerado qued a
caracterizado por una linea recta inclinada, como el segmento CD de la figura y, en
consecuencia, el espacio recorrido por el movil se corresponde al area del trapecicABCD.
Dicha dreaesi*7Se1S1+eS1eZe1>ZEsn—e7e"1 81Z2—127218272121®Z-2—+"1
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de la velocidad de un movimiento rectilineo uniforme cuya velocidad es la represen tada por
la latitud asociada a M, punto medio del intervalo AB (figura 3).

Figura 3: Prueba grafica dedorema de los Calculadores de Oxford

Utilizando este método, Galileo consiguié establecer, dos siglos mas tarde,que el espacio
recorrido por un movimiento rectilineo uniformemente acelerado, en concreto, el movimiento
de la caida libre de un cuerpo, es proporcional al cuadrado del tiempo transcurrido. Para ello
utilizé el esquema de la figura 4.

Figura 4: Prueba gréfica de usorema de Galiledd L ->s E u E w&katJ F s?L - ,, p

Hasta el siglo XIV se admitia la teoria aristotélica del movimiento, segun la cual el
movimiento de un cuerpo se producia solamente por la accion de un motor, cuya potencia
daba lugar al movimiento, que seria frenado por la resistencia que pudiera afectar a dicho
movimiento. Por otra parte, la teoria de Aristételes postulaba:

Si un motor mueve un movil con una cierta velocidad, un motor de potencia doble mueve
un movil que ofrece una resistencia doble con la misma velocidad.

Se deducia de esto que la velocidad es proporcional a la razén existententre la potencia y

E
la resistencia:8 L - g
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Inmediatamente aparecen paradojas fruto de esta definicién. Por ejemplo, si un motor
desplaza un movil en una cierta distancia, el mismo motor desplaza un mévil de resistencia
doble a una distancia dos veces menor. Asi, un mismo motor puede mover un mévil de
sZ@'®@eZ—E'S1 EZ0e>7™e73172eE101 'SeeS17Ze1 —eo' — e idE3ZDHE" —ZE?Z
movil con independencia de la resistencia que éste ofrezca, tan grande comase quiera. Otra
paradoja: un motor cuya potencia es dos veces menor puede desplazar un misno mévil con
una rapidez también dos veces menor; asi, un hombre podria mover un baco que mueven
veinte hombres, aunque sea con una lentitud mucho mayor, pero la experiencia demuestra
gue esto es imposible.

NIy

Uno de los problemas sobre el movimiento que habia en tiempos de Aristételes erael del
movimiento de un proyectil. Sostenia el filosofo que una vez el motor dejaba de estar en
contacto con el proyectil éste seguia moviéndose por el empuje del aire. Esto tenia muleos
inconvenientes y era motivo de mdltiples controversias, la mas importante de las cuales era
gue impedia el movimiento en el vacio.

El primero en dar una respuesta a esta cuestion fue Juan Buridan (13pGé3a&niversidad de
Paris. Definié el concepto depety que es un precedente de las nociones de fuerza e inercia:

... Después de dejar el brazo del lanzador, el proyectil seria movido por atio imp
suministrado por el lanzador y continuaria moviéndose siempre y cuando ese impet
permaneciese mas fuerte que la resistencia. Ese movimiento seria ide thfiaita en

caso de que no fuera disminuido y corrompido por una fuerza contraria resisterge a é
por algo que desvie al objeto a un movimiento contrario.

2. Dos libros fundamentales

En este contexto, aparecen dos libros fundamentales para el estudio de los fenébmenoslel
movimiento, el Tratado de razones entre las velocidades de los mdkald$omas Bradwardine
(fechado en 1328) y el libro titulado Sobre las razones de razodesNicolas Oresme (escrito
entre 1351 y 1360). Son dos textos fundamentales de la filosofiaatural en el siglo XIV. Se
refieren a la relacion que existe entre la rapidez de un movimiento, la potencia del motor y la
resistencia del movil. Este problema tiene su origen en los pasajes de |&isicade Aristoteles
(en el libro 1V, el libro VIl y en el capitulo V del libro VII) asi como en el tratado Sobre el Cielo,
del mismo autor.

La cuestion de dar una formulacién satisfactoria de una regla del movimiento aparecié
pues de manera natural en los humerosos comentarios que suscitaba la lectura de I tratados
aristotélicos, ya sea en el mundo arabe (por ejemplo, en los comentarios de Avempace ale
Averroes) como en el mundo latino.

Dice Bradwardine en el prélogo de su libro:

Puesto que todo movimiento sucesjgontinuo) es proporcional a otro en rapidez, la
filosofia natural, que se ocupa del movimiento, no debe despreciar el conocini&ento de
razén entre los movimientos y sus velocidades.

Para seguir:

Y como el conocimiento de esta razén es necesario y puesto que tal conocidifénito es
de alcanzar y, por otra parte, nunca ha sido tratado de manera completa en ninguna de
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las ramas de la filosofia, hemos compuesto esta obra sobre las razones erddessiocid
movimiente.

Y también:

Y como, segun el testimonio de Boecio en el primer capituloAtérsgtica , esta claro

qgue quien desconozca las ciencias matematicas arruinara cualquier conocimiento
filoso6fico, hemos comenzado por presentar los conceptos matematicos que necesitamos
para nuestros objetivos.

Su Tratado de las razonessta dividido en cuatro capitulos; el primero esta dedicado al
enunciado de las propiedades de las razones y las proporciones Utiles para su estudd. En la
segunda parte expone y discute cuatro tesis sostenidas por sus predecesores acerca de la
interpretacién que debe darse a la proporcionalidad existente entre la rapidez, la potenciay la
resistencia. El tercer capitulo estd consagrado a suiegla del movimientaque presenta como una
guinta opinion, a la que se adhiere y contra la cual ofrece algunasobjeciones que él mismo
contesta. Finalmente, en el Ultimo capitulo se pregunta por la medida de la rapidez segin el
tipo de movimiento y termina su tratado con la cuestion de la proporciona lidad entre los
cuatro elementos (tierra, agua, aire y fuego) y hace un recordatorio de las herramentas
matematicas que son de utilidad en una primera parte.

El libro de Thomas Bradwardine tuvo un éxito inmediato, tanto en Inglaterr a como en el
continente. Fue utilizado también como manual de ensefianza en varias universidades tanto
en la Edad Media como mas tarde en el Renacimiento como dan fe de ellolas obras que
recogen muchas cuestiones que se refieren a él (por ejemplo, la€uestiones sobre el tratado de las
razones del maestro Thomas Bradwardeseritas a finales del siglo XIV por Blas de Parma) o
también las obras que presentan su contenido de manera simplificada (tenemos un egmplo de
ello en el Tratado de las razonégl maestro parisino del siglo XIV Alberto de Sajonia).

"E"enel >200-2122172—1>2—"=S5e"1 —S70>"17215G ek S11+2'26317—" V.
del siglo XIV. No sabemos si llegé a ensefiar la regla del movimiento conla ayuda del tratado
de Thomas Bradwardine; no parece que este Ultimo esté necesariamente relacionado cota
ensefianza de su tratadoSobre las razones de razories comprensidn de este texto requiere un
buen conocimiento de las nociones matematicas en las que se basa la teoria dedaiazones y las
proporciones y una excelente habilidad en la manipulacién de estos objetos. H fuerte interés
de Nicolas Oresme por las mateméticas no sélo aparece en este tratado sino tambiéen otras
obras suyas: susCuestiones sobre la geometria de Euclisiedratado Ad pauca rescipientesu
Tratado sobre la conmensurabilidad e inconmensurabilidad de los movimientos, lefmoso
Tratado sobre las cualidades y los movimiengus Algoritmo de las razonesy también sus
Cuestiones sobre la fisica.

En el prélogo, Nicolas de Oresme afirma:

Todas las opiniones razonables sobre la velocidad de los movimientos dicéa que es
Ultima se deduce de una determinada razén entre la potencia motriz y lanoésiste
potencia del mévil, cuestion que doy por cierta, tal como lo han mantenido Aristételes y
Averroes.

Y justifica el titulo de su tratado diciendo:

Como la rapidez queda determinada por una razon, la razon de velocidades adeva a p
formular como una razén de razones de la misma naturaleza. Asi, es de utilidad decir
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unas palabras sobre esta Ultima cuestidn, que constituye una ayuda inestimable no sélo
para los movimientos sino también para los misterios y las arduas tareas de la filosofia.

El libro Sobre las razones de razodesNicolas Oresme, tal como ha llegado hasta nosotros,
esta organizado en cuatro capitulos. Parece que el texto original contenia dos gaitulos mas,
que se han perdido. En efecto, al final del prélogo, cuando Oresme presenta los diferentes
capitulos, habla de un quinto capitulo dedicado a la rapidez de los movim ientos y también de
un sexto capitulo sobre la inconmensurabilidad de los movimientos celestes. Y en el cuarto
capitulo Oresme hace referencia a las conclusiones sobre la inconmensurabilidadde los
movimientos del cielo, cuestion que ya ha tratado en otra obra y expone su deseo de volver
®© “>Z2172@272172-S17—1"1872172—"-"—S11 Zelgee'—"1ESHFCL" 517—1
resultados expuestos en una obra anterior: Ad pauca rescipiente®e los cuatro capitulos que
nos han llegado, tres estan dedicados a la teoria de razones y razonede razones. Oresme
desarrolla y amplia una teoria esbozada por Bradwardine. En el cuarto caitulo, expone la
regla del movimiento del maestro inglés y saca conclusiones acerca del movmiento de los
planetas y su conjuncién a partir de la misma con el objetivo de atacar lss bases de la
astrologia, de la que era acérrimo enemigo.

3. Lateoria de razones y proporciones de Thomas Bradwardine

En la época de Bradwardine existian varias fuentes disponibles para llevar a cabo el
estudio de las razones y las proporciones: en primer lugar, los libros V y VII de los Elementos
de Euclides, en la version de Campano de Novara, escrita a mediados dekiglo XlII; también,
la Aritmética de Boecio, que dio a conocer al mundo latino en el siglo VI la teoria de razones y
proporciones de Nicomaco de Gerasa. Bradwardine utiliza habitualmente la Ari thmetica de
Jordano Nemorario. Cita también un opusculo del matematico de lengua arabe Ahmad
ibnYusuf (fallecido hacia el 912/913 en Bagdad), traducido al lath en el siglo XII por Gerardo
de Cremona.

Thomas Bradwardine recurre a Campano para dar la definicion clasica de razén como
relacién entre cantidades del mismo género. Siguiendo a Campano, presenta la divsion de las
razones en racionales e irracionales. Pero se aleja bastante de la linede su predecesor al
introducir el concepto de denominacion para distinguir estos dos tipos de razo nes entre si.
Explica, en efecto, que las razones racionales se pueden denominar con un nimerocomo la
razén doble, entre 2 y 1, que queda denominada por 2, mientras que las irracionales
solamente se pueden denominar mediante otra razon, como la que forman la disgonal y el
eSe"1e717—1-"0-"1E72S5>Se"8182210Z21+7Z—"«*231 »3«SS1=21351>Q 20011+~
mas explicito en esto. De momento nos quedamos aqui, pero veremos mas tarde cémo Nialas
Oresme desarrolla su teoria de razones de razones que permite dar un sentido a estas
expresiones.

Bradwardine prosigue dando las definiciones méas clasicas de las razones racioales y las
irracionales: racionales son las que tienen lugar entre cantidades conmensurables, es dég las
cantidades que se pueden medir con una misma cantidad (por ejemplo 2 y 3 se pue&n medir
conel 1, 0t%, ¥y u¥, que se pueden medir por %1); e irracionales son las razones entre
cantidades inconmensurables, es decir las que no se pueden medir con una cantidaccomun
como por ejemplo, 1y ¥. Observemos que Bradwardine se aleja de la terminologia euclidea
al calificar las cantidades conmensurables de racionales y las inconmensurabds de
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irracionales. Efectla entonces una identificacion terminolégica entre las cantidades y las
razones, que solamente es posible si se elige una cantidad de referencia. Si¥ es
inconmensurable con 1, ¥ es conmensurable con t ¥. Tiene que elegir una cantidad de
referencia, como por ejemplo 1, para poder decir que ¥4 es irracional.

Bradwardine continGa su exposicion tomando de Boecio la division de Nicémaco de las
razones racionales en razones de igualdad (entre cantidades iguales) y dsigualdad (entre
cantidades desiguales); después, las razones de desigualdad, en razones de desigldad
mayor (entre A 'y B con A >B) y de desigualdad menor (entre A y B con A <B); y finalmente,
las razones de desigualdad mayor en cinco especies:

Razones Mdltiples: entre Ay BconA =nBconn>1
Razones superpacientes: # L $ Ez $conk>1

Razones superparticulares: # L $ EZ $conp>1,q>1,p<q

Razones multiples superpacientes: # L J$ E; $

Razones multiples superparticulares: # L J$ E—Z $

Da la misma clasificacién en el caso de las razones de desigualdad menor.

La segunda parte del primer capitulo esta dedicada a las proporciones, es deir, a
sucesiones de cantidades que tienen igualdad de razones entre ellas, o de exceso.sh las
cantidades A, B, Cy D, conA >By C>D forman una proporcion aritmética si los excesos de A
sobre B y de C sobre D son iguales (A. B = C . D). La proporcionalidad es geométrica si las
razones deA aBy de CaD soniguales (A : B=C: D). Finalmente, si se tienen tres cantidades
A, B, C tales que A > B > C y la razén entre los extremos A y C es la misma que la de los
excesos deA sobreBy de BsobreC(A:C=(A .B): (B .C)), se tiene una proporcionalidad
armonica. La fuente de esta exposicion es ldnstitucién Aritméticade Boecio.

Prosigue Bradwardine distinguiendo para las proporciones aritméticas y geométricas las
que llama continuas y las que denomina discontinuas. Para ello, cita a Ahmad ibnYusuf. La
proporcionalidad de A, B, C, D es continua cuandoA -B=B .C=C .Dohien A:B)=B:0C)
= (C:D). Esdiscontinuasi A .B=C .D, peroA .B ¥B1.C, o bien que (A : B) = (C: D) pero (A
:BU1Bi T

Ahmad habia remarcado que, en el caso de una proporcionalidad continua todas las
cantidades deben ser del mismo género mientras que en una proporcionalidad discontinua es

suficiente que lo seanA y B por un lado (por ejemplo, lineas) y Cy D por otro (por ejemplo,
superficies).

Finalmente Bradwardine regresa a Euclides cuando presenta las distintas formas de
manipulacién de las proporciones geométricas

La permutacion : si (A :B) = (C: D) entonces @A :C)=@B:D).

Lainversion : si (A :B) = (C: D) entonces B:A)=([D :C).

La conjuncion : si (A :B)=(C:D)entonces @ +B:B)=(C+D : D).

Laigualdad : se tienen dos series de cantidade®\,B,Cy E,F, Gtalesque A:B)=(E:F)
y(B:C)=(F:G).
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Afiade una mas, lareinversion : si (A : B) = (C: D) entonces A+B:A)=(C+D:C).

Tras la exposicion de estas nociones Bradwardine pasa a estudiar algunas propieddes de
las razones y las proporciones, Utiles para su estudio del movimiento, en la terceraparte del
primer capitulo. Para ello se apoya en un pequefio opUsculo atribuido erréneamente a Jordano
Nemorario del que extrae una hipotesis segun la cual si se tienen dos cantidadesA y B entre
las que se intercala una tercera cantidadC, entonces la razén deA a B estd compuesta de la
razén de A aCy la de C a B. Se puede generalizar este Ultimo resultado intercalando varios
términos intermedios entre A y B. Veremos que esta propiedad juega un papel fundamental
en toda la obra.
>Se S>e’—71 "—e57eZ7EZ1 eS—<-—1 +Sel —E'"—Z0el «b1™Me LYl +Z1 7—
EZne>7™e™ 17e¢Eil ™M’ ESHL1Z—1727ZE"81372721’ 1eAlBCeoly —1>Z1ES
A >B >C, larazéon de A a C es doble de la deA a B, y que si se tienen cuatro cantidades
proporcionales A, B, C,D con A >B>C>D larazén de A aD es triple de la de A aB. No hay
gue interpretar que el doble de la razén de A a B es dos veces la misma, sino esa razon
compuesta consigo misma; analogamente, el triple de una razén es esta razd compuesta dos
veces con ella misma, y asi sucesivamente.

Es decir, cuando se dice que la razén Octuple es triple de la razén doble nodebe
interpretarse que es:

8:1)=2:19
en el sentido moderno de las potencias de una fraccion, sino que es:

8:1=08:4)-4:2)-(2:1)

Los términos intercalados entre los dos que forman una razén no tienen que ser
necesariamente nimeros enteros:

Cuando se dice que la razén entre la diagonal de un cuadrado y el ladodel mismo es la
mitad de la razén doble no debe interpretarse como (2 : 1)% sino como (en lenguaje actual)

tds L kvéo ,¥ 4 so

Por supuesto, ni Bradwardine ni Oresme se refieren a la media geométrica entre 2y 1
como ¥ sino que consideran la proporcionalidad de segmentos, tal como se expresaen la
figura 5.

Figura 5: AB : BC =(AB : BD) - (BD : BC) con AB = 2BC

En lo que respecta a las razones de razones, Oresme pone como ejemplo lazan entre la
razon octuple (8 : 1) y la cuadruple (4 : 1): Comoes (8:1) = (21By (4:1)=(2: B larazbn
octuple es triple de la razén doble, mientras que la razén cuédruple es doble de la razén
doble. Asi, la razén entre las razones 6ctuple y cuadruple es la razon sesquiléera:
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8:1):(4:1)=3:2

Bradwardine ya habia hablado de una manera implicita de esta cuestibn al afirmar:

La razén entre los volumenes de dos esferas cualesquiera tiene, respecto dédauazon
superficies tomadas en el mismo orden, la razén sesquilatera.

Habia probado con anterioridad que la razén entre los volimenes de las dos esferas es
triple de la que hay entre sus diametros respectivos, mientras que la de sus areas es diue de
la razon de tales diametros.

4. La Ley del Movimiento

Una vez planteadas las premisas matematicas, podemos pasar al estudio de la f@idez de
los movimientos. Este estudio se hace, como ya se ha dicho, en el marco de filosofia natural.
Thomas Bradwardine cita a Aristételes, y mas concretamente a su comentarista Averroes, al
enunciar su ley. Espera, en efecto, que su formulacién permita resolver las dificutades a las
gue no podian dar respuesta las diferentes interpretaciones que se hacian de lasfamaciones
de Aristoteles y de los correspondientes comentarios de Averroes, que expresan que existe
una relacion entre la rapidez y la razén entre la potencia del motor y la resistencia del mavil.

Bradwardine lleva a cabo esta tarea mediante la exposicion y la refutacidh de cuatro
opiniones adversas, tras las cuales propone una quinta interpretacion de los enuncados
aristotélicos.

La primera opinién que analiza Bradwardine es la que Averroes atribuye a Avempace,
que afirma que:

La rapidez es consecuencia del exceso de la potencia del motor respectotdadia resis
del objeto que se mueve

Esta opinidn interpreta que la razén de la que hablan tanto Aristotel es como Averroes es
una razoén aritmética, es decir la diferencia o excesoP . R.
Bradwardine rechaza de un solo golpe la segunda opinion , segun la cual:
La velocidad es igual a la razén entre el exceso de potencia sobre la resistpnomay la
resistencia:
V=((P .R):R)

Para él es inconcebible que la rapidez dependa del exceso de la potencia sobrda
resistencia y no de toda la potencia.

La tercera opinion afirma:
La razon entre las velocidades viene de la razdn entre los sujetos pacientes o de los
moviles, si los agentes o los motores son idér{tiegsque dar por cierto que la razén

entre las velocidades es inversa a la de las resistenciasy que proceden de la razén
entre los agentes si los pacientes son iguales.
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Bradwardine rechaza también esta hip6tesis reprochandole en primer lugar su
insuficiencia: no permite tratar el caso general (agentes diferentes, Io mismo que I@ pacientes)
como deberia hacer cualquier ley del movimiento.

A continuacion da un argumento que se utiliza a menudo contra la ley de Aristd teles, por
la cual un motor puede mover un moévil de una resistencia tan grande como se quiera sin
importar que el mévil se mueva a causa de una potencia tan pequefia como se dsee.

La cuarta opinién ,

01>Z@E ‘SES1S1°¢72851721872721™327¢51'S<Z>17—SpbteBctad—1"1'—E+7"1;
motriz y la resistencia.

En efecto, para quienes sostienen esta teoria, la potencia y la resistencia no son cangides,
e incluso, si lo fuesen, no serian del mismo género, por lo que no podria habemi una razén ni
un exceso entre ellas. Esta opinién se apoya en un comentario de Averroes segun el cudh
potencia no es una cantidad, finita o infinita, pues no es un cuerpo; la potencia se considera
entonces como una forma incorporada a un cuerpo o separada de él.

Por su parte, Nicolas Oresme comienza su tratado con el enunciado de tres opiniones
acerca de la velocidad de los movimientos:

La primera se corresponde con la primera opinion rebatida por Thomas Bradwardine que
se expresa con la ayuda del exceso respecto de la resistencia.

La segunda corresponde a la tercera opiniéon que rechaza Bradwardine, que distingue los
casos en que los motores son iguales o bien hay igualdad en los mdviles.

La tercera opinion es la propia ley del movimiento enunciada por Bradwardine. Oresme
afirma que la considera valida y ni siquiera se plantea rebatir las otras dos.

Thomas Bradwardine expone su ley del movimiento por primera vez justo al com ienzo
del tercer capitulo de su libro diciendo:

La razon entre las velocidades de los movimientos es consecuencia de la razén de la
potencia del motor respecto de la resistencia del movil.

Tras varias consideraciones acaba afirmando:

Las razones de las potencias motrices a las potencias resistentes y la de las velocidades
correspondientes a los movimientos respectivos son proporcionales en el mésmo ord
viceversa. Y debemos entender aqui que se trata de una proporcionalidadogeométr

La formulacién que da Nicolas Oresme de la misma regla al comienzo del captulo IV de
su libro es diferente, pero equivalente. En ella se encuentra también la referencia benunciado
de Aristételes, pero la proporcionalidad esta dada en términos de razones de razones (primera
hipotesis del capitulo 1V):

La velocidad es consecuencia de la potencia motriz al movil o a su resistenciguee ahi
la razon de una velocidad a otra es como la razén de la razén de la potencided®sino
motores a su movil respecto de la potencia del otro motor al suyo
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Por lo tanto, cuando la razén de la potencia a la resistencia se dobla en esentido que han
dado a esta operacion Bradwardine y Oresme, es decir, que la razén estd compuesta ca@igo
misma, la velocidad queda multiplicada por dos. Por ejemplo, si una potenci a de 4 mueve un
movil de resistencia 1 con una velocidad igual a 3, una potencia de 16mueve el mismo movil
con velocidad 6.

En términos actuales se podria expresar esta ley como8 L - ,H K—EC

En el &mbito de su teoria, para dividir la velocidad por dos es necesario que la razén entre
la potencia y la resistencia sea la raiz cuadrada de la razén inicial.Por ejemplo, si un motor de
potencia 1 mueve un movil de resistencia R < 1 a la velocidad V, el mismo motor mueve a
velocidad V/2 un mévil de resistencia ¥4 O sy el mismo motor mueve a velocidad V/4 un
movil de resistencia ¥4 O sy asi sucesivamente. De esta manera, el mismo motor mueve
moviles de resistencias cada vez mayores, pero que se mantienen siempre inferiores aal
potencia del motor.

En la primera parte del capitulo IV propone una serie de conclusiones que explican cémo
determinar uno de los términos que intervienen en la misma conocidos los restantes. Por
ejemplo, en laconclusion 6 propone:

Determinar, en los casos en que sea posible, la potencia y la resistencia (fettar de
proporcionalidad) conocida la velocidad

En este caso, supone que la velocidad es conocida gracias a la denominacidnedla razén
gue la origina. Subraya entonces que existen razones irracionales cuya denorimacién es
desconocida (las que son inconmensurables a cualquier razén racional).Ahora, no se puede
determinar la potencia ni la resistencia, pero se puede saber si dicha razén esnayor o menor
gue cualquier razén racional dada.

Si la raz6én que da lugar a la velocidad es racional, es posible determmar la potencia y la
resistencia a partir de la denominacién: En efecto, como la denominaién es de la forma J E
—Zcon p < gy los términos que hacen la razén irreducible son ng+p y @, tenemos que la

potencia esnqg+p Y la resistencia, g.

La influencia de los tratados de Thomas Bradwardine y Nicolds de Oresme, en epecial el
del primero, se expande desde el siglo XIV hasta el XVI. A partir de este momento, ¢ estudio
del movimiento va a tomar una nueva direccion gracias, entre otros, a los trabajos de Galileo.
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Resumen

Para establecer la no numerabilidad de la recta real no es preciso recurrir a sesudos argu-
mentos adultos, tales como la estrategia diagonal de Cantor. Es tan sencillo como saltar a la
comba, un juego de nifios.

Palabras Clave: Recta real, no numerabilidad, teoria de juegos, sucesiones

Abstract

As an alternative to the usual proofs, such as Cantor diagonal method, for proving the
uncountability of the real line, we present here an approach involving two children playing a
simple game.

Keywords: Real line, uncountability, game theory, sequences.

El juego

Se empieza eligiendo un subconjunto S del intervalo (0,1). Andrea y Blanca juegan una par-

tida con las reglas siguientes:

En primer lugar juega Andrea, eligiendo un numeroentre 0y 1, 0< a; < 1; a continuacion,

Blanca escoge otro nimero entreay y 1, a1 < b; < 1, y se van turnando, eligiendo alterna-
tivamente nimeros comprendidos entre los Gltimos que se jug aran. Asi, en la jugada n-sima,
Andreaelige a,entrea, 1yby 1,8, 1< an < b, 1yBlancaresponde con un nimero situado

entreany by 1,80 < by < by 1.

La observacion clave del juego es la siguiente: como la suce®n (a,) es estrictamente cre-

ciente y acotada, tiene un limite, |. También merece la pena advertir que a, < | < b, para
cualquier n.
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Descrita la mecanica del juego, falta decir lo esencial: quién gana. Pues bien, si el limite de
la sucesion(ay), |, estd en S, gana Andrea; en caso contrario, gana Blanca.

2. Estrategias

Como es natural, Andrea procurard escoger los nimeros a, de manera que se vayan acer-
cando a algun numero de S, y Blanca tratara de impedirlo escogiendo los b, de tal forma que
corten por su derecha trozos del intervalo (0,1) que elimine n cuanto sea posible del conjunto S.
Como se desarrollan esas estrategias en con icto dependerade cual sea S (y de la pericia de los
jugadores, claro estd).

Por ejemplo, si S fuera el intervalo comprendido entre 1/3 'y 2 /3, Andrea no debe elegir en
primer lugar un nimero mayor que 2/3, porque entonces ella mi sma impide que el limite |
pertenezca a S, ni menor que 1/3, pues en ese caso Blanca podd escogerb; = 1/3 y ya habria
dejado todo S fuera del alcance de Andrea. En cambio, escogiedo a; entre 1/3 y 2/3, Andrea
se asegura la victoria.

Eso en el caso de que S sea como se ha dicho, pero ¢ qué sucede etras supuestos?

La observacion siguiente no puede sorprender: si S es pequefd, Blanca se puede garantizar
la vistoria. Con mas precision:

Si S es numerable, Blanca tiene una estrategia que le garanga la victoria.

Al ser numerable, sus elementos se pueden escribir en sucesdn: s;,,,s3, . La estrategia
de Blanca consistira en asegurarse en cada jugada de ir desagando un término de S; asi, elegira
b, = s, salvo que esa jugada sea ilegal, porque su rival haya escogilo a;  s; (en cuyo caso,
Blanca se puede permitir el lujo de elegir cualquier valor li cito para by), y en general la eleccién
de by serab, = s, si an es menor, y by, cualquier valor legal (por ejemplo, el punto medio entre
an Yy by, 1) en caso contrario.

De ese modo, sy nunca esta situado estrictamente entrea, y b,. Y como hemos advertido
gue | siempre esta comprendido entre esos valores, concluimos que | no coincide con ningun
Sh, luego no esta en Sy Blanca gana.

Evidentemente, si S es nito, Blanca gana con mas facilidad aln, pues le basta seguir la
estrategia anterior hasta agotar los elementos de S.

3. Conclusiéon: R no es numerable

La conclusion es inevitable: si S es todo el intervalo (0,1),gana Andrea aun sin atender a
estrategia alguna. Por tanto, el intervalo (0,1) no puede se numerable, y lo mismo le sucede a
larectarealR.
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Resumen
En esta seccién retomamos la publicacion de los cuentos presentados al ritner
"—EZ>0"1eZ1 ZeSe"@l etV SeZSale"ESel£Se"102>S —PABZ 1 EZ>e"1IXVW]
™~317e1 72051 SeeZ51¢71Se¥l-B0&-ide " ES10e3 1" —«">-SEHtatse-eh™ 2771 E"— 02
la web del Aula: http://innovacioneducativa.upm.es/museomatematicas/ . En este articulo se
™s7@7Z—S171>7¢8718771572E'<’aleS1-7—ESDeZA>Llhtiaiffenlee Z+1“%2>5¢"17—1+S
$Z1 i
Palabras Clave: Cuentos con contenido matematico

Abstract
This issue continues with the publication of the awarded tales in the Fir st Mathematical
‘501 SeZoel "—2Z@@ I7>eS—"£7+1<¢1e'Z1 Se'Z-Se'Eeel z0Z7-1 ">"@'"™1 «Sce
"-7—eS 17>’ —«P2R1& dodrseWThis talehas been awarded an honourable mention
in the secondary student category. All the information of the contest is available on the
website of the Classroom: http://innovacioneducativa.upm.es/museomatematicas.

Keywords: Tales with mathematical content.

1. Ellegado absoluto

e"eZEZ—+Z®il S<eS—1¢71S®1-SeZ-0s' ESeEE"1E®SLeeZ1271>'7>
saben que cuando se les ensefia esta disciplina, aprenden a utilizar su cerebrogra cosas mas
utiles, llenando su mente con infinitos conocimientos, aunque no sepan apreciarlos debido a la
cantidad de hormonas que tienen en el cuerpo. ¢Y qué hay de Aristételes, Newton o Pacal?

S>S817Zee"@le™"—10' —-™eZ®e1S72e™ 52001212 >2-S®1322Z1E" —0e’'*Z2>S—1S<7>

Y asi, dia tras dia, mi madre repite el mismo discurso, quejandose de lospubescentes, y de
su manera de ver el mundo. Entiendo su estrés y mal humor, ser reina de un lugarcomo este
no es nada facil. Aquellos que ven nuestro mundo desde fuera, lo describencomo un objeto
con teclas que realiza célculos y le han asignado un nombre:
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Calculadora. A nosotros, los habitantes de ésta, nos llaman ndmeros y soms muy
distintos unos de otros. Por este motivo, nos organizamos en dos colonias, racioales e
irracionales, separadas por un gran signo de division, que tenemos terminantemente
prohibido cruzar, pues crearia un gran desorden en nuestro habitat. La vida aqui dentro es
muy curiosa. Vivimos en casas que fabricamos nosotros mismos con corchetes o pantesis y
generalmente construimos cubos, aunque hay quienes prefieren utilizar formas mas complejas
y elaboran piramides o prismas de diferentes materiales, logrando resultados bastate
“>'e’—SeZ@il 7—8221™S>S1'—-e'+eS51¢S51S-" SIS YL BILMLSIDEEZLS —
cuyo salén nupcial esta adornado con figuras geométricas en color blanco y una lanpara
colosal con cinco estrellas de dieciséis puntas. Es tanto un espectaculo culinariocomo
ornamental.

Tenemos unas grandes centrales con forma de cilindro en la zona periférica de cad
colonia, donde tomamos las decisiones mas importantes de calculo. Se idenfican facilmente
porque tienen nombres de mateméticos serigrafiados en su superficie y encada entrada, l&oto
eZle"ele’eZ>7—eZ®1>2¢Z@18221¢'>'¢'Z>"—1 S1EBE»/Nes»E 1B WP =V F >0
optamos por unas esferas ahuecadas, donde se han instalado asientos y comamd para dirigir
la velocidad a la que quieras rodar. Dichas esferas se conectan con las mulples ciudades por
una extensa red de funciones y puedes viajar por las lineales y afines, quee llevan de forma
mas directa a tu destino, o puedes elegir parabolas, que dan mas rodeo y se ulizan para fines
turisticos. Pero nuestros visitantes no solamente disfrutan con nuestro peculiar transporte,
también adoran las maravillas arquitecténicas y artisticas. Aqui han triunfa do numerosos
artistas y escultores retratando al ocho, al que admiran por la perfeccién de sus éculos, o al 1,
del cual destacan su sencillez. Pese a esto, el nimero mas popeS>1¢727>S1¢721 S1ES+EZ7+S+">S
no es otro que el 0, que comenzo6 una gran polémica al aparecer dispuesto a ren@r el mundo
de las matematicas, concediendo entrevistas exclusivas a la prensa rosa, llegarala ser de los
méas poderosos de aqui, pues tenia mas dinero en x que nadie. Te preguntards quéon las
equis. Es nuestra moneda oficial y es muy peculiar. Para conseguirla, tuvimos que
™77 —e'£8517—1S1<S®Z1Z1+Se"®1+Z21 S1 SEHSERALLRILY —
pudimos sobre el motivo por el cual existian letras del alfabeto en medio de aquella
inmensidad de nimeros y descubrimos que era la herramienta de pago perfecta. Podriamos
igualarla a 10 y decidiendo el exponente, puede adoptar el valor que deseemos. Por taip a la
hora de mirar el precio en las tiendas y mercados, lo Gnico que hay que haceres calcular una
potencia y jvoila! tienes el precio final del producto. He de afiadir que a pesar del prodigioso
transporte, los exquisitos alimentos gourmet y el éxito de algunos nameros, hay que ganarse
la Y'eS1¢1—"1e"e"1Z®@1eS—1'0a—27"i11 Ze+eZ1™Z72572ZUl et EGZ2*@1E1-+Z17E?
nos ensefian a situarnos en las teclas de la calculadora y a ejecutar sumas y resta
correctamente. Seguin avanza el nivel, conseguimos mas rapidez en nuestras operacnes y las
realizamos con mas precision: todo es cuestién de practica. Pero sélods mejores llegan a
conseguir realizar raices, logaritmos y bicuadradas. Incluso, ha habido en nuestra hstoria
nameros tan inteligentes que han pasado a ser lunaticos, tan obsesionados por polongarse
infinitamente y ser eternos que se han agrupado formando nimeros irracionales, como el
famoso sefior Pi. La reina decidi6 apartarlos de los racionales y no elimnarlos, han perdido la
cabeza pero al fin y al cabo siguen siendo nimeros y los necesitamos como a cualger otro.
Todos somos imprescindibles. Incluso los nimeros que abandonan la escuelgpara ganarse la
vida de otras formas, o bien encargandose del mantenimiento o accionando pdancas en caso
de problemas para que aparezcaensS1 ™S —eSeeS1 ' —+Sj17Z>5"> 11 “"1>Z@™Ze"1S17Z-
namero, al menos ellos son libres de escoger su futuro, sin embargo el mio ya esté&scrito. Seré
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el préximo heredero de uno de los reinos de La calculadora. En unassemanas mi madre me
cedera el poder de la colonia de los racionales y a mi hermano, le caesponderan los
irracionales. El lo tiene mucho mas facil, por supuesto, los irracionales son felces buscando
ndmeros y no se meten en problemas ajenos a ellos, ya tienen suficiente con sus propias cife
El reto estd en mantener bajo control a los racionales, los rebeldes. La mayoai de ellos pronto
pasara a formarse y no sélo hablo de instruccion matematica. Los nimeps también tienen
pubertad, y es peor que la de los humanos. Protestan por no tener libertad de calculoy tener
un valor asignado que no han escogido. Comienzan las grandes preguntas de su exigncia y
analizan la vida dentro de aquel objeto aparentemente inanimado en el que vivimos. Y lo peor
de todo reside en la ciudad de nimeros Enteros, que odian su signo y quieren canbiarlo. Si
nacen positivos, no tienen problemas, son mejores vistos y acceden a altogpuestos. El
™y~ ce7-S17Z0enlZ—1e" @1 —7Se'Y " ®@d187721"—1E " —@'«Z>S8@ll '—7Z|' ;-
rifas siempre se esconden entre paréntesis, al tener miedo de que las multiplicaciones y
divisiones le arrebaten su signo. Llevamos casi un afio con estos problemasen la ciudad

—eZ>"® 81-"18275>"eS1-S572172@+01S+"<'SeS1™"1 8l ™kvZ-Fedetll«’'Z
manos el reinado. Se equivoca. No tiene motivos para desconfiar, estoy mas ge preparado
para ser un buen lider, para aceptar el desafio. No puedo permitir mas discusiones por el
signo porque como continuemos asi, esta disputa durard toda su vida y los nimeros son
infinitos, luego hablamos de un largo tiempo. Solucionaré de una vez los problemas del signo,
demostraré que valgo para dirigir esta colonia. Y entre pensamientos de victoria y liderazgo,
mis parpados se cierran lentamente, avisandome que llega el momento del descanso.

- Buenos dias- una voz dulce y femenina se aproxima para sacarme deprofundo suefio en
el que estaba inmerso. Tras sus palabras, se dirige a la ventana y tira suaveante de la correa
de la persiana, permitiendo que entren unos rayos de luz solar que me impidan dormir de
nuevo. Inicio mi camino a la cocina y de pronto mi mente es bombardeada con el sinfin de
pensamientos que tuve ayer. Mi proposito de ser un nimero de provecho vuelve a colocarse
en primer plano y no estoy dispuesto a retirarlo de esta posicién. Desayuno, me visto y
visualizo mi camino a la sede de los racionales, decidido no a provocar un cambio, sino a ser
el cambio. El camino hasta la central es ameno y disfruto de cada pasoUna vez en la entrada
del gran cilindro, me detengo en las fotos de los anteriores reyes y reinas, imginando mi
rostro proximamente en uno de aquellos retratos. Entro en la sala de reuniones, lena de
nameros aparentemente sabios e inteligentes. Al fondo, unas cadmaras de videadispuestas a
retransmitir en todas las televisiones de la ciudad cada palabra de mi discurso. Me subo al
atril y ajusto el micr6fono a mi antojo. Toda la sala enmudece y me mira con atencién. Esperan
7—1®Z>-a—1E " —1'+2ZS®e1™S>S1¢' —Se' £S5 1E ' RLEFoZ @Zi1StedeeFZ3+SINAE"2~C
en mis hipotéticos proyectos, pero les decepciono con mi silencio absoluto. No consgo
articular ni una palabra, no tengo ni la mas minima idea de qué hacer o cémo solucionar el
problema. La tensién me obliga a abandonar la sede, a huir como uncobarde. Al salir, me
golpea en la cara una bofetada de aire frio, haciéndome reflexionar sobre nis actos. Ya no hay
vuelta atras, toda la colonia ha sido testigo de mi fuga y nadie quiere ser regido por una
persona sin planes de mejora. Necesitan a alguien que sepa controlar a los hakintes de la
ciudad Enteros. Me dirijo de vuelta a casa, sumiéndome en la més profunda tristezay pienso
en lo desilusionada que se sentira mi madre al ver que mi alegato ha sidonulo. Comienza a
llover. Con cada gota que cae, una parte de mi orgullo cae con ella. Ycomo me suele pasar en
estas situaciones, empiezo a identificarlas con elementos que me resultan parecidos. $o
ene>'—Se187721>Z@<SeS—1¢71S®1-72""2+Se121853175<«®k7»S8127c3Dloa
gue no volveria a tener ni un momento mas de lucidez, pero aqui estéba la prueba de mi error.
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Pasar a todos los habitantes de Enteros por la calculadora y afiadirles unsigno de valor
absoluto a cada uno anularia el signo. Adiés a las constantes @putas entre ellos, todos serian
igual de nobles y podrian acceder a los puestos en igualdad de condicimes. Es la solucion
perfecta y la idea més perspicaz de todas. Estoy dispuesto a reorganizar una ruéa de prensa
para dar la noticia a los habitantes de que su futuro rey conseguira vencer.

Hoy es el dia definitivo. Acabo de salir de la sede y he dado un buen discurso,
convincente y con argumentos. Ambas colonias, racionales e irracionales, esperaimucho de
—C1¢1E>Z22—172—1-—"1™>"™77@eS1™S5S1 " YZEmontemaddes E7eeSeZe1
pasar a los nimeros por la calculadora y ejecutar el plan. A la perfeccon es el modo en el que
se desarrolla la operacion y pronto se ven los resultados. Al afiadirles el vdor absoluto, se
elimina por completo cualquier rastro de positivos y negativos, quedan niamero s equilibrados.
Ocurren cosas inéditas: antiguos negativos aparecen de la mano con antiguos positios jqué
milagro! El resto de los espectadores me mira con asombro y surgen elogios y hlagos hacia
mi. Mi madre se acerca, me pla—eS17—1<¢Ze"1Z—ESeS1-7“"«eS1¢1-7>-7>SfA1 ’'>S1:
llegado a tu corta edad. La lucha hasta encontrar la solucién, el valor absolto, servira de
ejemplo a las futuras generaciones y sera tu legado. Heredaran la constancia quéuviste y las
razones que te impulsaron hasta dar con la respuesta. Creo en ti y en tu capacidadde
ES-<'S>e” 17" 1 —172021-"-2—"17208S1+>S®eZ1®Z1TEN™ZZIS—7—+71
decirle que fue ella el motivo de mi constancia, fueron los valores que me inculcé los que me
harian un gran rey, porque estaba conmocionado por sus palabras. O tal vez no quse
decirselo, porque sospechaba que ella lo supo desde el principio.

Sobre la autora:

Nombre:Laura Lozano Conde

Correo Electronicdauralozano.scf@gmail.com

Institucién: Colegio Sagrado Corazén de Fuencarral. (Madrid, Espafia)
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Resumen

Este articulo presenta una resefia de la pelicula '*2>S 1 E2++Sce 1Theodor81™ > 1
Melfi, afio 2016. En ella se narra la vida real de tres mujeres abamericanas que fueron
clave para que el proyecto, protagonizado por el astronauta John Glen, de realizar la
primera érbita completa alrededor de la Tierra, se llevara a cabo co éxito.

Palabras Clave:Peliculas con contenido matematico.

Abstract

This paper presents a report about «*Z1—-"Y’Z1 ’eeZ—1¢'e7570 81’ >ZEZ1<t1 ‘27 571
Melfi on 2016. The film relates the true story of three Afro-American women that worked in
a project whose aim was to perform the first complete spatial orbit aro und the Earth planet.
The leader of the project was an astronaut named John Glenn butthe calculations of the
women were the key of the success of the mission.

Keywords: Movies with mathematics.

1. Ficha técnica

Titulo: Figuras ocultas
Director: Theodore Melfi

Reparto: Taraji P. Henson, Octavia Spencer, Janelle Monae,
Kevin Costner, Kirsten Dunst, Jim Parsons, Aldis Hodge y
Mahershala Ali.

Género: Drama, Biografia.
Pais: Estados Unidos.
Afo: 2016
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2. Resumen

La historia se desarrolla en Estados Unidos a principios de los afios ® durante la guerra
fria y en plena carrera espacial de la NASA que en su intento de superar ads rusos busca
mentes privilegiadas para trabajar como auténticos ordenadores humanos.

Esta pelicula, basada en el libro de Margot Lee Shetterly, cuenta la higtria real de tres
mujeres afroamericanas. Katherine Johnson, DorothyVaughan y Mary Jackson, vctimas de la
segregacion racial,sirviéndose tan solo de sus lapices y unas sencillas maquinasle calcular,
aportaron los calculos necesarios para que el astronauta John Glenn realiara con éxito la
primera orbita completa alrededor de la Tierra.

Pero lo realmente sorprendente es que el nombre de estas tres mujeres ha permanecido
oculto para la Historia cuando en realidad su trabajo resulté indispensable en los avances que
permitieron al hombre pisar la Luna.

3. Sobre el director

Theodore Melfi es guionista, director y productor de cine estadounidense.

Su primera pelicula, St. Vincent (2014)estuvo protagonizada por Bill Murray y cuenta la
historia de un nifio de madre separada, victima de acoso en la escuea, que encuentra un
amigo en alguien mucho mayor que él. En este caso en lugar de hablar de la diérencia racial,
se habla de la generacional.

Ahora su ultima pelicula, Figuras ocultasconté con una nominacién en la 892 edicion de
los Oscar como mejor pelicula, sin llegar a obtener el premio, en una galaque pasara a la
historia por la bochornosa confusion de sobres en la entrega de la estatuillaa la mejor pelicula.

4. Critica y opinion

Siempre he sentido admiracién por las mentes prodigiosas que son capaces de ar sentido
a nuestra existencia. Mentes que crean, construyen, sanan, sienten y que, en definita, hacen
gue el género humano no sea tan predecible y lo elevan a una categoria superio

Si no fuera por las mentes prodigiosas, no hubiéramos podido evolucionar hasta el punto
que lo hemos hecho, y el saber es lo que nos hace grandes.

Quiero recomendar esta pelicula porque, entre otras cosas, trata precisamente de eso: de
tres mentes prodigiosas que tienen género, porque son mentes de mujer, y tienen color,
porque son afroamericanas, pero que permanecieron en el anonimato al quemuchas veces la
propia ciencia relega a las mujeres.

A lo largo de la Historia, han existido mujeres dedicadas al conocimiento, la investigacion,
el pe—eS-—"72Z—"01 7Z2>"8016™">1872-1 — 10 -"el ES™MSEZed2281’ ——7—0eS
enumerar con fluidez el nombre de al menos diez de esas pensadoras, cientificas,
investigadoras?

Quiza sea por lo de siempre. La ciencia ha sido desgraciadamente una parcelaeservada
al hombre y donde la mujer siempre ha estado intentando hacerse un hueco.
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Las Figuras ocultasa las que hace referencia la pelicula, jugaron un papel crucial en la
carrera espacial de Estados Unidos, gracias a sus brillantes capacidades en elampo de la
Geometria Analitica y la Aeronautica. Para ello tuvieron que luchar y reivin dicarse en una
sociedad machista y racista, en una época. los principios de los 60 . en la que la segregacion
racial en América era algo natural y asumido.

La pelicula se deja ver con amabilidad por parte del espectador. No deja sfio para la
sorpresa pero si para la reflexion.

El reparto es brillante. Las tres actrices protagonistas logran dar a sus personges fortaleza,
seguridad, pero al mismo tiempo, les dotan también de sensibilidad y cercania. Porque son
mujeres de carne y hueso.

Por su parte, Kevin Costner, el protagonista principal masculino, hace un papel relevante.
Profesional inflexible y exigente, demuestra ser una persona justa y ecuanime que dejaa un
lado los prejuicios sexistas y racistas para convertirse en el auténtico valedor de sus
empleadas.

Su contrapunto . en toda historia debe haber un villano . Jim Parsons, conocido por su
singular Sheldon Cooper en la serie Bing Band es el prototipo de hombre al que le cuesta
reconocer que una mujer pueda llegar a ser tan inteligente o mas que él, y persoifica la
envidia profesional y la preponderancia masculina en el mundo cientif ico.

En definitiva, pelicula reivindicativa que cumple con creces la labor de dar visibilidad a
estas tres heroinas, y muy apta también para ver en familia, porque puede ensefar a las
nuevas generaciones que todo en la vida es posible con talento, trabajo y tesoén.

Sobre la autora:

Nombre:Belén Garcia Jiménez

Correo Electrénicdoelen.garcia@uah.es
Institucion: Universidad de Alcala, Espafa.
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Resumen

Francesco Mugelli, matematico de la Universidad de Florencia, adiestra a jovenes y a sus
maestros en los problemas de matematicas. Su a cion a los problemas y retos de la matemé-
tica elemental proviene de la infancia y hay que buscarlo en | os libros que se guardaban en el
sétano de su casa. Aqui nos mostrara algunos divertidos secretos de su trabajo en el mundo
juvenil de las Olimpiadas Mateméticas y su funcionamiento e n ltalia.

Palabras Clave: Olimpiadas Matematicas, trabajo en equipo, retos matemati cos.

Abstract

Francesco Mugelli is a mathematician at the University of Fl orence, expert in the Mathe-
matical Olympiads. His interest in problems and challenges of elementary Mathematics is
coming from childhood and must be sought in the books that wer e kept in the cellar of his
house. Here he will show us some fun secrets of his work in the y outh world of the Mathe-
matical Olympiads, and their functioning in Italy.

Keywords: Mathematical Olympiads, Teamwork, Mathematical Challeng es.

Introduccioén

Francesco Mugelli nacio en Florencia hace ya 50 afios, es segdor (tifosg de la Fiorentina, el
equipo de su ciudad natal, como yo soy seguidora del Real Madr id, encuentro aqui otra a cién
compartida, el fitbol, ademas de nuestro gusto por las matem aticas.

Desarrolla su actividad como investigador en Andlisis Mate matico en el departamento de
Matemdticas de la Universidad de Florencia. Vive a las afuer as de Florencia con su novia, Laura,
gue lo “soporta” desde hace afios.

Su a cién por las matematicas desde la infancia se debe quizéa al descubrimiento en el sétano
de su casa de algunos viejos libros de matematicas. Objetos peciosisimos en afios en los cuales
las Unicas fuentes de informacidn eran librerias o bibliote cas publicas. Enseguida la matematica
se transformo en una diversion y los problemas en desafios a “Ultima sangre”.

113


mailto:herrera.rm@gmail.com
http://www2.caminos.upm.es/Departamentos/matematicas/revistapm/

Rosa Maria Herrera Entrevista

De estudiante particip6 en las primeras ediciones de los concursos
organizados por el departamento de Matematicas de la Univer sidad
de Florencia, de los cuales desde hace casi 20 afios es uno dedoorga-
nizadores.

Ya hace algunos afios se ocupa junto con algunos colegas de logn-
cuentros de preparacion del concurso de matematicas para esudiantes
de la escuela superior.

Desde 2006 es miembro de la Comisién de las Olimpiadas de la
Unién Matematica Italiana que organiza la fase nacional de | as Olim-
piadas de Matematicas en Italia y varias actividades de form acién para
estudiantes o docentes entre las cuales se hallan los Encuetnos Olim-

. ~ picos, de los cuales Francesco es el creador y director.
Figura 1. Francesco Mugelli.

1. Una charla sobre Olimpiadas Matematicas

- Francesco, me gustaria que contaras a los lectores edeegué sentimiento, interés, pasion ...
despiertan las Olimpiadas Matematicas en Italia.

Las Olimpiadas Matematicas en Italia son un movimiento muy a mplio que implica a mu-
chisimas personas: cada afio participan en los “Juegos de Arquiimedes”, la fase de instituto,
aproximadamente 220.000 estudiantes pertenecientes a casl.500 escuelas. De estos, cerca de
10.000 accederan a la fase siguiente. Al contrario que en Espfia donde, si no me equivoco, las
primeras fases son regionales, en Italia también la fase de nstituto se coordina a nivel nacional,
por tanto en todas las regiones de ltalia se proponen los mismos ejercicios. Ademas de los chi-
cos, se implican al menos 1 o 2 maestros de cada escuela, comooordinadores locales a los que
hay que afiadir, en la primera fase, los profesores que realizan tareas de supervision durante la
realizacion de la prueba.

Ten presente que todos los maestros que colaboran en las divesas fases de las Olimpiadas
Matematicas lo hacen de forma gratuita y voluntaria. Todo lo que hacen, lo hacen sobre todo
porque tienen una gran pasion por los juegos matematicos y por las Olimpiadas. Sin embar-
go, hay casos, pocos por fortuna, en los cuales esta pasién séropieza con la rutina escolar no
siempre grati cante y con colegas poco colaborativos.

Desde el punto de vista de la seleccién de los mejores, la fasdocal después de todo no sirve
de mucho. Si preguntdsemos a cada escuela que indicase librenente 2, 3 o 5 estudiantes me-
recedores de participar en las selecciones siguientes, prdbablemente obtendriamos el mismo
resultado con un esfuerzo mucho menor. El valor afiadido de la fase de instituto es la divulga-
cién, la difusion de la cultura matematica, hacer ver a los chicos que las matematicas no estan
solo hechas de los calculos y del algebra que aprenden en la esuela. Llevar a cabo una ope-
racion de este tipo no es simple, especialmente por lo que se e ere a la redaccion del texto
gue si, por una parte, tiene que posibilitar que todos puedan divertirse consiguiendo resolver
algun problema, por otra, debe salvaguardar el aspecto selectivo produciendo una clasi cacion
gue no baje el techo de exigencia, de tal manera que nos arrieguemos a que haya demasiadas
personas con la puntuaciéon maxima, o al menos altisima, y con este baremo no seamos capaces
de seleccionar a los mejores. El problema contrario sucedefa si se planteasen unos ejercicios
demasiado dificiles, y este punto de inicio (el suelo del que se parte) haria que muchos tuvieran
una puntuacion muy baja y acabaran muy frustrados y desconte ntos de la experiencia realiza-
da. Procuramos evitar ambos extremos, sobre todo el segundopara no correr el riesgo de hacer
que las matematicas resulten antipaticas toda la vida.

Entre los factores a tener en cuenta no estan solo la edad de Is muchachos: el nivel medio
de la preparacion de los chicos en Italia después de todo no esgeogra camente homogéneo,
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por ello los problemas considerados factibles en algunas zonas pueden resultar dificiles para
los chavales de otras.

Cada afio la Comisién de las Olimpiadas Matematicas prepara p or tanto dos textos distintos
para la primera fase: uno para el tramo de edad que comprende 14-15 afios, y otro para tres afios
de los 16 a los 18 afios de edad. Para simpli car la correccion yla asignacion de la puntacion, los
textos se componen respectivamente de 16 y de 20 ejercicios d respuesta mltiple. Se proponen
5 respuestas y los muchachos deben sefialar la que es correcta

Los mejores de cada grupo de edad pasan a la siguiente etapa, a la que sin embargo el texto
es el mismo para todos, independientemente de la edad.

Hace algunos afios nos dimos cuenta de que los chicos del prime afio estaban en desventaja
con respecto a los del segundo afio del bienio. La competicion del instituto de hecho se lleva a
cabo en noviembre cuando la preparacion de los chicos de primero es sustancialmente todavia la
de la escuela media (equivalente a la escuela secundaria en Epafia). Hemos pensado introducir
una nueva competicion no de instituto sino provincial, rese rvada para los chavales del primer
curso y la iniciativa esta teniendo un buen resultado.

En el pasado nos llegé también alguna critica sobre el nivel de di cultad del texto, creo sin
embargo que se ha encontrado el equilibrio justo: una cuarta parte de las preguntas son de
nivel curricular, una meta accesible sin embargo no estrictamente estandar y otro cuarto es mas
selectivo. Esta formula parece funcionar bastante bien.

Me preguntabas acerca de los sentimientos suscitados por las Olimpiadas Matematicas: de-
bo decir que son variados, desde luego es normal que sea asi cando la base de participantes
es bastante amplia. Algunas escuelas permiten participar solo a los muchachos que se decla-
ran interesados o realizan una preseleccién internamente. Muchas otras, por el contrario, hacen
participar en los Juegos de Arquimedes a la poblacion escola al completo. Estamos muy con-
tentos de que esto suceda, pero es normal que entre los partigpantes haya alguno que lo hace
contra su voluntad o a quien no interesa. Por otra parte se ofrece a todos una ocasion de tener
una experiencia, después depende de ellos disfrutarla de la mejor manera posible y obtener
provecho.

Pero no hablamos solamente de los chicos: sin los docentes, lemovimiento olimpico no
podria existir, al menos con las dimensiones que tiene en Italia.

Ademas de los responsables de instituto de los cuales te habhba antes, hay casi 200 docen-
tes que coordinan su distrito olimpico, que mas o menos corre sponde a la misma provincia a la
cual pertenecen (en Italia hay aproximadamente 100 provincias, mucho mas pequefias que las
espafiolas) y no te sabria decir cuantos docentes hay que, poipropia pasiény la de los estudian-
tes, organizan jornadas de entrenamiento para sus estudiarntes. Se trata de iniciativas nacidas
espontaneamente, gracias a la pasion de los maestros y de losnuchachos.

A esto han contribuido mucho, segun creo, las competiciones de matematicas en equipo. En
estos equipos no concurre el individuo aislado por si mismo, sino que se selecciona un grupo
de 7 estudiantes que compiten representando a la propia esclela. Las competiciones consisten
en la solucion de un cierto nUmero de problemas cuya respuesta es siempre un ndmero entero
de cuatro cifras (por tanto no hay eleccién mdltiple) y en la ¢ ual se admite, de hecho se pre ere,
el trabajo del grupo. Las competiciones duran normalmente d e 90 a 120 minutos, un estudiante
por equipo desempefia la tarea de “consignar” y es €l mismo qui en escribe la respuesta en una
tarjeta y la consigna en la mesa del jurado que incluye el dato en un ordenador que actualiza la
clasi cacion y la proyecta en tiempo real.

Las competiciones en equipo son ajetreadas y espectaculars y han originado nuevos esti-
mulos tanto en los estudiantes como en los docentes creando spiritu de grupo, competitividad
y también alguna rivalidad con las escuelas vecinas.

Las escuelas que participan de modo estable en las competicbnes en equipo ya tienen todas

Volumen VII, Namero 2, Oct'17, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemético‘| 115


mailto:herrera.rm@gmail.com

Rosa Maria Herrera Entrevista

un entrenador/preparador que las sigue durante el curso. Mu y a menudo se presentan a la
competicion vestidos con una camiseta del equipo y, por qué n o, también acompafiados por un
séquito de a cionados.

Figura 2. Olimpiadas Matematicas Italianas. Dos instargas de la nal por equipos.

- Tras esta interesante y completa descripcion de las Qi los docentes de matematicas que
nos leen pueden corroborar que se trata de una experieneididh y positiva, este hecho me invita
al siguiente cuestionamiento, ¢sera cierto el terror (n)iekk los estudiantes de la escuela secundaria
a las Matematicas, como parecen sefialar todos los expepsgelogia educativa?, ¢t qué opinas al
respecto?

No creo que las Olimpiadas Matematicas aterroricen a los estudiantes. Como te decia hay
estudiantes que se desinteresan o que se implican de mala gam, pero terror me parece una
palabra exagerada. Puede ocurrir que haya estudiantes decgcionados, 0 en algunos casos un
poco morti cados que se presentan con ciertas expectativas que no se cumplen, quiza porque
el texto no era adecuado o realmente no estaba a su alcance, p® se trata de una minoria. Esto
le sucedia un poco, como te decia antes, a los estudiantes deprimer afio que competian todos
juntos con los de segundo. El problema se atenu6 bastante cuado introdujimos la competicion
para los estudiantes de primero.

Quiza te estas preguntando qué le sucede a los chicos del terer curso que compiten junto a
los del cuarto o del quinto curso. Pues bueno, no ocurre nada, jva bien asi! Uno de los motivos es
gue las mateméticas de los Ultimos dos afios escolares tienermenos que ver con los argumentos
tipicos de las Olimpiadas. En los Ultimos afios hemos tenido v arios campeones nacionales del
tercer curso o del cuarto, es decir que a estos niveles se la jegan seguramente con las mismas
armas.

Sin embargo también en Italia se dan situaciones negativas,rara vez a decir verdad, causadas
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principalmente por dos interpretaciones erroneas de las Olimpiadas Matematicas:

1) Las Olimpiadas Mateméticas son ante todo un divertimento . Hay personas a las cuales les
gustan las Matematicas y hay a quienes simplemente no les gugan las competiciones Matema-
ticas. Entre estos podria citar a algunos de mis colegas de departamento, todos investigadores
consolidados y de nivel 6ptimo. Por tanto, lo digo sobre todo por los estudiantes, si no se obtie-
ne buen resultado en las Olimpiadas esto no signi ca que no pu eden ser buenos matematicos en
el futuro, asi como tampoco esta escrito que un campeén nacianal de las Olimpiadas o alguien
gue haya obtenido la medalla del IMO tenga un futuro ya asegur ado como matematico. Puedo
citar algunos ex-concursantes pluri-medallistas a nivel i nternacional que después han escogido
ser médicos o cualquier otra profesién, pero que cuando pueden colaboran con la Comision
Nacional y contindan divirtiéndose con las Olimpiadas.

- Estoy de acuerdo contigo, las Olimpiadas no son un comdinie del futuro de los escolares y me
parece una buena idea subrayarlo.

2) Las Olimpiadas Matematicas son principalmente una diver sién. Sé que ya lo he dicho, pe-
ro es conveniente repetirlo e insistir en ello. Algunos doce ntes, poquisimos por fortuna, buscan
explotar las Olimpiadas para evaluar el aprovechamiento de los muchachos: en mi opinion, no
hay nada més equivocado. Los chicos a menudo se encuentran co que tienen que improvisar al
afrontar situaciones nuevas. Saber que vas a ser evaluado po el resultado de una competicién
te estropea la esta, creatension, te coarta la libertad y la diversién de intentarlo o experimentar.
jColegas ensefiantes, no cometais este error! Dejad que loshicos se diviertan, para los controles
hay otras ocasiones.

- Francesco, dado que las Olimpiadas suponen un divertonamiequipo, en cierto modo un juego
de competicidn, que requiere uso de la creatividad indivigaesarrollo de las capacidades personales
dentro del equipo, en tu opinién: ¢fomentan el aprendizaigborativo y la inteligencia entre pares?
¢Suponen, quiza en espiritu, lo opuesto a la idea de exameelmpque es propio de una sociedad donde
se compite por supervivencia, no por juego?

Para empezar quisiera precisar que las Olimpiadas son también una diversién en equipo.
Las competiciones individuales son el centro, el motor prin cipal del movimiento olimpico y es
através de las competiciones individuales como se realiza una primera seleccidn para conseguir
los seis que representaran a ltalia en el IMO y en otras competiciones internacionales (Romanian
Masters of Matematics, Balkan Matematial Olympiad, EGMO).

Las competiciones en equipo, por otra parte, estdn asumiendo una importancia cada vez
mayor y creo gque esto es un hecho positivo. Cada afio participan en la fase eliminatoria mas de
600 equipos. La fase eliminatoria se desarrolla en una veintena de sedes simultaneamente. De
estas un centenar de equipos accede a la nal nacional que se @sarrolla en mayo en Cesenatico
(en la costa del mar Adriatico, hacia el norte de Rimini, en la Emilia-Romafa) en la cual se
producen cuatro semi nales y una nal.

Quizas habras notado una contradiccion: las semi nales deb erian ser dos, jno cuatro! En
efecto, en el pasado eran dos, después el interés fue crecieto, asi como el nivel y el nUmero
de los equipos que participan, y con el tiempo las semi nales se convirtieron en tres, después
en cuatro. Mas que semi nales se trata entonces de una segunda fase de cali cacién real: la
fase nal nacional para los equipos que alberga una particip acion de casi 1.000 personas entre
estudiantes, acompafantes y equipos extranjeros.

Para una escuela organizar un equipo es mucho mas simple que @nstruir una buena indi-
vidualidad: es su ciente encontrar un maestro con un poco de pasién y construir un pequefio
grupo de una decena de muchachos; como en el fitbol, también aqui los estudiantes reservas
son importantes. A menudo sucede que una escuela prepara dos equipos, uno de titulares y
otro de jévenes dispuestos a tomar el relevo de quien se gradia. Algunas escuelas, en las que
hay muchos chicos interesados, también capacitan a 4 o 5 eqybos, si bien solo uno llega a la

Volumen VII, Namero 2, Oct'17, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemético‘| 117


mailto:herrera.rm@gmail.com

Rosa Maria Herrera Entrevista

fase nal.

Para obtener buenos resultados no es su ciente tener muchacos con una buena preparacion
matematica. La organizacion interna del equipo es importan te, he notado que muy a menudo
el trabajo interno de un equipo se desarrolla por pares: dos muchachos tratan de resolver juntos
un mismo ejercicio porque de esta manera se intercambian ideas y es mas dificil cometer errores.

Solo para hacer de nuevo una comparacion con el fltbol en el cual hay porteros, defensas,
centrocampistas y atacantes, también en los equipos matemdicos de buen nivel cada miem-
bro se especializa en algun sector (geometria, combinatora, algebra, teoria de nimeros) y con
frecuencia hay un “calculador” es decir una persona rapiday able en los calculos al cual los
demas le pasan ese trabajo. Quien se lo puede permitir ademastiene a un “Messi”, “Cristiano
Ronaldo” (o a cualquier otro, no nos decantamaos por ninguna p rimera gura en particular, ca-
da cual elige la suya) de la situacién o un organizador que hace de director distribuyendo el
trabajo a los demas segun la capacidad de cada uno y se pone a tabajar desde el principio en
los ejercicios que pueden marcar la diferencia.

Como ves se trata de un verdadero trabajo de equipo en el que cada uno desempefia su
tarea y el éxito del equipo depende también de cuanto los miem bros congenien entre si y sean
colaborativos. Desde el punto de vista didactico creo que un trabajo de grupo asi estructurado
es seguramente alentador.

Como dices, es cierto que nuestra sociedad es principalment individualista, como son las
pruebas examen, pero la vida no se acaba con un examen, con undicenciatura o con un di-
ploma. Esto solo es el inicio si se piensa bien. En el mundo deltrabajo todos tarde o temprano
nos encontramos formando parte de un grupo y debemos coordin ar la actividad propia para
alcanzar un n comdan.

Figura 3. Encabezamiento de una prueba.

Pensando también en el futbol, tengo en mente varios jugadores técnicamente buenisimos,
también italianos y espafoles, que habrian podido vencer mu chisimo pero que sin embargo se
han cedido a equipos menores porque no se adaptaban a trabaja grupalmente. Saber colaborar
es importante en cada ambiente; hablas de competencia para & supervivencia, pero estar habi-
tuado a trabajar en un grupo estructurado es seguramente un arma afiadida, no veo ninguna
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contradiccion.

- Estoy de acuerdo contigo una vez mas, no pretendia congade modo forzoso la competencia in-
dividual con el trabajo en equipo como aspectos de la misitidakexcluyentes “per se” forzosamente,
gueria destacar las contradicciones de las conductasesogisge tantas veces se trasmiten a la educa-
cién de los escolares donde, en no pocas ocasiones, sa foseptemia mas el individualismo que la
cooperacion racional y bien estructurada.

- Francesco, a continuacion seria interesante que noscase$ detalladamente cualquier aspecto
gue consideres interesante con respecto, por ejemplarenkcfon de los docentes que se ocupan de las
Olimpiadas, también seria muy Util y valioso que nos deial brevemente la estructura de las fases de
cuali cacién individual, y tal vez contaras con algun dééatdmo se desarrolla la fase nal; obviamente
también cualquier otro aspecto que tu consideres de infemés que los lectores adquieran una vision
global de las Olimpiadas Matematicas.

La organizacion de las competiciones es solo un aspecto, aumue sea el principal, del movi-
miento olimpico en Italia. Como te mencioné al inicio de la en trevista la base de los participantes
es muy ampliay difusa sobre todo el territorio. Las dos prime ras fases de cali cacion (de institu-
to y distrito) se desarrollan a mitad de noviembre y a mitad de febrero y utilizan un texto Gnico
nacional preparado por la Comision de la que formo parte. De e stos dos niveles de seleccion
salen los 300 nalistas nacionales.

Las personas clave de estos dos niveles de seleccion son los é&ponsables de Distrito de los
docentes de escuela que se ocupan de la gestion de su distrito Los Responsables de Distrito se
eligen entre las escuelas del distrito propio y se renuevan o con rman cada tres afios. Su tarea
es seleccionar los estudiantes que se admiten en el equipo dédistrito y sefialar en la Comision
Nacional a los estudiantes que participaran en la nal nacio nal. ¢Pero cuantos estudiantes se
admiten en la nal de cada distrito?

Primero de todo, visto que se trata de Olimpiadas, a cada distrito se le garantiza al menos
un representante en la nal. Por otra parte, los estudiantes medalla de oro (la medalla de oro
espera a 1/12 de los participantes por tanto mas o menos son 25 del afio precedente y que aln
no son diplomados se admiten por derecho en la nal. Para asig nar los puestos remanentes
con criterios de equidad tenemos en cuenta el nimero de escudas que participan y el puntaje
obtenido en la nal en los afios precedentes por los estudiant es de cada distrito y las cuotas se
asignan utilizando el algoritmo de Hondt. [https://en.wik  ipedia.org/wiki/D'Hondt_method].

El principio es similar al de cuotas de la UEFA o el nUmero de eq uipos que de cada nacién se
admiten en las copas europeas.

Este mecanismo estimula a los Responsables de Distrito a elgir al mejor de los muchachos
para la nal nacional para ganar o mantener la cuota y no perde r puestos para el afio siguiente.

Otro aspecto de este mecanismo perverso de cuotas es que caddistrito es estimulado a pre-
parar de la mejor manera a los chicos propios organizando cur sos de entrenamiento. Para hacer
eso solo sirven ensefiantes bien preparados. La Comision de &s Olimpiadas pone a disposicion
un cierto nimero de colaboradores (normalmente estudiante s universitarios ex-concursantes
de alto nivel) que cada afio recorren Italia para desarrollar talleres locales en los diferentes dis-
tritos. Las solicitudes siempre van en aumento y los recursos humanos desde hace algunos afios
se han vuelto insu cientes. La solucion ha sido tratar de for mar docentes de escuela voluntario-
sos (jpor fortuna hay muchisimos!) que proporcionan su cono cimiento y material para ponerlo
a disposicion de la organizacién de nivel de base sin pedir ay uda a la Comision.

Ademas desde 2009 existen los Encuentros Olimpicos [2], un &ller de 4 dias que normal-
mente se desarrolla en octubre, en la cual participan hasta 8 docentes. Tras ellos hay muchos
Responsables de Distrito pero también docentes que se aproxman por primera vez a las com-
peticiones matematicas. Todas las intervenciones se regiran por audio y video y se ponen a
disposicion en red, lo mismo que todo el material impreso dis tribuido. En la actualidad hay
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disponible aproximadamente 120 horas de video accesibles para todos, docentes y estudiantes.
La participacion no solo es gratuita para todos, sino que tam bién se cubren parte de los gastos
de alojamiento de los Responsables de Distrito que participan.

La fase nal se desarrolla a principios de mayo en Cesenatico y se trata de una verdadera
proeza para los miembros de la Comision. El viernes por la mafi ana se desarrolla la nal indi-
vidual. Después de comer sin embargo se desarrollan las cuatro semi nales para los equipos.
Al mismo tiempo Comisiones y colaboradores corrigen los 300 examenes elaborados por las
individualidades continuando sin interrupcion hasta que s e acaba el trabajo (a menudo hasta
la noche cerrada). El sdbado por la mafiana se celebra la nal por equipos que por tradicion
es tematica: el staff se viste con trajes inspirados en algura pelicula, dibujo animado o libro:
Reservoir Dogs (TarantinpfAlice in Wonderland Dragonbal| Star Wars Pirates of the Caribbean.

Después de comer, entrega de premios de los equipos y reuniones variadas con los Respon-
sables de Distrito, el domingo por la mafiana todo se concluye con la entrega de premios a las
individualidades.

Cada afio el cansancio es enorme, con la preocupacion de que tda la maquina organizativa
funcione bien, pero al mismo tiempo es muchisima la satisfaccion por el trabajo hecho.

- Francesco, los links a los videos que proporcionas a nedetitores (véanse las referencias) dan
una visién interesante y simpatica del ambiente en las Qhwlgis. Un ambiente entre festivo y épico,
esto Ultimo debido a la musica utilizada en el montaje. Restlenresultan muy motivadores para las
futuras generaciones de jévenes estudiantes.

Es verdad, jel espiritu es exactamente este! La nal naciond, sea individual o en equipo
se desarrolla en el mismo lugar y en los mismos dias (hay muchos chicos, tanto concursantes
individuales como miembros del equipo de su escuela). Hay ma s de 1.000 muchachos entre
alumnos individuales y de equipos, la atmésfera es la de una gran esta.

- Me ha llamado la atencion uno de los videos en que aparechigaaque dice mas o menos: “no me
gustan especialmente las matematicas pero si me gustagbtielambién me parece, en general, que hay
mas muchachos que chicas que participan. Quiza sea solmpresion, no sé ... {Como es la relacion
de las chicas con las Olimpiadas Matematicas?, ¢ estaresadas, les gusta competir?, ¢ participan con
un entusiasmo similar a sus colegas masculinos?

La impresion que has obtenido es exacta. Entre los participantes en la nal individual, las
chicas son siempre entre el 5y el 10 %, jpoquisimas! El problena no es solo italiano: Inglaterra,
Francia y varios paises del Este tienen mas o menos el mismo pacentaje. ¢ En Espafia como va?
¢ Tienes algun dato?

- Respondiendo a tu pregunta, me temo que el porcentaje afi&sp similar, solo una chica entre
los 10 nalistas del afio pasado, leo en las paginas o ci@dasiOlimpiadas, y no encuentro, aunque
busco, datos més alentadores.

La chica de la que hablas es una excepcion: normalmente a las bicas les gusta la matematica,
pero no se sienten atraidas por el desafio, la competicién y por tanto no participan incluso
aunque, quiza, son mejores que sus comparieros.

- ¢, Para afrontar esta situacion se ha tomado alguna meditlalienen particular, o dado que se trata
de un problema comun a todos los paises hay alguna inicativavimiento para animar a las chicas a
participar méas activamente en las actividades matem&ticas

Como te decia, en efecto el problema también se da a nivel internacional, hasta tal extremo
que por iniciativa de los ingleses, en 2012 nacié el EGMO https://www.egmo.org/, una com-
peticion europea reservada para las chicas. Espafia ha parttipado este afio (2016) por primera
vez. La esperanza es que, incluyendo a las chicas en un ambiete menos competitivo, con los
afios se apasionen un poco mas con el torneo y el porcentaje poo a poco se equilibre.

El problema es serio: los equipos que participan en el IMO, la fase internacional de las Olim-
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piadas, estan formados por 6 chicos o chicas. Los equipos queparticipan en el EGMO por el
contrario tienen solo 4 miembros. ¢ Por qué? Porque por otra parte, muchos paises, quizé inclu-
so Italia, no serian capaces de completar el equipo si no fuera mediante la colocacion de muchos
miembros de bajo nivel.

En la nal nacional de este afio han participado 17 chicas de 300 concursantes. Las 4 chicas
seleccionadas para la EGMO han ido bastante bien y han terminado en los 60 primeros puestos
de 300.

Después de ellas solo otras 2 han obtenido resultados su cientemente aceptables incluso
alcanzando un lugar cerca de la posicién cien, pero ya la séptima chica obtuvo solo 10 puntos
sobre 42 situandose en el lugar 179 de 300. No obstante 8 chicatienen menos de 6 puntos sobre
42.

- En mi opinidn, Francesco, quiza el secreto del menor éxilasdOlimpiadas entre las chicas esté en
su estructura, no sé explicarlo bien, y no me re ero absoletate al sexismo, eso seria una simpli cacién
muy boba, hoy en dia nadie duda de la capacidad de las chizaspensamiento matematico o cienti co,
lo que ocurre quiza (aunque no estoy segura) es que lastasagsique sustentan el mundo en general
casi siempre estan hechas sin haber considerado a lasydaE&impiadas no son una excepcion, no sé
si estoy expresando bien lo que quiero decir.

- Por eso tal vez no sea mala cosa pensar otro tipo de coléh@aequipo con algunos otros matices
(aunque no esté todavia clara la idea y la forma de llevaréba leay que hacer probar ensayo-error,
tal vez) que sirvan para potenciar cualidades que no sorabisuiales asociadas a la competicién en el
sentido mas antiguo de la palabra, por eso quiza el EGMO esemdbpmienzo, pero seguramente habra
que seguir experimentando en otras formas de implicadigeni@a, no sé si es una idea confusa.

Esta vez soy yo quien esta de acuerdo contigo. Te con eso que ka primera vez que escuché
hablar de las EGMO me quedé un poco perplejo. Si se hablase de fevantamiento de pesas” esta
claro que las chicas no pueden participar en la misma competicion que los muchachos, pero con
las matematicas no es el caso. Por tanto, ¢ son en realidad negsarias las EGMO? ¢, Serviran para
algo o llegaran a ser en realidad parte del problema? No sé regponder a estas preguntas pero
creo que hay que hacer una prueba. Mi experiencia es que las E®/O desempefian una funcion
de catalizador y que, tal vez tras 20 afios, una vez agotada su fincién, no seran necesarias y se
transformaran en un campeonato europeo (jque de momento no existe!) abierto a todos, chicos
y chicas.

En la competicién por equipos las chicas estan presentes en un porcentaje un poco mas
alto por tanto quizas tienes razon, las chicas agradecen mésel trabajo en colaboracion. Quizas
por ello, se nos pidié organizar una competicion para equipo s femeninos y hemos decidido
probar: la primera edicién seré el 20 de enero proximo. Los gr upos mejores accederan a la nal
nacional por equipos, en la cual participaran los equipos mi xtos. Tras algunos afios, cuando
haya elementos para evaluar, te contaré.

2. Elproyecto Angolo Acuto (Angulo Agudo): la historia de una
revista de juegos matematicos y el maestro italiano que la
Impulso

- Entre las actividades de preparacion de las Olimpiadasiryito a los lectores a examinar a través
de los links que aparecen en las referencias que envigd [[3][me interesaria que comentaras un poco
el proyecto Angolo Acuto, sobre todo porque me parece uoadisonita que muestra algunos aspectos
de la labor didactica de los maestros y profesores que wcesligren.

Angolo Acutoes un proyecto, no mio evidentemente, iniciado ya en 1949 por Giuseppe Spi-
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Figura 4. Una cubierta de la revista de didactica matemdfemolo Acuto”.

noso, un profesor que ensefiaba en una escuela de Pescara (régn de los Abruzos), ciudad
situada en la costa del mar Adriatico. En Italia ya en el 1800 existian algunas revistas de juegos
matematicos dedicados a estudiantes de la escuela secundaa (14-18 afios). Giuseppe Spinoso,
en su etapa de estudiante (1930-1935) participaba en los cocursos organizados en la revista y,
una vez se convirtié en ensefiante cre6Angolo Acutoque proponia problemas y publicaba las
soluciones de los mejores estudiantes. La revista se imprimia de modo artesanal en heliografia
en la terraza de su casay las copias se enviaban a mano por coro postal a quienes las pedian.
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En 1953Angolo Acutose convirtié en una columna de Archimede (Arquimedes), unar evista
de difusién nacional que todavia existe hoy, pero tras algun os afios se suspendid.

Mientras tanto Spinoso y su familia se mudaron a Florencia. L a publicacion se reanudé en
1970y continu6 hasta 1980 cuando Spinoso, ya pensionista, gspendio la publicaciéon.

Giuseppe Spinoso murio en 1982. Su mujer propuso al “Istitut o di Matematica” (Instituto
de Matematicas) instituir en memoria de su marido una compet icion de matematicas para los
estudiantes de la escuela superior.

Al afio siguiente se cred el Premio Spinoso, o sea la competicon matematica del Departa-
mento, que existe todavia hoy. La competicién es por tanto hija de Angolo Acutg con los afios
se haido transformando y el nivel de di cultad se ha elevadot ambién porque los participantes
cada afio son mejores.

Quizéa habras notado que en un link [1] de los que te he enviado h ay varios nimeros de
Angolo Acutoen formato pdf. La familia Spinoso regalé al Departamento de Matematicas una
coleccién completa de todos los nimeros publicados entre 1970 y 1980. A ratos estoy digitali-
zando todo el material. Los originales se imprimieron en cic lostil, una maquina usada en los
afios 70 y 80 para imprimir pasquines y folletos jtambién por g rupos revolucionarios e incluso
terroristas!, por tanto no se trata solo de hacer los escanea sin también de limpiarlos de todas
las manchas de tinta. Es un trabajo lento, poco a poco espero age llegaré al nal.

3. Comentarios nales

- El tema es apasionante y por mi parte podria continuar indlamente charlando con Francesco
desde su profundo conocimiento, entusiasmo e interés esumtoaal ser un gran conocedor podria
animar la lectura con anécdotas simpaticas, o profundizamdlos aspectos mas técnicos del proyecto,
en nenla losofia del mismo, para ello le emplazo amabléereenontinuar las charlas matematicas en
articulos sucesivos, como ya hemos hablado. Por mi parenmési que agradecerle la colaboracion y el
buen animo. Este didlogo que el lector encontrara en espaiietlidad es bilingle (italiano/espafiol) y
se ha desarrollado entre Florencia y Madrid.

- No sé si Francesco quiere afiadir algo mas, en ese casadeaimmgntinuar yo me despido aqui,
jhasta pronto!

Quisiera agradecer a Rosa la oportunidad que me ha dado de hablar de las Olimpiadas
Matematicas en ltalia. En realidad podria continuar hablan do de Olimpiadas todavia mucho
mas. Ocuparse de competiciones matematicas puede ser una teea agotadora, pero también
llena de satisfacciones no solo si se alcanzan buenos resuéidos internacionales, sino sobre todo
viendo que, en cada nivel, los muchachos se divierten y quiza un poco también se apasionan
por la materia. La colaboracién con Rosa, escribiendo cada wno en su propia lengua, ha sido
agradable e interesante, estoy seguro de que en el futuro enontraremos el modo de repetirla.
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