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Resumen

El objetivo de este trabajo es mostrar aplicaciones de un resultado de matematica
discreta. De esta forma, se pretende poner en practica un resultado puramente técnico a
una aplicacion real. A lo largo del articulo se enuncia y se muestra una sencilla e intuitiva
demostracion del Lema de Sperner. La cantidad de aplicaciones en las que se puede usar
este Lema es amplia y en este articulo nos centraremos en un ejemplo en el que se
profundizara con datos reales. Ademas, se sentaran las bases para generalizar a mas casos
de la vida real y empresarial en los que este Lema puede utilizarse, reflejando asi la
versatilidad y potencial de este resultado matemdtico. La aplicacion en la que nos
centramos estd relacionada con el reparto de habitaciones y la particion del coste total del
alquiler en una casa, es decir, la divisién justa de la renta. A través del Lema de Sperner, se
hallara de manera objetiva una solucién al problema (la solucién Optima dadas las
circunstancias) a partir de los propios criterios de los inquilinos.

Palabras Clave: Lema de Sperner, matematica discreta, optimizacién, division de la renta,
distribucién de tareas, toma de decisiones, democratizacion.

Abstract

The main goal of this work is to show some applications of a discrete mathematics
result. Through this paper a simple and intuitive proof of Sperner’s Lemma is given. There
are many different applications of this result; however, we are going to focus in a real
experience of a concrete case. Moreover, we will set the bases in order to extend the use of
this Lemma to other fields, as can be business management.

The example that we are analyzing in this paper involves fair rent division. In
particular, how to assign prices to rooms and those to tenants with a fix rent price. Using
Sperner’s Lemma, we will find an objective solution based in the criteria of the tenants
without negotiation involved.

Keywords: Sperner’s Lemma, discrete mathematics, optimization, rent division, tasks
allocation, decision-making, democratization.
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1. Introduccion

Los resultados matematicos mas potentes y profundos en muchas ocasiones son
ignorados por la amplia mayoria de la sociedad, e incluso por los especialistas técnicos.
Aunque éstos si usan las matematicas en su dia a dia, rara vez encuentran nuevas aplicaciones
de los resultados ya conocidos.

De igual manera, muchos de los investigadores en matematica pura no consideran otra
dimensién que la tedrica y no extrapolan sus resultados a la puesta en practica.

Esto, en ocasiones, ha supuesto una importante brecha entre los tedricos de las
matematicas y sus mas activos “usuarios” practicos (ingenieros, disefiadores, ...).

Es indiscutible la enorme aportacion de Leonard Euler tanto a la matematica tedrica, como
al desarrollo de las matematicas aplicadas a ingenieria, las turbomdquinas,... De hecho, el
primer trabajo por el que Euler fue reconocido fue acerca de la optimizacion de las velas de un
velero.

El mismo tuvo que enfrentarse a las criticas que recibié debido a la cantidad de tiempo
que dedicaba a trabajos exclusivamente tedricos cuya aplicacién parecia imposible, en
particular, en teoria de nimeros. La respuesta de Euler sefialaba que sélo era cuestién de
tiempo que se encontraran las aplicaciones a sus estudios tedricos, pues sus resultados estaban
cargados de futuro.

Tres siglos después, la Historia dio la razon a Euler cuando sus resultados en teoria de
numeros se convirtieron en fundamentales en el desarrollo de la criptografia.

La motivacion de este articulo es la de recortar esta distancia entre la teoria matematica y
sus aplicaciones practicas modelizando un caso real donde un resultado de matematica
discreta, el Lema de Sperner, se convierte en la llave fundamental que nos asegura la
existencia de al menos una solucién.

El principal interés es que esta solucion se determina en base a las prioridades de varios
sujetos, atendiendo a todos ellos y sin la necesidad de negociacidn, puede considerarse que el
Lema de Sperner se convierte en un mecanismo valioso en la aproximacién a la toma de
decisiones objetiva.

Esta es una herramienta que no estd limitada al caso principal que se propone en este
articulo. Nuestra intencién es la de ampliar el espectro de uso y dar al lector las herramientas
y condiciones necesarias para extrapolar su aplicacion a otros problemas de la realidad.

La obra de Francis Su sobre la division justa y, en particular, su articulo [7] son una pieza
clave para este trabajo. Ademas, este articulo ha sido posible gracias al excelso trabajo
realizado por distintos divulgadores cientificos que nos permitieron conocer esta aplicacién
del Lema, entre ellos destacamos: Mathologer ([4]) y PBS: Infinite Series ([5]).
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2. El Lema de Sperner

El Lema de Sperner es el analogo discreto del teorema del punto fijo de Brouwer, al que es
equivalente, ver detalles en [2].

A continuacién, vamos a enunciar el Lema de Sperner en el plano.
Lema de Sperner en el plano:

Dado un triangulo T subdividido en una cantidad arbitraria de subtridngulos, diremos que
tiene una coloracion de Sperner si los tres vértices de T (T1, T2y Ts) son de tres colores distintos
y todos los nodos que se encuentran en un lado comparten color con uno de sus dos vértices.
El resto de nodos que conforman los vértices de los subtriangulos de T pueden tener
cualquiera de los 3 colores.

Entonces, existe al menos un subtridangulo de T que tiene los tres vértices de colores
distintos. En particular, el nimero de subtriangulos que cumplen esta caracteristica es impar.

Demostracion

Dado el tridgngulo T con la coloracién de Sperner, sin pérdida de generalidad, elegimos dos de los
tres colores (C1 y C2). El lado que une los vértices con estos dos colores (T1-T2) contendrd n nodos cuya
coloracion solo puede ser C10 C.

Definimos como “portales” a los segmentos cuyos extremos sean C1-Cz2 6 C2-C1. Entonces el lado
T1-T: contiene un niimero impar de portales. Vamos a probarlo por induccién sobre los n nodos entre Tt
y Tz

O Caso n=1. El uinico nodo interior tendrd la coloracion Ci 6 Cs, sin pérdida de generalidad,
vamos a considerar que es Ca. El segmento que une ese nodo con el vértice de T que esti
coloreado con Ci serd el tinico portal en esa arista.

O Supongamos que es cierto para n. Veamos qué ocurre para el caso n+1. Esto es, incluir un nodo
mds en la arista T1-T.. Este nuevo nodo se ubicard en un subsegmento pudiendo ser éste un
portal o no.

En el caso de que ese subsegmento no sea un portal, esto es, los extremos (nodos) sean del
mismo color, si el nodo nuevo es de ese mismo color no se afiade ningiin portal nuevo. En el
caso contrario, generard dos portales nuevos. En ambos casos se mantendrd la paridad para los
n nodos (impar).

Si el subsegmento es un portal, esto es, los extremos son de diferente color, al afiadir un nodo
de cualquiera de los dos colores, dividird el subsegmento en dos, de forma que una mitad serd
un portal y la otra no. En cualquier caso, se mantendrd el niimero de portales.

Todo subtridngulo de T tendrd 0, 1 6 2 portales. Si tiene 0 portales diremos que es “innacesible”, si
tiene 2 diremos que es “de paso” y si tiene 1 que es “final”.

Todo subtridngulo “final” tiene sus tres vértices de colores distintos, ya que, al tener un portal,
tiene dos vértices C1, C2 y el tercero, necesariamente, es Cs.

Cada portal del lado T1-T: es lado de un tridngulo de paso o final. Si es de paso, su otro portal da
acceso a un nuevo tridngulo que también serd de paso o final. Esta cadena termina o bien en un
tridngulo final o saliendo por otro portal distinto de la arista T1-T2. En este tiltimo caso, se tendria un
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niimero par de portales que no llevan a un tridngulo final. Por lo tanto, como en el lado T:-T2 hay un
niimero impar de portales, el niimero de tridngulos finales en T es impar como queriamos demostrar,
pues, de existir tridngulos finales aislados (esto es, que no estén conectados mediante una cadena de
portales al lado T1-T2) siempre habrd una cantidad par de ellos.

Comprobemos esta tiltima afirmacion: Supongamos que existe un tridngulo final aislado (Ao). Por
ser final, tiene un portal, que compartird con el tridngulo adyacente por ese portal (A1). Como A1 tiene
un portal es de paso o final, si es final la cadena estd cerrada por dos tridngulos aislados y el niimero de
ellos en la cadena es par. Si por el contrario A1es de paso, su sequndo portal nos conducird a un nuevo
tridngulo Az, que de nuevo puede ser de paso o final, donde repetimos el razonamiento aplicado
previamente, si Az es final, hemos acabado, si por el contrario es de paso, iteramos de nuevo. Dado que el
niimero de subtridngulos es finito, esta cadena debe acabar, o bien en un tridngulo final aislado o bien en
el lado T1-Tz, lo que entraria en contradiccion con que el tridngulo inicial Ao es aislado. Por tanto, los
triangulos finales aislados estdn emparejados y su niimero es par.

Este resultado puede generalizarse para k dimensiones sustituyendo tridngulos por
simplices k-dimensionales. El enunciado y la demostracion de este Lema puede encontrarse en la
literatura, en concreto, proponemos las siguientes referencias: [3] y [6].

3. Aplicaciones

En esta seccién vamos a presentar un ejemplo practico y real en el cual este Lema nos
otorga una solucién en las condiciones deseadas. Ademas, veremos qué requisitos son
necesarios para poder aplicar este resultado.

3.1. Division justa de la renta

A continuacién, vamos a mostrar un uso concreto del Lema de Sperner a través del
ejemplo de la division justa de la renta visto con detalle en [6]. Ademads, vamos a aportar dos
casos reales en los que la division justa se ha llevado a cabo.

En ambos casos se pretendia encontrar la solucion al problema de la reparticion de
habitaciones en una casa de alquiler teniendo un precio fijo de alquiler por todo el inmueble.
En los dos ejemplos, hay tres inquilinos que, a través de sus criterios para escoger habitacion y
ponerle un precio en cada caso, conforman los datos necesarios para poner en practica el
resultado matematico.

Veamos el proceso de btisqueda de solucion, paso a paso. Para ello comenzamos con un
tridangulo T definido en el plano X+Y+Z=1 y con sus tres vértices en los puntos (1,0,0), (0,1,0) y
(0,0,1). Todos los puntos del triangulo y su interior tendran las tres coordenadas (x,y,z)
positivas o nulas y tal que x+y+z=1. A continuacion, se subdivide el triangulo en un niimero
determinado de subtriangulos. En ambos ejemplos hemos comenzado dividiendo cada lado
en 10 segmentos, lo que genera 100 subtridngulos equilateros iguales, como se muestra en la
siguiente ilustracién:
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Figura I: Tridngulo base subdividido.

El siguiente paso consiste en distribuir los nodos (66 en este caso) en tres categorias (O,%
y %) que corresponderan a los tres electores, de manera que todos los subtridngulos tengan
cada vértice de una categoria distinta.

AY
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Figura II: Tridngulo equilibrado con nodos en tres categorias.

Sobre esta base construiremos una coloracidon de Sperner que vendra determinada por las
elecciones de los tres electores. Para ello, cada elector elegira en cada uno de sus nodos (los de
su categoria) cudl es su opcidn favorita dentro de las opciones de ese nodo. Veamos esto mas
en detalle.

Cada uno de los nodos corresponde a una particién de la unidad (1=xt+y+z, donde (x,y,z)
son las coordenadas de ese nodo), que indicarian la proporcion de renta que corresponderia a
cada habitacién, lo que nos genera la siguiente tabla:

Volumen VIII, Niimero 2, Oct’18, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemdtico” | 73


mailto:susana.merchan1@upm.es
mailto:jsamuelrg@gmail.com

Susana Merchdn Rubira y José Samuel Rodriguez Garcia Investigacion

Tabla I: Tabla de nodos y sus particiones por categorias.

Q H1 H2 H3 +1m H2 H3 ¥r | H1 H2 H3

0 0 1 0 0,1 0,9 0 0,2 0,8

0 0,3 0,7 0 04 0,6 0 0,5 0,5

0 0,6 04 0 0,7 0,3 0 0,8 0,2

0 09 0,1 0 1 0 01 0 0,9
0,1 0,1 0,8 0,1 0,2 0,7 01 03 0,6
0,1 04 0,5 0,1 0,5 0,4 0,1 0,6 0,3
0,1 0,7 0,2 0,1 0,8 0,1 01 09 0
0,2 0,2 0,6 0,2 0 0,8 0,2 0,1 0,7
0,2 0,5 0,3 0,2 0,3 0,5 0,2 0,4 0,4
0,2 0,8 0 0,2 0,6 0,2 0,2 0,7 0,1
03 0 0,7 0,3 0,1 0,6 0,3 0,2 0,5
0,3 0,3 0,4 03 0,4 03 0,3 0,5 0,2
0,3 0,6 0,1 03 0,7 0 0,4 0 0,6
0,4 0,1 0,5 04 0,2 04 04 03 0,3
0,4 0,4 0,2 0,4 0,5 0,1 0,4 0,6 0
0,5 0,2 0,3 0,5 0 0,5 0,5 0,1 04
0,5 0,5 0 0,5 03 0,2 0,5 0,4 0,1
0,6 0 04 0,6 0,1 0,3 0,6 0,2 0,2
0,6 0,3 0,1 0,6 0,4 0 0,7 0 0,3
0,7 0,1 0,2 0,7 0,2 0,1 0,7 0,3 0
0,8 0,2 0 0,8 0 0,2 0,8 0,1 0,1
0,9 0 0,1 09 0,1 0 1 0 0

No obstante, estas particiones de la unidad son demasiado extremas e incluyen muchos
casos irrelevantes. Para que se cumplan las hipotesis del Lema, es necesario que tanto los
vértices como los nodos de los lados del tridngulo principal conformen una coloracién de
Sperner. Esto es:
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0 (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1), deben tener distinta coloracién, Cz, Cs y Cirespectivamente (o
Cs, Cry &)

0 Todos los nodos pertenecientes al lado que une (1,0,0) con (0,1,0) seran de un color
distinto a C1 (0 C2).

O Todos los nodos pertenecientes al lado que une (1,0,0) con (0,0,1) seran de un color
distinto a Cs (o C1).

0 Todos los nodos pertenecientes al lado que une (0,1,0) con (0,0,1) seran de un color
distinto a C2 (0 Cs).

Y, por lo tanto, solo se dara a elegir a los electores entre las opciones que corresponden a
dichos colores.

En el desarrollo practico que se muestra, se hizo una transformacion lineal para ajustar las
opciones con mas precision. Dadas las circunstancias, se asumié que nadie pagaria ni menos
de una cuarta parte ni mas de la mitad de la renta total. Por lo tanto, se hicieron dos
transformaciones, la reparametrizacion: [0,1] - E,ﬂ y el escalamiento al precio total del
alquiler (1300€) y se numeraron los nodos para mayor claridad. Ademas, se descartaron las
opciones previamente indicadas:

Tabla II: Tabla reparametrizada y numerada.
o HI H2 H3 <+ HI H2 H3 ZOH1I H2 H3

1| 325 325 650| 23| 325 3575 6i£5| 45| 325 390 585
2| 325 4225 5525| 24| 325 455 520| 46| 325 4875 48745
3| 325 520 455| 25| 325 5525 42255 47| 325 585 390
4| 325 6175 35%45| 26| 325 650 325| 483545 325 617,5
5|357,5 357,5 585| 27| 357,5 390 552,5| 493575 4225 520
6|357,5 455 487,5| 28| 357,5 4875 455| 50]|357,5 520 422,5
71357,5 552,5 390 29| 357,5 585 357,5| 51(3575 61745 325
8| 390 390 520 30| 390 325 585| 52| 390 357,5 5525
9| 390 4875 4225| 31| 390 4225 487,5| 53| 390 455 455
10| 390 585 325 32| 390 520 390 54| 390 5525 3575
11| 42255 325 5525| 33|4225 3575 520| 554225 390 487,5
124225 4225 455 | 34| 4225 455 422,5| 564225 4875 390
134225 520 357,5| 35| 4225 5525 325| 57| 455 325 520
14| 455 3575 4875| 36| 455 390 455| 58| 455 4225 4225
15| 455 455 390 37| 455 4875 357,5| 59| 455 520 325
16 | 487,5 390 4225| 38| 4875 325 487,5| 604875 3575 455
17 |487,5 48745 325| 39| 4875 4225 390 | 614875 455 357,5
18| 520 325 455| 40| 520 3575 4225| 62| 520 390 390
19| 520 4225 3575| 41| 520 455 325| 635525 325 4225
20|552,5 357,5 390 42| 5525 390 357,5| 645525 4225 325
21| 585 390 325| 43| 585 325 390 65| 585 3575 3575
22 | 6175 325 357,5| 44| 6175 35%5 325| 66| 650 325 325
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La tabla anterior se corresponde con la siguiente figura:

43

22
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Figura III: Tridngulo con nodos numerados.

A continuacion, cada elector selecciona su opcién favorita en cada uno de los nodos de su
categoria, y éste se colorea con la coloracion correspondiente a la habitacion elegida siguiendo
la siguiente correspondencia:

H1 H2 H3

Elector 1 . . .
Elector 2 * * *

Elector3+ + +

Figura IV: Coloraciones de las habitaciones

Obteniendo:
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Figura V: Solucién.
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En relacién a la solucién, el Lema nos asegura que existe al menos un tridngulo final, pero,
aun hay que interpretarlo, pues el triangulo viene definido por sus tres nodos:

Tabla 111: Informacion del tridngulo solucion.

Nodo H1 H2 H3

12| 4225 | 4225 455

36| 455 390 455

58| 455 422,5 | 422,5

Media | 444,17 | 411,67 | 444,17

Como se puede observar, se tiene que cada elector ha seleccionado una habitacion
distinta, pero los precios de cada distribucién (nodo) no son iguales. Una posible solucién es
realizar el promedio de los tres nodos (que coincidira con el baricentro del tridngulo solucién).

Otra solucion mas precisa consiste en tomar el subtriangulo soluciéon como triangulo
inicial (esto es, sus nodos seran (X,Y,Z)con X,Y,Z€ [0,1] y tal que X+Yy+2z=1, a través
de las transformaciones lineales que sean precisas) e iterar el proceso desde el principio,
dependiendo del problema a tratar, con una sola iteracion podria ser suficiente para llegar a la
solucion o se puede iterar tantas veces como sea necesario hasta aproximarse a un limite. Sin
embargo, en este caso se consider6 conveniente redondear (445 / 410 / 445).

3.2. Generalizacion

Como hemos visto en el ejemplo de la division justa de la renta, para poder aplicar el
Lema de Sperner necesitamos las siguientes hipdtesis:

O k+1 electores: Xj,..., Xx+)
O k+1 elegibles: Yi,..., Yo
0 Una constante K que vendra determinada por las condiciones del problema.

De esta manera, el Lema de Sperner nos devolvera:

O Una biyeccién entre los electores y los elegibles.
O Una distribucién de Pi que estaran asociados a cada par (X, Y) de la biyeccion anterior
y tal que K=P1+...+Pu).

Los electores son sujetos independientes, con criterios propios y activos en el proceso de
seleccién. Los elegibles son elementos pasivos a los que se les debe asignar un valor o un peso
que depende de los criterios de los electores. La constante K vendra determinada por las
condiciones particulares del problema y la solucién se compondra por la biyeccion y los pesos
(Pi) asociados.

Veamos un ejemplo de gestion de organizacidn, esencialmente distinto al de la renta:
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Supongamos que se cuenta con un presupuesto K para contratar a un niimero k+1 de trabajadores
que deben ocupar k+1 turnos de trabajo. El objetivo es encontrar una distribucion de salarios y turnos
teniendo en cuenta las prioridades y criterios de los k+1 trabajadores.

En particular, podria considerarse el problema para tres trabajadores en una empresa de
seguridad que tienen que cubrir las 24 horas en tres turnos de 8 horas. La empresa ha
destinado K miles de euros para pagar a estos tres trabajadores. El sueldo por el que cada
trabajador haria cada turno queda al criterio de cada uno. El Lema de Sperner proporcionara
una solucién compuesta por selecciones aceptadas por cada uno de los trabajadores.

4. Discusion

En esta seccion vamos a reflexionar sobre la aplicacion de este resultado tedrico, las
limitaciones que surgen con su puesta en practica, asi como el potencial que puede
desarrollar.

Vamos a profundizar mas en el caso de la renta, que es para el que lo hemos aplicado en
una experiencia real. Aqui se ha mostrado solamente una de las tres hipotesis que se
consideraron. Esto se debe a que el domicilio sobre el que se estaba aplicando contaba con
cuatro habitaciones, donde la eleccion del salén no estaba definida a priori, lo que abria tres
posibles caminos puesto que una de las habitaciones se descarté como salén. La modelizacién
mostrada fue la misma para los tres casos y por ello solo se han mostrado los datos de una de
ellas.

En esta puesta en practica nos hemos dado cuenta de que el Lema de Sperner ha ayudado
a descartar dos de esas tres hipotesis (caso I y caso Il en la figura VI) al devolver soluciones
mucho menos atractivas para los implicados que la del caso II. A continuacion, se muestran
los tres grafos de las tres hipotesis que se consideraron (se descartd que el salon fuera la
habitacion amarilla) con las respectivas soluciones sefialadas.

Caso Caso II Caso III

o/ \
0/ NS/ \as
u/\/ \7/ \2

A TATATAY

W/ N/ N NN NS

Figura VI: Soluciones de las tres hipdtesis del caso prictico junto a un boceto de la casa.
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La experiencia practica indica que, aunque exista una solucién tedrica, esta puede ser
insatisfactoria, pues si bien las tres hipodtesis tienen solucién, en los dos casos en los que la
habitacion verde entra en juego, esta es muy poco valorada. Esto lleva a una distribucién muy
desequilibrada que no satisfacia a ninguno de los electores. En la Figura VI se puede observar
que el caso II (aquel que no considera la habitacién verde como elegible) es el que tiene el
subtriangulo solucién mas centrado, lo que se traduce en una distribucién mas equilibrada. El
hecho de que al obtener una solucién esta no sea aceptada por los interesados puede estar
indicando que no hay una solucién factible, es decir, el lema nos asegura que existira una
solucion incluso cuando no haya ninguna que satisfaga a todos los electores.

Ademas, la propia coloracion del grafo, en base a las selecciones de los electores, ofrece
informacion sobre preferencias, prioridades y criterios en relacion a los elegibles. Podemos
observar, por ejemplo, cdmo las habitaciones roja y azul son claramente dominantes si la otra
no estd disponible, asi como la habitacion verde es completamente indeseable. Lo interesante
de esta informacidn es que esta creada a través de la opinion independiente de los electores, e
integra los criterios particulares sin la necesidad de negociaciones.

Este ultimo punto es clave en su potencial aplicacion a la gestiéon de organizaciones. La
posibilidad de obtener propuestas de soluciones ante problemas que afectan a distintos
sujetos, teniendo en cuenta los criterios de todos y cada uno, pero excluyendo la negociacion,
tiene la capacidad de reducir los tiempos de decision, asi como los costes derivados de dicha
gestion o la arbitrariedad que se puede desprender de las decisiones tomadas por un comité o
un individuo.
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