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Resumen

El objetivo de este articulo de divulgacién es presentar una resefia histérica de la evolu-
cién de la Teoria de Ntmeros y de su importancia actual para la Matematica y las Ciencias.
Estd dirigido a una amplia audiencia; en el caso de los mateméticos expertos esperamos que
la informacién brindada sirva como un complemento a la formalidad: teorema - prueba y en
el caso de los cientificos una ilustracién de la fascinacién humana por los niimeros.
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Abstract

The objective of this divulgation paper is to present a historical overview of the evolution
of Number Theory and its current importance for Mathematics and Science. It is directed at
a wide audience; in the case of the mathematical experts we hope that the information provi-
ded serves as a complement to the formality: theorem - proof and in the case of the scientis
an illustration of human fascination with numbers.

Keywords: Applications of Number Theory, History of Number Theory.

1. Introduccion

La utilidad de la Matemaética se ha convertido en una exigencia social. Para muchos la Ma-
tematica sin aplicacién es pérdida de tiempo. Sin embargo, un vistazo a la evolucién de la Ma-
tematica deja en evidencia que la interrelacién de ésta con las Ciencias no es tan simple como:
Matemadtica creada-Matematica aplicada. En muchos casos los cientificos no han contado con
una teoria matematica que facilite y fundamente sus logros. De igual forma, muchos resultados
matematicos permanecen en el plano teérico sin ser de utilidad alguna para el desarrollo de las
Ciencias. En este contexto contrastante, hay un ejemplo fascinante: La Teoria de Niimeros. La
Aritmética o Aritmética Superior como se le conocia antiguamente a la Teoria de Nuimeros, era
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el paradigma de la belleza y de la pureza de la Matematica. Aunque es posible distinguir acon-
tecimientos aislados que ilustran la aplicabilidad de la Teorfa de Ntimeros, es justo reconocer
que la importancia de esta disciplina como una herramienta para las Ciencias se inicia a media-
dos del siglo XX y que los avances informaéticos y tecnoldgicos son un catalizador determinante
para esta transformacion.

2. Origenes de la Teoria de Ntiumeros

Como toda actividad humana antigua, resulta imposible establecer con certeza los origenes
de la Teorfa de Ntimeros. Las fuentes histéricas sélo nos permiten formular algunas conjeturas
que no necesariamente cuentan con una amplia aceptacién. El hueso de Ishango, peroné fésil de
un babuino descubierto por Jean de Henizelin en 1960 en una zona préxima a la naciente del rio
Nilo, data de 20 000 afios y es la pieza méas antigua con informacién de actividad humana de la
que se tiene constancia [19]. En el hueso de Ishango aparecen unas series de muescas dispuestas
en columna, que son prueba del desarrollo de las nociones de ntimero y de conteo. Una de estas
columnas muestra la sucesiéon de ntiimeros 11, 13, 17 y 19, todos ntimeros primos. Para algunos,
esto es una evidencia de que el hueso de Ishango no sélo era un registro o instrumento de
conteo y que para entonces el hombre ya habria desarrollado la idea de divisibilidad, concepto
fundamental de la Teoria de Ntmeros.

La tablilla Plimpton 322, atribuida a la civilizacién babilénica, fue hallada en el desierto
de Irak y se supone que fue escrita alrededor del afio 1800 antes de Cristo [16, 20]. La tablilla
contiene un arreglo rectangular de quince filas y cuatro columnas. Salvo algunos errores, en
cada fila el cuadrado del numero en la tercera columna menos el cuadrado del niimero en la
segunda columna es un cuadrado perfecto. Por lo tanto, se puede afirmar que se trata de una
lista de quince ternas pitagoéricas, once de ellas correctas. Se desconoce el método empleado para
la generacion de estas ternas, pero dada la cantidad y la magnitud de los valores es asumible el
uso de un procedimiento que implica el conocimiento de relaciones numéricas més alla de las
operaciones aritméticas bdasicas. Recientemente [16], se ha establecido que la tablilla Plimpton
322 es una poderosa tabla trigonométrica basada en razones exactas. En su obra Los Elementos,
Euclides establece propiedades bésicas de la Teoria de divisibilidad y con esto se inicia el estudio
formal de las ideas teérico-numéricas. Podemos sefialar los tres siguientes resultados como los
grandes logros de Euclides en Teoria de Ntimeros [1, 17].

= Describir un algoritmo para determinar el médximo comun divisor de dos niimeros dados.
Proposiciones 1y 2 del Libro VII de Los Elementos.

= Demostrar la infinitud de los ndmeros primos. Proposicién 20 del Libro IX.

= Establecer condiciones suficientes para que un niimero par sea perfecto. Proposicién 36
del Libro IX.

Diofantos es otro de los mateméticos griegos con notables logros en la Teoria de Ntimeros
[18]. Su obra Aritmética es de importancia trascendental en el desarrollo de la Matemaética. Para
Diofantos era de particular interés determinar las soluciones enteras de ecuaciones algebraicas
con coeficientes enteros y sus aportes en este tema son el origen de la Teoria de ecuaciones dio-
fanticas, una de las ramas de investigacion mds activa de la Teoria de Ntmeros. Hay evidencias
de que Diofanto conocia algunos resultados que hoy son considerados cldsicos en la Teoria de
Ntmeros como el Teorema de los cuatro cuadrados, demostrado por Lagrange en 1770, casi
2000 afios después.
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3. Desarrollo de la Teoria de Numeros

Después de Diofanto, la Teorfa de Ntimeros no registra grandes avances. Aportes de las ci-
vilizaciones orientales resultan los mds notables. Tal vez, lo mas importante en este contexto es
el llamado Teorema chino de los restos, encontrado por primera vez en un tratado matemaético
del Siglo III titulado Sun Zi Suan jing(Manual matemético de Sun Zi [11]). Se supone que pro-
piedades de las congruencias lineales fueron empleadas para la elaboracién de calendarios [13].
A finales del Siglo XII, Leonardo de Pisa, mejor conocido como Fibonacci, se convierte en el
pionero de la transferencia de conocimientos e ideas de Oriente a Occidente y ademds revive
el interés en la Teorfa de Ntumeros. Aunque la famosa sucesién de Fibonacci es tema relevante
tanto en el sentido tedrico como practico, podemos considerar su Liber Quadratorum como un
hito entre Diofantos y Pierre de Fermat. En Liber Quadratorum, Fibonacci desarrolla métodos
originales para establecer identidades que involucran suma de cuadrados y resolver, para nu-
meros racionales, ecuaciones y sistemas de ecuaciones algebraicas. En efecto, el problema de
encontrar un nimero natural # tal que n*> 4+ 5y n? — 5 sean ambos cuadrados fue propuesto a
Fibonacci por Johannes Palermo para poner a prueba su talento matemaético. La consideraciéon
de este problema, y otros relacionados, motivé a Fibonacci a escribir su Liber Quadratorum [15].
Luego de Fibonacci,la actividad teérico-numérica conocida decrece y se retoma al inicio de la
era moderna con los aportes de Pierre de Fermat quien inspirado en la Aritmética de Diofantos
estableci6 la corriente de investigacién en Teoria de Nimeros. Sus aportes son numerosos, para
destacar algunos podemos citar: El método de descenso infinito y el llamado primer Teorema
de Fermat. Ha sido ampliamente difundida la historia de las anotaciones hechas por Fermat
al margen de su ejemplar de Aritmética de Diofantos, a través de las cuales se conocieron sus
grandes ideas y logros. En una de esas anotaciones, Fermat declara la no existencia de enteros
positivos x, y y z que satisfagan la ecuacion x" + y" = z" si n es un entero mayor que 2, y
asegura tener una prueba maravillosa de esta afirmacién, conocida desde Euler como el Ultimo
Teorema de Fermat. No se puede asegurar la existencia de la anunciada prueba de Fermat, y
la elaboracién de una prueba se convirtié en uno de los problemas méas atrayentes de la Mate-
matica [22]. En el afio de 1995, mds de 300 afios después de Fermat, la comunidad matematica
reconoce a Andrew Wiles el haber demostrado el Ultimo Teorema de Fermat [27].

A pesar de la importancia de los resultados de Fermat, la Teorfa de Ntimeros no atrajo la
atencion de los matematicos. Esta apatia se extendié por casi un siglo y terminé con los aportes
de Euler quien, motivado por Goldbach, se interes6 intensamente en los trabajos de Fermat [26].
La profundidad y belleza de los resultados teérico-numéricos de Euler captaron la atencién de
destacados matematicos como Lagrange, Legendre y Gaufs.

Con Disquisitiones Arithmeticae de Gaufs, la Teoria de Nimeros, la Reina de la Matematica,
como la llamé el propio Gausfs, se consolidé como un drea de interés en la investigacién matema-
tica relacionada con Geometria, Algebra y Anélisis. A partir de entonces, la Teoria de Ntimeros
es una de las dreas mds activa, pero atin portaba su habito de pureza y se mantenia ajena al “im-
puro mundo de las aplicaciones” [8]. Durante el Siglo XIX, se obtienen logros trascendentes.
Dirichlet en 1835 demuestra el Teorema de nimeros primos en progresiones aritméticas. Ha-
damard y de la Vallée-Poussin demuestran, independientemente, el Teorema de los Ntimeros
Primos que habia sido conjeturado por Gaufly Legendre [12]. El Siglo XX es una época de oro
para la Teoria de Ntimeros, para muchos resultados fundamentales se obtuvieron grandes avan-
ces e incluso demostraciones definitivas. Hilbert demuestra la conjetura de Waring, Vinogradov
prueba que todo ntimero impar suficientemente grande es suma de tres primos y Chen prueba
que todo ntimero par suficientemente grande es suma de dos primos o suma de un niimero
primo y un semiprimo (producto de dos primos), dos resultados estrechamente relacionados
con las Conjeturas de Goldbach. Wiles prueba parcialmente la Conjetura de Shimura-Taniyama
y con esto el Ultimo Teorema de Fermat. Para el logro de estos y otros avances fue necesario
el desarrollo de nuevos enfoques y nuevas teorias, asi la Teoria de Ntmeros se ramifica, pro-
fundiza sus conexiones con otras disciplinas y se consolida como un area de intensa actividad
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investigativa. Durante los inicios del siglo XXI se producen resultados impactantes: Agrawal,
Saxena, y Kayal presentan un algoritmo de primalidad incondicional, deterministico de tiempo
polinomial, Preda Mihailescu prueba la conjetura de Catalan, Green y Tao demuestran que la
sucesién de nliimeros primos contiene infinitas progresiones aritméticas de longitud arbitraria,
Zhang demuestra que existe una constante H tal que existen infinitas parejas de ntimeros pri-
mos cuya diferencia es a lo mas H, el resultado mds importante relacionado con la conjetura
de los primos gemelos [28] y en enero de 2014, Helfgott anuncia una prueba de la conjetura
ternaria de Goldbach: “Todo niimero impar mayor que 5 es suma de tres ndmeros primos" [10].

4. Las aplicaciones de la Teoria de Ntimeros

G.H. Hardy, uno de los mads influyentes matematicos ingleses, se opuso firmemente al uso de
la Matematica con fines militares y bélicos, se declaraba un matemético puro y sefialaba como
ejemplo de pureza a la Teoria de Ntimeros y a la Teoria de la Relatividad [9]. Sin embargo en los
tiempos actuales, la sentencia

No hay rama de la Matemdtica, por abstracta que sea, que no pueda algiin dia aplicarse a los
fendmenos del mundo real

atribuida a Lobachevski se hace evidente y ubica en un nivel anecdético la opinién de Leonard
Dickson, prominente teérico-numérico del Siglo XX, quien afirmé:

Gracias a Dios, la Teoria de Niimeros no estd manchada por las aplicaciones.

Aunque resultados tedrico-numéricos hayan sido efectivamente aplicados antes [5, 14], po-
demos aceptar que el desarrollo de la Criptografia de clave ptiblica en los afios setenta del Siglo
XX marca el inicio de la Teoria de Ntmeros como Ciencia Aplicada [7]. Las transformaciones
tecnolégicas han afectado en gran medida las formas de comunicacién humana y modificado
nuestros modos de vida. Uno de los aspectos méds importantes en este contexto es la proteccion
de la informacién y de datos, y la Teoria de Ndmeros ha sido aplicada en Criptografia y Teoria
de Codificacién, herramientas fundamentales para las comunicaciones modernas. El valor prac-
tico de la Teoria de Ntimeros no se limita a estos &mbitos, y posiblemente esta sea la concepcion
generalizada. En la siguiente seccién nos ocupamos de esta tematica.

5. Otras aplicaciones

La Teoria de Ntuimeros, de forma tal vez inesperada, ha sido relacionada con otras areas
de la Matematica y las ciencias y, ha encontrado aplicaciones en dreas como Fisica (mecanica
cudntica, estado de la materia, difraccién), Biologia (morfologia de plantas y animales, procesos
evolutivos), Quimica (electronegatividad, estructura atémica, iteracciéon covalente, quiralidad
molecular), Comunicacién (codificacién, criptografia), Actstica (arquitectura actstica y dise-
fio de sonares y sintetizadores de voz), Musica ( variaciones ritmicas y sistemas de afinacién),
Disefio grafico (imdgenes computarizadas) [24]. A manera de ilustracién, describimos una apli-
cacién a la actstica y su relacién con la mecanica cuantica.

5.1. Raices primitivas y Actstica

En esta secciéon presentamos una aplicacion del concepto tedrico-numérico de primitiva a
la Acdstica, en particular al disefio de las salas de concierto. Para un tratamiento completo de
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este tema ver [24]. Sean un nimero primo p y un entero g. Decimos que ¢ es una raiz primitiva
moédulo p, o simplemente una raiz primitiva de p, si p — 1 es el menor entero positivo tal que

gP 1 = 1(mod p)

En lo sucesivo, g es una raiz primitiva de p. Si a es un entero no divisible por p, entonces
existe un tinico entero k, 0 < k < p tal que

a = ¢(mod p)
Consideramos, la sucesién de ntimeros complejos

a, = >8P

Esta sucesion es periddica con periodo p — 1 y todos sus términos son de médulo 1. La
sucesion {c, } de correlacion periédica se define por:

p—2
Cn = Z Ailitn
i=0

Resulta que
p—1 sin=0(modp—1)
cn =

-1 sin #0(modp—1)

Si consideramos la Transformada discreta de Fourier de {a, }

P*2 2mikn
Ay = Z ae Pl
k=0

y aplicamos lo obtenido para {c, } nos queda

, 1 sin=0(modp—1)
[ An]” =
p sin#0(modp—1)

Decimos que la sucesion {a,} tiene un espectro de potencia plano. Este tipo de sucesiones
han encontrado importantes aplicaciones en Fisica y a continuacién discutimos una aplicacién
en Acustica. Es conocido que las salas de conciertos en las que las ondas de sonido viajan late-
ralmente tienen un sonido superior que aquellas en las que el sonido sélo llega de la direccién
frontal, como es el caso de las salas modernas con techos bajos. La alternativa para estas salas
es modificar el disefio de los techos de manera que el sonido que viene desde el escenario se
redirija en todas las direcciones, excepto en direccién especular. Este efecto se consigue en una
superficie dura con ‘entrantes” de diferentes profundidades d;,. Por reflexién , la fase de una

onda normalmente incidente cambia por 4d,7t/A donde A es la longitud de onda. Si las pro-

n
fundidades cumplen d,, = %)‘% donde p es un ntimero primo, ¢ una rafz primitiva de p y g"

el menor residuo modulo p, entonces la onda reflejada tiene amplitudes complejas ¢>78"/ 7, jus-
tamente la sucesién de espectro de poder plano considerada anteriormente. Si la distribucién
espacial de las amplitudes de ondas a lo largo de superficies planas tiene espectro de potencia
plano, entonces las intensidades de las ondas dispersadas en distintos érdenes de difraccién
serdn iguales y con esto se mejora la actistica de las salas de concierto
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5.2. La hipétesis de Riemann

A continuacién presentamos, muy sucintamente algunas de las ideas fundamentales de la
férmulacién de la hipétesis de Riemann.

Para gran parte de la comunidad matematica el mayor desafio actual es demostrar la hipé-
tesis de Riemann, de la cual damos a continuacién una breve descripcién. Riemann, en 1859, en
su histérica y tnica publicacién sobre Teoria de Ntumeros, Uber der Anzahl der Primzahlen unter
einer gegebenen Grosse [23], formula su conjetura, hoy llamada la hip6tesis de Riemann, que per-
mitirfa explicar la distribucién de los nlimeros primos. La parte central del referido articulo, es
la llamada funcién zeta de Riemann, definida por la serie

(=1 o

La funcién asi definida es analitica en el semiplano {s € C : Re(s) > 1} y Riemann probé
que puede ser extendida a una funcién meromorfa en todo el plano complejo, con un polo de
residuo 1 en s = 1. La extensioén se obtiene a través de la ecuacién funcional

7(s)I(s/2)m*> = 7(1 —s)T (1 ;s) P

Riemann demuestra que con excepcion de los ceros triviales: los pares negativos, los ceros
de la funcion  estdn contenidos en la regién 0 < Re(s) < 1, que se distribuyen simétricamente
en torno a la recta Re(s) = 1/2 y afirma que es muy probable que todo los ceros no triviales de
{ tengan parte real 1/2. Hasta aqui, s6lo Andlisis complejo y nos preguntamos, ;y la Teoria de
Numeros? Veamos: Riemann considera 7(x) definida, para x > 1, como la cantidad de nimeros
primos menores o iguales que x y la funcién J, definida para x > 1, por

y prueba que

donde y es la funcién de Mobius, definida por:

1 sin=1.
u(n) = { (=1)F sinesproducto de k primos distintos.
0 si n es divisible por un cuadrado.

A partir de la relacién establecida por Euler:
o9 =11 (1=5=)
pelP L—p7s
donde P es el conjunto de los ntimeros primos, obtiene

, , o0 dt
@) = Lix) = LI = In(2) + HE—1)In(t)
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donde la suma es sobre los ceros no triviales p de { y

, x o dt
Lz(x):/o m

De esta forma Riemann establece una relacion entre la distribucién de los ntimeros primos y
los ceros no triviales de la funcién { en el plano complejo. Riemann reconocié la importancia de
dar una prueba rigurosa a su conjetura, que hizo en vano ligeros esfuerzos por una prueba pero
que dej6 de lado pues no parecia relevante para el préximo objetivo de su investigacién [23].
Si Riemann hubiese probado su hipétesis, hubiese hecho realidad el Teorema de los Ntimeros
Primos :

mt(x) ~ Li(x)

El suenio de Gauf, su maestro [6].

5.3. La Hipétesis de Riemann y la Fisica

La importancia de dar una prueba o un contraejemplo a la Hipétesis de Riemann ha motiva-
do a muchos mateméticos y no son pocos los que aseguran tener la solucién pero actualmente
se considera un problema abierto. Los intentos de demostracién han generado sorprendentes
conexiones con otras disciplinas, en particular la generada a partir de la conjetura de Hilbert-
Polya. Hilbert y Pélya de forma independiente, sugirieron que para demostrar la Hip6tesis de
Riemann bastaba mostrar que las partes imaginarias de los ceros no triviales de la funcién ¢
son el espectro de un operador autoadjunto. Evidentemente, la construccién de un tal operador
no parece inmediata, pero formula una propuesta que establece una conexién con la Mecénica
cudntica[16]. Concretamente, el operador es de la forma 1/2 + iH, donde H es el halmitoniano
de una particula que se mueve bajo la accién de un potencial V . La Hipétesis de Riemann es
equivalente a cada una de las afirmaciones: H es hermitiano, V' es real [21]. En marzo de 2017,
Bender, Brady y Miiller anunciaron la construccién de un operador hermitiano cuyo espectro,
de darse ciertas condiciones, coincide con los ceros no triviales de la funcién zeta de Riemann
[3]. Esto puede ser interpretado como un paso importante, no obstante no todo esté dicho; falta
probar que en efecto las supuestas condiciones se cumplen y que el operador es autoadjunto,
ademads de considerar la polémica surgida en torno a los argumentos analiticos de este enfoque,
[2,4].

6. Conclusiones

La Teoria de Ntimeros es una de las disciplinas matemadticas mds antiguas, que experimenté
largos periodos de letargo. A partir de Fermat y gracias a los aportes de grandes matematicos,
la Teoria de Ntimeros es una de las dreas de mayor actividad. Por muchos afios, era considerada
el paradigma de la Matematica pura, ajena a cualquier relacién con la cotidianeidad y los pro-
blemas reales. Durante los afios setenta del Siglo XX se inicia un movimiento que muestra otra
cara de la Teorfa de Ntimeros. Los métodos modernos de la Criptografia y de la Teorfa de Codi-
ficacién, indispensable para las nuevas formas de comunicacién e intercambio de informacién
confidencial, se fundamentan en propiedades de los niimeros naturales, y estas aplicaciones se
extienden a otras dreas como Actstica, Biologia, Quimica, Musica entre otras. En particular es
notable la relacién existente entre la funcién ¢ de Riemann y algunas éreas de la Fisica [25].
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