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Resumen

En este articulo consideramos la suma de ];zotenc1as de los primeros n enteros positivos
impares, Ty (n) = 1¥ + 3K 45 + ... 4 (2n — 1)k, donde n y k son enteros no negativos, y de-
rivamos una férmula polin(’)mica para Tk( ) que es vélida para todo k > 0, en contraste con
otras representaciones polinémicas que solo se aplican para k impar o para k par.

Palabras Clave: Numero impar, suma de potencias de enteros, férmula polindémica, coefi-
cientes binomiales, niimeros de Bernoulli.

Abstract

This paper presents a simple approach to obtaining a un1f1ed lyolynomial formula accoun-
ting for the sums of powers of the first n odd integers, Tj.(n +3F 45k (2n— 1)k,
where n and k are nonnegative integers. Our polynomial formula for Ty(n) applies to any
k > 0, in contrast with other polynomial representations specialized to the case where k is
odd or even.

Keywords: Odd number, sums of powers, polynomial formula, binomial coefficients, Ber-
noulli numbers.

1. Introduccion

En este articulo vamos a considerar la suma de potencias de los primeros # enteros positivos
impares

Ti(n) =

i

2i -1 =143 55+ (2n - 1)k,
1

n
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donde k =0,1,2,3,... . (Por convencion, tomamos Ty (0) = 0 para todo k). Una propiedad fun-
damental de T (1) es que, para k impar, k =2p —1(p = 1,2,3,...), Tpp_1(n) puede expresarse
mediante el polinomio par en n [12, Teorema V]:

P
sz,l(n) = Z Ep,rnzrr (1)
r=1

mientras que, para k par, k = 2p (p = 0,1,2,...), Tpp(n) puede expresarse mediante el polino-
mio impar en 7 [12, Teorema VI]J:

p
Top(n) = Y Fp,m* )
r=0

donde E,, y F,r son coeficientes racionales independientes de n. Dichos coeficientes vienen
dados explicitamente por [3]

1 (2p\ 2p—1
Ep,rzﬂ(zr)(zr—zp )Bop-2r, T=12...p, ®)
y
_ 1 2p+ 1N\ hori1 o2p _
Pp,,_sz(ZrH)(z 2%)By, o, 1=0,1,2,...,p. @)

En las ecuaciones (3) y (4), (’Z) denota un coeficiente binomial, y los By’s denotan los ntiimeros
de Bernoulli By =1, By = —1/2, B, =1/6, B3 = 0, B4 = —1/30, etc., los cuales satisfacen que
Boiy1 = 0 para todo k > 1 (véase, por ejemplo, [1, 4]). Los niimeros de Bernoulli se pueden
definir a través de la funcién generatriz exponencial

t otk
=Y B.—, (|t| <2n),
1 = LB (<2

0, de manera equivalente, mediante la ecuacién de recurrencial

1 & (k+1
By k+1]§3( ; )B], k>1, con By =1

Notese, incidentalmente que, para p = 1, de las ecuaciones (1) y (3) obtenemos la identidad
bien conocida

Ti(n) =1+3+5+-+(2n—1) =n%

Afiadimos, por otra parte, que Ti(n) se puede expresar alternativamente en funcion de las
sumas de potencias de enteros, Sg(1n) = 1¥ + 2k + 3k ... 4+ 1k, como

Ti(n) = Si(2n) — 28Si(n). ®)

Desde un punto de vista tedrico, 16gico, e incluso estético, seria deseable el disponer de una
férmula unificada para Ty (n), valida para todo k, y polinémica en n. En este articulo vamos a
proporcionar una féormula de esta naturaleza. Especificamente, en la seccién 2 probaremos el
siguiente teorema.

1 Existen asimismo férmulas explicitas para los ntimeros de Bernoulli. Véase, por ejemplo, el articulo de Gould en

6.
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Teorema 1. La suma de potencias de los primeros n enteros positivos impares Ty(n) admite la si-
guiente representacion polindmica:

k+1

Ti(n) =Y Timn', k>0, (6)
r=1
donde los coeficientes Ty , vienen dados por
k+1 zj—l k ]
Thr=), — Bi_ =12,...,k+1 7
AN B -

En este punto es conveniente declarar lo siguiente con respecto al Teorema 1. En el curso
del estudio y/o consulta de diversos articulos y otras fuentes bibliograficas sobre la suma de
potencias de enteros, el presente autor no ha localizado ningtin resultado analogo al Teorema 1
(es decir, un resultado que proporcione la férmula polindmica (6) con los coeficientes Ty, dados
por (7)). Por supuesto, esto no significa que dicho teorema no exista o que, en su caso, no haya
sido publicado en la literatura con anterioridad. Ademas puede ocurrir que exista un resultado
mas general que incluya al Teorema 1 como caso particular. En cualquier caso, sea o no inédito,
en la seccién 2 ofrecemos una demostracién independiente de dicho teorema.

Como quiera que las ecuaciones (1), (2), y (6) se refieren al mismo objeto matematico, Ty(n),
es evidente que la férmula polinémica (6) es equivalente a la férmula polinémica (1) [(2)] cuan-
do k es impar [par]. En la seccién 3 utilizaremos este hecho para establecer una identidad (pre-
sumiblemente nueva) que involucra a los ntimeros de Bernoulli (véase la ecuacién (16)).

2. Férmula polinémica para T (n)

Para probar el Teorema 1 nos apoyamos en el siguiente lema.

Lema 1. Ty(n) se puede expresar en la forma:

To(n) = @0+ DT 1(n) =2 ) T 4(j), k> 1. ®)
j=1

La manera mds eficaz de probar el Lema 1 es expandiendo (21 + 1)Ty_1(n) como la suma
de las siguientes 2n + 1 filas:

1t gbt skt e (20— 1)F!
1k—1 + 3k—1 +5k—1 _|_ . + (21,1 _ 1)]{7]
: n
1=l gel skl 4 (20 — 1)F1
1l gkl skl 4 (20 — 1)K
Pt gt 5t (2n = 1)
1t gbt 5l (20— )R
1t 3kl 5h o (20— )R
: n
1k—1 + 3k—1 +5k—1 _|_ . + (21,1 _ 1)]{7]
1t gbt skl o (20 — 1)k
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Claramente, sumando por columnas la porcion marcada en rojo, obtenemos Ty (1); mientras que
sumando por filas los dos bloques simétricos restantes obtenemos 2 2]7‘121 Tr—1(j), con lo que el
Lema 1 queda probado.

Por otra parte, tenemos que

T (1) =157
Ti_1(2) = 151 +3’< L
Ti_1(3) = 1771 43k~ 1+5’< 1

Tyq(n) = 15714351 4 5k=1 ooy (on — 1)KL,

De esta manera, sumando por columnas, obtenemos

n n—1 —
Y Tia(j) = Y (n—i)(2i + 1)k = nTy_y( Z i(2i +1)
j=1 i=0 i=0

Sustituyendo ahora esta expresion en la ecuacién (8) obtenemos que

Te(n) — Tr_q( 2 i(2i 4+ 1)k
Por el teorema del binomio, sabemos que
) k—1 1 k-1 i
@i+1)t=)" j (2i),
lo que implica que

Te(n) — Ty_q(n ZZ]H( )Z]+1

Denotando por S;j(n — 1) a la suma de potencias

n—=1 . . . . .
Sin—1)=Y /=04+V+2+3+..-+(n-1),
i=0

tendremos entonces que

Ti(m) = Tiea ( 22]+1< ; >1+1("—1),

0, equivalentemente,
oor—1
1) = Traln) = L2077 ) sy =1), ©
j=1

donde hemos renombrado el indice k por # y hemos redefinido los limites de la sumacién. Ahora
evaluamos la suma telescépica

k
; (Tr(n) - T,,1<Tl)) = Tk(n) - TO(”) = Tk(") —n.
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Por tanto, de la ecuacién (9) obtenemos que

_n+2221< i)sj( — _n+22]l;<] i)]S(n—l)

r=1j=1

Utilizando la siguiente propiedad de los coeficientes binomiales (véase [2, Identidad 135]):

£ -0+ (T () ()= () osren

podemos expresar la ecuacién anterior como

—n+22]<) (n—1).

Es importante observar que podemos incorporar el término n dentro del sumatorio si toma-
mos como limite inferior de dicho sumatorio j = 0 ya que, asumiendo la convencién segtn la
cual 0° = 1, So(n — 1) es precisamente n. De esta manera Ty (1) puede expresarse de manera
compacta como

22]() (n—1). (10)

Incidentalmente, podemos combinar las ecuaciones (5) y (10) para obtener
Se(2n) = 288, (n) + Zz]( > n—1). (11)

El interés de la ecuacion (11) radica en que nos permite calcular las sumas de potencias de
los primeros 2n enteros positivos a partir de las sumas de potencias de los primeros n enteros
positivos.

Por otra parte, es un resultado bien conocido que la suma S;(n — 1) = O+ VU420 4+3 ...+

(n — 1)/ puede expresarse como un polinomio en # de grado j + 1 sin término 1ndeper1d1ente
de acuerdo a la férmula (véase, por ejemplo, [9, 11, 13]):

1 E i+
Si(n—1) = (]

. T
ES A )B]-H—r” . (12)

La férmula (12) fue establecida por vez primera (aunque no en la forma actual (12)) por Jacob
Bernoulli en su gran obra Ars Conjectandi, publicada péstumamente en 1713. Recomendamos la
lectura del articulo [10], donde se detallan las ideas esenciales que llevaron a Bernoulli a des-
cubrir tanto la férmula (12) como los ahora denominados ntimeros de Bernoulli. Sustituyendo
entonces la férmula (12) en la ecuacion (10) obtenemos

k j+1 5 k+1 k i :
— ]+1 . ro_ 2_] k j+1 ‘ ’
‘E; IO QULESE _,;L_,lfﬂ [TANEIY A K

o, equivalentemente,
k+1 [k+1 2j71 k ] .
Te(n) =Y | Y — 1 Bi_,| n', (13)
bl Fr S B r

con lo que el Teorema 1 queda probado.
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Notamos, por completitud, que los coeficientes T , se pueden expresar igualmente como

k+1—r2j71 k 7’+j
T, =2" —_— B: =12,...,k+1.
=2 L () () ok

Aplicando la férmula polinémica (13) parak =1,2,...,9, obtenemos

Ty(n) = n*,

Ton) = 3° — 3,

T3(n) = 2n* — n?,

fatm = %"5 2 o+ 175

To(n) = on® 2t 1 T2
T6(”):% —16n 5+?n —%n
T;(n) = 16n® — 1;—2”6 + ?,ﬁ _ %nz,

Por supuesto, las mismas expresiones se obtendrian aplicando las férmulas correspondientes
que aparecen en (1) y (2). Puede verse que, como anticipamos en la introduccién, para k impar
Ti(n) es un polinomio par en n, mientras que para k par Ti(n) es un polinomio impar en n.
La ventaja de utilizar la féormula (13) es que nos permite computar Ty(n) para cualquier k > 0.
Obsérvese también que el coeficiente de mayor grado (que estd dado por Ty 1 = 2/ (k + 1))
es siempre positivo y los siguientes coeficientes van alternando en signo sucesivamente desde
mayor a menor grado. Por otra parte, como Ti(1) = 1¥ = 1 para todo k, de la ecuacién (13)
deducimos directamente la identidad

HES () (o a0

1j=r

Para concluir esta seccién, y como informacién adicional, es pertinente sefialar que, para k
par, k=2p(p=1,23,...), sz(n) admite la representacién polinémica [7]

Top(n) = n(2n —1)(2n+1) i (2n —1)Pk2n+1)P* (14)

donde los coeficientes D), ; estan dados por [3]
|4 2 2 _ 92p—2m
p m
D, = ——— By, k=1,2,...,p. 1

Obsérvese que el factor n(2n —1)(2n + 1) en la ecuacion (14) es proporcional a T,(n). Como
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ejemplo, aplicando las ecuaciones (14) y (15) para p = 10, obtenemos

Too(n) =12 +320 4520 1 ... 4 2n —1)®

B 1 o 20 ¢ 736,, 60160, , 176384
—nN(ﬁN—7N + N - 5N
_ 29080576, 4 6311800832 3 41095856128
33 693 693
| 1144330649 45773225984)
55 165 '

donde N es la abreviatura de (2n —1)(2n + 1).

3. Consideraciones finales

Como hemos indicado con anterioridad, la férmula polinémica (6) es equivalente a la férmu-
la polinémica (1) [(2)] cuando k es impar [par]. Esto significa que, para k = 2p — 1, los términos
de mismo grado en los polinomios (6) y (1) deben ser idénticos; y, andlogamente, para k = 2p,
los términos de mismo grado en los polinomios (6) y (2) deben ser asimismo idénticos. Utilizan-
do las ecuaciones (7), (3), y (4), puede verificarse que la equivalencia de dichos polinomios (6) y
(1) [(6) y (2)] para k impar [par] implica en ambos casos que

NP k(i 1 (k+1\ .,
§T<j—1> (r)Bf"— —k+1< r ><2 = 2)Bea—r, (16)

dondek > 0y 1 <r < k+1.Larelacién (16) nos permite expresar Ti(n) de manera alternativa
en la forma?

1 k+1 k—|— 1 . ' .
= — - >
Te(n) = = ;:1 ( ' >(2 MVB 1 i, k>0, (17)

que puede considerarse como la contrapartida para las sumas de potencias de los enteros im-
pares de la formula de Bernoulli (12). Como Ti(1) = 1, de la expresion (17) se deduce a su vez
la identidad )
2k k+1\
— 2277 -1)Bi=1, k=>0.
k+1]§)< j )< =1 k=20

Por otra parte, para r = 1, de la ecuacién (16) obtenemos que
k k
Zz]<.) B = (2—2)By,
=0 M
o, equivalentemente,
1 =k
By=——) 2(.)B;, k>1 18
w525 ¢ a9

La identidad (18) fue obtenida por Namias en [8]. Es interesante observar, finalmente, que esta
dltima identidad se puede generalizar a (véase [5])

1 k-1

(k n-1
Bo— — L n1<.>B< fi k>1yns1,
n(l—nk)];) j ]i;

donde 7 es un entero mayor que 1. La identidad (18) se recupera para n = 2.

2 Como indica acertadamente uno/a de los/las revisores/as anénimos/as, la férmula (17) se puede obtener directa-
mente a partir de la ecuacion (5) (la cual puede reescribirse como Ty (1) = Sg(2n — 1) — 285, (n — 1)) y de la férmula de
Bernoulli (12).
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