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Resumen

El Calculo Fraccionario abre la posibilidad de extender los conceptos de derivada e inte-
gral a érdenes no enteros. En este contexto, cabe plantearse una generalizacién de la segunda
Ley de Newton en la que se sustituya la derivada segunda interviniente por otra de orden
a (1,5 < a < 2). En este trabajo se estudian algunos sistemas cldsicos (péndulo, proyectil y
resorte) bajo este nuevo enfoque.

Palabras Clave: calculo fraccionario, derivada fraccionaria, integral fraccionaria, ecuaciones
diferenciales fraccionarias, péndulo, proyectil, resorte.

Abstract

Fractional Calculus provides an opportunity to spread the concepts of derivative and in-
tegral to not integer orders. In this context, we may consider a generalization of Newton's
second Law in which the second derivative is replaced by other of « order (1,5 < & < 2). In
this research some classical systems (pendulum, projectile and spring) are discussed under
this new approach.

Keywords: fractional calculus, fractional derivative, fractional integral, fractional differential
equations, pendulum, projectile, spring.

1. Introducciéon

Desde el punto de vista matematico, el estudio del movimiento de un cuerpo a partir de las
fuerzas que acttan sobre él se reduce a aplicar la ecuaciéon fundamental de Newton F = ma,
teniendo en cuenta que F es la fuerza resultante o suma vectorial de las fuerzas que intervienen
sobre el cuerpo. Se trata, en suma, de resolver la ecuacién diferencial de segundo orden

F=mx", (1.1)
donde x es la funcién que determina el movimiento.
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Puede ser interesante, como experimento fisico-matematico, seguir este proceso desde una
perspectiva mas amplia, que utilice como punto de partida una versién generalizada de la se-
gunda Ley de Newton. Esto es lo que se pretende con este trabajo, y para ello haremos uso del
Calculo Fraccionario.

El Calculo Fraccionario es una activa rama del Andlisis Matematico que nace de una idea
muy bdsica: de la misma forma que una funcién se puede derivar o integrar un ntimero entero
de veces, ;podemos hallar su derivada de orden 1/2? ;Y su integral 7r-ésima? Surgen asf opera-
dores diferenciales e integrales de orden racional, real e incluso complejo. Con estos cimientos
se puede construir un nuevo edificio del Cdlculo, que, sin perder de vista al Célculo tradicional
(al que no sustituye, sino que extiende), posee sus propios conceptos fraccionarios. Un ejemplo,
entre otros muchos, es el de ecuacion diferencial fraccionaria.

Como en cualquier drea matemaética viva, el interés del Célculo Fraccionario no se restringe
al plano tedrico, siendo este notable. Los campos de aplicacién préctica se incrementan afio tras
afo. En particular, los modelos de derivadas fraccionarias proporcionan mejores representacio-
nes que los modelos tradicionales en aquellos materiales con amortiguacién interna.

Volviendo a la segunda Ley de Newton (1.1), autores como Ebaid [4] proponen una genera-
lizacién fraccionaria de la misma en la forma

F = mD"x (1.2)

en la que D*x se entiende como la derivada de orden a de x (1,5 < & < 2). A partir de la ecua-
cién alternativa (1.2), seguiremos el procedimiento habitual para el estudio de la dindmica de
algunos sistemas fisicos clasicos: péndulo, proyectil y resorte. Este nuevo enfoque fraccionario
de la dindmica conduce a resultados, ecuaciones e interpretaciones diferentes a las tradicionales,
que pueden resultar de interés en el futuro.

2. Historia

El Célculo Fraccionario (CF) puede ser considerado una disciplina tanto antigua como nueva.
Antigua porque, de la mano del propio Leibnitz, ya da sus primeros pasos a finales del s. XVII,
casi paralelamente al nacimiento del Andlisis. Nueva, porque no es hasta la década de los setenta
del pasado siglo cuando ha sido objeto intensivo de conferencias especializadas, tratados y
articulos académicos.

Hasta tiempos recientes, el CF tenfa reputacién de teoria matemadtica sin aplicaciones, de un
carédcter un tanto esotérico. Pero en las tltimas décadas se ha producido una explosion de la
actividad investigadora en este campo, debido a que encuentra aplicacion en las mas diversas
ramas cientificas.

Sin embargo, fueron los padres del Anélisis Matemético quienes dieron los primeros pasos.
Quiz4 estimulados por la propia notacion de Leibnitz para la derivada de orden 7,

dl’l

dx"

f(x) 2.1)
son éste y L’'Hopital quienes, en una correspondencia del afio 1695, se plantean por primera vez
el sustituir n por el valor no entero 1/2.

La denominacién adoptada, Célculo Fraccionario, perdura por razones histéricas sin ser la
mas adecuada: las derivadas no sélo serdn racionales, sino también reales, e incluso complejas,
por lo que una designacién més apropiada seria la de cdlculo de orden arbitrario.

Tras los primeros tanteos de Leibnitz y L'Hopital, el CF sigui6 siendo abordado por algu-
nas de las mentes matematicas mds privilegiadas. Euler (s. XVIII), Laplace, Lacroix, Fourier,
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Riemann (s. XIX), Hardy y Littlewood (s. XX) se ocuparon del tema, pero la gran cantidad de
problemas abiertos en esas épocas en el Andlisis Matemdtico ordinario quizas fue lo que llevé a
que no profundizaran en este tipo de planteamientos alternativos.

Destacan, a principios del s. XIX, las figuras de Abel y Liouville, que propician el salto cua-
litativo desde la Prehistoria a la Historia del CF. Abel estaba interesado en el problema de la
tautécrona, es decir, en determinar la curva tal que el tiempo requerido por una particula en
deslizarse por ella hasta su punto més bajo fuera independiente del punto desde el que se sol-
tase la particula. Abel lleg6 a que dicha curva g(x) debia satisfacer la ecuacion integral

/0 Y=t g(t)dt = k 2.2)

El término izquierdo de la ecuacién es, excepto por la constante multiplicativa 1/T(}) la inte-
gral fraccionaria de orden 1/2 de la funcién g(x). Con ello Abel establece la primera aplicacién
préctica del CE.

Por su parte, Liouville publica una serie de articulos en los que lleva a cabo el primer gran
intento de definir formalmente derivadas e integrales fraccionarias. Dichos trabajos hacen de
Liouville el artifice de las bases fundamentales del CE. Su punto de partida consisti6 en extender
la férmula de la derivada de orden entero de una funcién exponencial a derivadas de orden «
arbitrarias:

D%™ = g%e™ (2.3)

De los trabajos de Liouville y otros matemdticos posteriores surgen las integrales y deriva-
das fraccionarias de Riemann-Liouville (1870-1884). Estas definiciones son, junto con la inte-
gral fraccionaria de Griindwald-Letnikov (1867-1868), las generalizaciones més popularizadas
del CF, una disciplina en la que hay casi tantas propuestas alternativas de derivada e integral
fraccionaria como estudiosos del tema. Otras férmulas integro-diferenciales fraccionarias son
la integral fraccionaria de Weyl (1917), la integral fraccionaria de Riesz (1936), o la derivada
fraccionaria de Caputo (1967).

Por fin, tras mas de tres siglos en los que el CF se desarrolla como un campo puramente ted-
rico casi exclusivo de los matematicos, varios autores sefialan recientemente que las derivadas e
integrales no enteras son especialmente apropiadas para la modelizacién matemadtica de mate-
riales como los viscoeldsticos y otros. Se ha demostrado que los modelos de orden fraccionario,
con sus propiedades de no localidad y memoria, son, en ciertos casos, mds adecuados que los
clasicos de orden entero en dreas como Teoria de Materiales, Teoria del Transporte, Electromag-
netismo, Teorfa de la Sefial, Teoria del Caos o Fractales. Desde hace cuatro décadas empiezan
a aparecer los primeros tratados consagrados exclusivamente al tema, y el flujo de articulos,
libros, conferencias internacionales, paquetes de software y grupos de investigacién dedicados
al CF se refuerza afio a afio.

El primer libro dedicado netamente a la materia es publicado en 1974 por Oldham y Spanier
[11]. Posteriormente, son destacables el libro enciclopédico de Samko, Kilbas y Marichev [16],
las obras de Miller y Ross [10], Podlubny [14] y el més reciente de Kilbas, Srivastava y Trujillo
[9].

Entre los retos actuales de los investigadores se encuentra el de dar una mayor consistencia,
claridad y rigor a la teoria matematica sobre operadores fraccionarios. Se hace necesaria una
unificacién de los muchos conceptos que ahora hay dispersos, estableciendo algunas definicio-
nes estdndar. Queda también abierto el encontrar interpretaciones fisicas y/o geométricas a las
derivadas e integrales fraccionarias, de la misma forma que las tienen las de orden entero. En
esta cuestion hay propuestas interesantes, sobre las que destaca el estudio de Podlubny [15].
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3. Operadores fraccionarios

Las derivadas e integrales fraccionarias son generalizaciones de las habituales que las inclu-
yen como casos particulares. Sin embargo no hay un consenso generalizado sobre qué son la
derivada y la integral fraccionaria de una funcién, y nos encontramos con una gran variedad de
propuestas. Definimos en esta seccién algunos de los operadores fraccionarios mds extendidos,
deteniéndonos especialmente en la integral y derivada de Riemann-Liouville. Estos operadores
facilitan la extension con continuidad al semiplano {z € C/R (z) > 0} de las nociones clasicas
de derivadas e integrales enteras.

3.1. Integral fraccionaria de Riemann-Liouville

Para la simplificacién del célculo de la integral n-ésima de una funcién f, es bien conocida
la llamada Formula de Cauchy de la Integral Repetida,

(I"F)(x) = /;dtl /atl dtQ\.P/:"’lf(tn)dtn

1 -
- m/ (x— )" f(dt (neN) 3.1)
facilmente demostrable por induccién. Dado que (n —1)! = I'(n) Vn € N, siendo I' (1) la

funcién Gamma, observamos que el miembro derecho de (3.1) puede tener significado para
valores no enteros de n. Por lo tanto es natural definir la integral fraccionaria de orden no entero
como sigue.

Definicién 1. Sea f € L; (a,b) (—o0 < a < b < o). La integral fraccionaria de Riemann-Liouville
de ordena € C (R () > 0) de f se define por

(I*f) (x) ::rl )/HX (xf(t)_ Qi (x>a). (32)

(1x _t)l 1%

Observacion 2. En la notacién de la integral, I7 f, especificamos el limite inferior de integraciéon
a. Por debajo de ese limite, y en general fuera del intervalo [a, b] consideraremos o bien que la
funcién no existe o bien que toma valor constante 0.

Observacion 3. La funciéon Gamma I' estd definida en todo el plano complejo excepto en los
enteros negativos. Por ello, la exigencia R («) > 0 de la definicién garantiza la existencia en casi
todo punto de I{ f para toda f perteneciente a Ly (a,b).

Observacion 4. De la propiedad I' (n) = (n —1)! de la funciéon Gamma se desprende que la
integral fraccionaria (3.2) coincide con la integral a-ésima (3.1) cuando « € IN.

Observacion 5. La definicién (3.2) se denomina en ocasiones integral fraccionaria por la izquier-
da de Riemann-Liouville. Una integral alternativa, que no utilizaremos en este trabajo por ser
menos frecuente en la literatura, es la integral fraccionaria por la derecha:

(1) (x) := F(lzx) /xb ; O 4 (x<w) (3.3)

Esta misma variante se da en casi todos los operadores fraccionarios.

Observacion 6. A la expresion (3.2) se puede llegar también, como se ve en Miller y Ross [10],
mediante razonamientos totalmente diferentes, como son las ecuaciones diferenciales o el cilcu-
lo complejo.
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A continuacién enunciamos una serie de propiedades bésicas de los operadores de integra-
cién fraccionarios de Riemann-Liouville, con las que se ponen de manifiesto las analogfas y
diferencias con los operadores enteros clasicos. Las demostraciones de los resultados se pueden
encontrar en Samko, Kilbas y Marichev [16], Podlubny [14] y Kilbas, Srivastava y Trujillo [9].

Proposicion 7 (linealidad). Sean f, ¢ € L1 (a,b) (—o<a<b<oo)ya € C (R (x) >0).En-
tonces
LAf+ugl =ALf+plag VA peR
Proposicién 8 (semigrupo y conmutatividad). Sea f € L; (a,b) (-0 <a<b<oo)yua,pecC
(R (a), R (B) > 0) . Entonces
BIRf =101 f = 1Ff
en casi todo punto de [a,b].

Proposicién 9. Sea f € L1 (a,b) (—o0o <a <b < oco)ya e C (R(a)>0).Entonces
lim (I3 f) (x) = f (%)
a—0T

en casi todo punto de [a,b].

Observacion 10. La Proposicion 9 facilita extender la integral fraccionaria al caso « = 0. Asi, por
19 denotaremos al operador identidad, i.e., IOf (x) := f (x).

3.2. Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

Para la definicién de la derivada fraccionaria de orden &, una posibilidad podria ser tomar
la férmula de la integral (3.2) y sustituir en ella « por —a. Esta solucién plantea dos problemas.
El primero, muy evidente, es que para valores negativos de « la integral de (3.2) puede no ser
convergente, ademds de que para los enteros negativos I' (x) no estd definida. En segundo lu-
gar, debemos tener en cuenta que la derivacién y la integracion ordinarias no son operaciones
reciprocas: es cierto que [(4/dx)" I f] (x) = f (x), pero sin embargo [I,?f(”)} (x) # f(x)ya
que difieren en un polinomio de orden n — 1. La derivada entera es por tanto la inversa por la
izquierda de la integral, y pretendemos que los operadores fraccionarios hereden esta propie-

dad: D*I* = id . Para ello, la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville se definird como la
derivada entera de una cierta integral fraccionaria.

Definicién 11. Sea f € L; (a,b) (—o0 < a < b < o). La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville
deordena € C (R (a) > 0) de f se define, si existe!, por

0i) ()5 = (1) (51) ()

__ 1t aN" r_ f@®)
—m<a) / Wfﬁ (x >a) (34)

donden = [R (a)] +1y (%)n es la n-ésima derivada usual.

Observacion 12. Al contrario que la integral fraccionaria, la derivada fraccionaria de Riemann-
Liouville s permite 6rdenes imaginarios puros. Cuando # («) = 0, la derivada de orden « = i
se expresa de la siguiente manera:

(D;"f) (x) = ﬁ% /; %dt (6 € R\ {0};x > a) (3.5)

1 En el Teorema 19 se dan condiciones suficientes de existencia.
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Observacion 13. Cuando « es un nimero natural, « € IN, se tiene que n = a + 1 y la derivada
fraccionaria coincide con la derivada usual:

00 0= (=) () @ = (5 wpw = (E) rw.

En particular DY sera el operador identidad, i.e.,, DYf (x) = f (x).

Observacion 14. Algo llama poderosamente la atencién en la definicién (3.4): se especifica un 1i-
mite inferior de integracién a. La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, al igual que otras
definiciones de derivada fraccionaria, es un operador no local. Contrariamente al caso ente-
ro, esta derivada queda definida por medio de una integral que depende de los valores que la
funcién tome a lo largo de un intervalo. Solamente cuando « es natural la derivada fraccionaria
se convierte en un operador local. Las derivadas de orden fraccionario contienen parcial o to-
talmente la historia temporal o el comportamiento espacial de la funcién, promediadas de una
cierta forma. Esto convierte a las ecuaciones diferenciales fraccionarias en candidatas idéneas
para la modelizacién de fenémenos con memoria, aquellos en los que lo que ocurre en un pun-
to del espacio o en un instante de tiempo depende de un intervalo (espacial o temporal) que
contiene al punto o al instante.

Aligual que en el caso entero, la derivada fraccionaria de una funcién f (x) existe bajo unas
condiciones mas restrictivas que la correspondiente integral. No basta, como ocurria con Ij f,
con que f (x) sea de L1. Antes de enunciar el resultado principal sobre existencia, necesitamos
la nocién de continuidad absoluta.

Definicién 15. Una funcién f : [a,b] — C se dice que es absolutamente continua en [a,b], f €
AC [a, b], si para cualquier ¢ > 0 existe un 6 > 0 tal que para toda familia finita de interva-
los disjuntos [ay, bx] C [a,b], k = 1,2,..,n, que verifique }}_; (by —ax) < 0 se cumple que

Yiei If (o) = f(ax) | <e.

Observacion 16. El espacio AC [a, b] coincide con el espacio de primitivas de funciones Lebesgue
integrables:

feACab] & f(x) :k+/ax(p(t)dt (¢ € L(a,b))

y en consecuencia una funcién f absolutamente continua tiene derivada f’ (x) = ¢ (x) en casi
todo punto. Ademds, se deduce trivialmente que k = f (a), con lo que

F) =f@)+ [ f

Observacion 17. Ser absolutamente continua es una propiedad bastante fuerte: implica continui-
dad uniforme (y por tanto continuidad). Sin embargo es menos restrictiva que ser Lipchiziana:
toda funcién de Lipschitz es absolutamente continua.

Observaciéon 18. Denotamos por AC" [a,b] (n € IN) al espacio de funciones f en [a, b] tales que
f*=1) € AC [a,b]. Es claro que AC! [a,b] = AC [a, b] y que el espacio AC" [a, b] consiste en todas
las funciones representables por una integral de Lebesgue n-mdiltiple sumada a un polinomio
de ordenn — 1.

Teorema 19. Sea f € AC" [a,b], n € Ny a € C verificando R («) > 0y [R (x)] + 1 < n. Entonces
D4 f existe en casi todo punto de [a, D).

Demostracion. Ver en Samko, Kilbas y Marichev [16]. |

Corolario 20. Si f € AC [a,b], entonces D f existe en casi todo punto de [a,b] para cualquier 6 €
R\ {0} y se representa en la forma (3.5).
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Enumeramos ahora las propiedades més relevantes de la derivada fraccionaria de Riemann-
Liouville (en todas ellas suponemos que existen las derivadas fraccionarias implicadas). La de-
rivada fraccionaria de Riemann-Liouville carece de algunas cualidades importantes, como la de
semigrupo (ver Proposicion 8), que si cumple la integral. La relacién Dy DE f=Dj; P f s6lo es va-
lida en casos muy especificos. Otra importante diferencia con el caso entero es que, en general,
la derivada de una constante no nula no vale cero. Las demostraciones pueden encontrarse en
Samko, Kilbas y Marichev [16] y Kilbas, Srivastava y Trujillo [9].

Proposicién 21 (linealidad). Sean f, g € L; (a,b) (—o<a<b<o)ya € C (R(a)>0).
Entonces
Dy [Af +ugl =ADyf +puDag VA peR

Proposicién 22. Sea f € L (a,b) (—oo < a < b < o). Entonces, tomando valores de « € C tales

que R (a) > 0
lim (Dgf) (x) = f (%)

a—07F

en casi todo punto de [a,b].

El siguiente resultado refleja que, andlogamente a lo que ocurre en el caso entero, la derivada
fraccionaria de Riemann-Liouville es el operador inverso izquierdo de la integral fraccionaria
de Riemann-Liouville.

Proposicién 23. Sea f € Ly (a,b) (—o <a<b<co)ya,peC(R(a),N(B) > 0). Entonces las

igualdades
(Dalaf) (x) = f(x) (3.6)
(Dng f) (x) = (15*“ f) (x), sia<p 3.7)
(Datff) () = (DFF) (x),  sia > (3.8)

son ciertas en casi todo punto de [a,b].

Sin embargo, también como en el caso entero, no es cierto el reciproco: la integral no es la
inversa por la izquierda de la derivada. En consecuencia no se puede hablar estrictamente de
operadores inversos.

Proposicién 24. Sea f € Ly (a,b) (—co <a<b<oo)ya € C (R (a)>0). Entonces si fy_o =
I[I=%f € AC" [a,]]

(D8 (0 =1 ()~ 1 et ), (39)

donden = [R («)] + 1, es cierto en casi todo punto de [a,b].

Corolario 25. En las condiciones de la Proposicién 24, se verifica que
(I*D%f) (x) = f(x) +cox® P +epx® 2+ - +cpgx® " (3.10)
conc;eC Vi=1,2,..,.n—1.

Ya adelantdbamos el hecho sorprendente de que la derivada fraccionaria no es nula para las
funciones constantes. Esto se concluye del valor de la derivada de una potencia:

Proposicién 26. Sea [a,b] CR (—co <a <b <o), a € C (R (x) >0)yp > 0.Severifica que
DY (x —a)f = (x —a)P " (3.11)
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Figura 1. Evolucién de las derivadas fraccionarias D&x?, con a variando entre 0 (pardbola) y 2 (funcién constante)

Observacion 27. Como caso particular de (3.11), se tiene que cuando f = o — 1,0 — 2,..., 0 —
n (n=[R(a)] +1) la derivada de orden a-ésimo se anula, por lo que D} anula las potencias

(x—a)* 1, (x—a)* 2, .., (x —a)" "
Observacion 28. Para el célculo de la derivada de una funcién constante f (x) = k hacemos
tender $ a 0 por la derecha en (3.11) e introducimos la constante multiplicativa k:

Dk = klim D* (x — a)P = k lfm — 6 1) K
B—0

wwfw+1—aﬂx_@&ﬂzrﬂ—aﬂx—ma

3.3. Derivada fraccionaria de Caputo

La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville jugé un papel determinante en el desarrollo
del cuerpo tedrico del Calculo Fraccionario, y se utilizé con éxito en aplicaciones estrictamente
matematicas. Pero al tratar de realizar modelizaciones matematicas de fendmenos fisicos reales
por medio de ecuaciones diferenciales fraccionarias, surgi6 el problema de las condiciones ini-
ciales también de orden fraccional. Este tipo de condiciones no son fisicamente interpretables
y presentan un obstdculo considerable a la hora de hacer uso practico del Céalculo Fracciona-
rio. El operador diferencial de Caputo, en contraste con el de Riemann-Liouville, emplea como
condiciones iniciales derivadas de orden entero, es decir, valores iniciales que son fisicamen-
te interpretables a la manera tradicional. La definiciéon que sigue represent6 pues un notable
avance préactico en el estudio de fenémenos fisicos como los de tipo viscoeldstico y otros.

Definicién 29. Seaan € C (R (a) >0)y f € AC"[a,b] (—o0o <a <b < ), conn = [R(a)]+1.
La derivada fraccionaria de Caputo de orden a de f se define por

(i) s = (1 () 5) )

_ 1 .y
_ ) / : dt (x> a) (3.12)

donde f(") es la n-ésima derivada usual de f.
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Observacion 30. Al contrario que en la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, en la que
primero se integra y luego se deriva, en la derivada de Caputo primero derivamos (n veces) y
seguidamente integramos. En consecuencia, se trata de una definicién mads restrictiva, ya que
requiere la integrabilidad de f("). A pesar de ello, la hipétesis del Teorema 19 (que f pertenezca
a AC" [a, b)) sigue siendo una condicién suficiente para garantizar la existencia de D%f con
cualquier orden « tal que [R (¢)] +1 < n.

Las derivadas fraccionarias de Caputo y de Riemann-Liouville son buenas generalizaciones
de la derivada ordinaria, en el sentido de que respetan los valores de las derivadas enteras usua-
les, concordando asi entre ellas. Pero en el caso no entero no coinciden, como pone de manifiesto
el siguiente resultado, cuya demostraciéon puede encontrarse en Kilbas, Srivastava y Trujillo [9].

Proposicién 31. Seaa ¢ N (R(a) >0),n = [R(a)] +1y f € L' [a,b] una funcién para la que
existen las derivadas fraccionarias de Caputo (D f) y Riemann-Liouville (D2 f). Entonces se verifica
la siguiente relacion:

n—1 (k)
(08 @)= D3N - T i gy -0 61

Observacion 32. Por lo tanto, para érdenes de derivaciéon no enteros, las derivadas de Caputo y
Riemann-Liouville coincidiran cuando se cumpla

f@y=f ()= =f"Y@=0 (3.14)

Observacion 33. Como ejemplo de la no coincidencia de estos dos tipos de derivada fraccionaria,
observemos las graficas de (D8’5 cos) (x)y (C D8’5 cos) (x):

— Riemann-Liouville

2] — Caputo

Figura 2. Comparativa de derivadas
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La divergencia era de esperar ya que no se cumple la condicién (3.14):

cos (0) # 0.

La integral de Riemann-Liouville tampoco es la inversa por la izquierda de la derivada de
Caputo. Pero en el polinomio resto obtenido al menos aparecen derivadas enteras, a diferencia
de (3.9). Esta caracteristica nos serd de utilidad a la hora de resolver analiticamente algunas
Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias:

Proposicién 34. Sea f € L (a,b) (—oo<a<b<oo)ya € C (R(x)>0). Entonces si f €
AC"[a,b]o f € C"[a,b]

(1eD3f) () = f (v) - ¥ “ 70 (a), (315)

donden = [R(a)]+1paran ¢ Nyn = a parax € IN.

Corolario 35. En las condiciones de la Proposicién 34, se verifica que

(Ig‘CDZ‘f) (x) = f(x) +co+erx+cx® 4+ cp g (3.16)

conc,eCVi=1,2,..,.n—1

La derivada de Caputo puede considerarse por tanto como una regularizacién de la derivada
de Riemann-Liouville efectuada mediante la sustracciéon de un polinomio de Taylor, a través
de la cual se obtienen ciertas ventajas importantes, como las citadas condiciones iniciales en-
teras, unos requisitos menos restrictivos para el cumplimiento de la propiedad de semigrupo

o+ . e . g . . . 2
CD‘;‘C Df f = ‘D, P £, ylano menos significativa caracteristica que enunciamos a continuacion.

Proposicién 36. Sea x € C (R (a) > 0) ysea n = [R («)] + 1. Se verifica que D% (x —a)¥ =
0VvVk=0,1,---,n—1

Esta propiedad, demostrada en Kilbas, Srivastava y Trujillo [9], evidencia que el valor de la
derivada fraccionaria de Caputo operada en una constante es nulo.

3.4. Derivada fraccionaria de Griinwald-Letnikov

Al contrario que los operadores de Riemann-Liouville o Caputo, que obtienen sus definicio-
nes de una integral repetida, el enfoque de Griinwald-Letnikov toma como punto de partida la
derivada, en concreto de la siguiente férmula para la derivada n-ésima, facilmente deducible:

n

() e =tim 3 0 (). G.17)

k=0

Esta expresion puede ser generalizada para valores no enteros de n, teniendo en cuenta que
para & > 0 podemos interpretar (}) como

a  T(a+1)
(k) T KC(a+1-k) (3.18)

Entonces, si consideramos una serie infinita se obtiene

(%)af(x) ~ lim & Y (~1)f <i>f(x—kh).

4
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Por otra parte, dado un / determinado, no tienen sentido términos de la serie para valores de
k superiores a [%2], ya que en ese caso f (x) tomaria valores fuera del intervalo de definicién

[a,b]. Se llega entonces a la definicién que sigue.

Definicién 37. Sea f una funcién acotada en [a,b] (—o0 < a < b < c0). La derivada fraccionaria
de Griinwald-Letnikov de orden & € R (a > 0) de f se define, si existe, por

) 1 1 _1\k e .
fa’ (x) .—hlir(r]h ™ k;)( 1) (k)f(x ki) (x> a) (3.19)

donde (}) significa (3.18).

Observacion 38. La derivada Griinwald-Letnikov sélo esta definida para érdenes de derivacion
reales.

Observacion 39. En Podlubny [14] se demuestra que los operadores diferenciales de Riemann-
Liouville y Griinwald-Letnikov dan los mismos resultados para idénticos limites inferiores a y
6rdenes de integracion reales & > 0. Cabe preguntarse cudl utilizar ante un problema concreto.
En la literatura relacionada con la resolucién de ecuaciones diferenciales fraccionarias se utiliza
preferentemente la definicién de Riemann-Liouville para la formulacién de los problemas, y
luego, a la hora de obtener la solucién numérica, se pasa a la definicién de Griinwald-Letnikov,
muy apropiada para ser implementada en calculos numéricos de tipo iterativo.

3.5. Otros operadores fraccionarios

Todos los operadores fraccionarios que hemos tratado se definian sobre un intervalo acota-
do de la recta real [a, b]. Las formas integrales de Riemann-Liouville y diferenciales de Caputo,
con esta caracteristica, serdn las que utilizaremos en los célculos a lo largo de este trabajo. Pe-
ro existen otros tipos de operadores, definidos sobre intervalos no acotados de la recta real, o
incluso sobre el plano complejo. Otros estan disefiados para funciones de varias variables.

El operador integral de Weil (también llamado de Liouville) es una extension de la integral
fraccionaria de Riemann-Liouville al semieje no acotado (—oo, x]:

(Iif)(x)::r(l /X FO 4 (Coo< x < 00).

&) Jooo (x — )"

Esta forma, y su correspondiente forma diferencial, son especialmente adecuadas para realizar
integracion y derivacién fraccionaria de funciones periédicas.

Pero hay una gran variedad de operadores fraccionarios. Otros registrados en la literatura
especializada son el de Riesz, para derivadas e integrales fraccionarias de funciones de varias
variables, Erdélyi-Kober, Hadamard, Bessel, Chen o Dzherbashyan.

4. Ecuaciones diferenciales fraccionarias

De la misma forma que en el Calculo ordinario, las ideas de derivacién e integracién fraccio-
narias conducen al concepto més avanzado de ecuacién diferencial. Una relacién involucrando
uno o mds operadores fraccionarios aplicados a una funcién desconocida f se conoce como
ecuacién diferencial fraccionaria? (EDF, de ahora en adelante). Gran parte de la teoria de ecua-
ciones diferenciales ordinarias tiene una correspondencia fraccionaria mas o menos natural. Por

2 En la obra pionera de Oldham y Spanier [11] aparecen con el curioso nombre de ecuaciones diferenciales extraordina-
rias, en oposicién a las EDOs.
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ejemplo, es conocido que una EDF de orden a necesita [R («)] 4+ 1 condiciones iniciales para ser
resuelta de manera tinica. Sin embargo surgen también notables diferencias, la primera de las
cuales es el hecho de que una misma EDF tendréa diferentes significados segtn los operadores
fraccionarios implicados sean los de Riemann-Liouville, Caputo u otros.

4.1. Definiciones y conceptos

Analogamente a la teorfa cldsica de ecuaciones diferenciales, las EDF se dividen en ecuacio-
nes lineales, homogéneas, no homogéneas, con coeficientes constantes o variables. Empezamos
dando la definicién mas general para luego ir concretando casos més especificos.

Definicién 40. Una ecuacion diferencial fraccionaria de orden « € C (R (a) > 0) es una relacion del
tipo
(D3y) (x) = f [x,y (x), (D) (x), (Di2y) (x) ., (D" ) ()] 1)

donde y (x) es una funcién compleja desconocida de dominio real, f [x,y, y1, Y2, ..., Ym—1) €5 una
funcién conocida y Dyt (k=1,2,..,m — 1) son operadores diferenciales fraccionarios verifican-
do0 < R (1) <N (az) <+ <R(ap_1) <RNR(a)ym>2.

Observacién 41. Establecemos varias condiciones sobre los operadores D;* de la definicién an-
terior. Han de ser operadores de tipo diferencial (en otro caso hablarfamos de ecuaciones inte-
grales o integrodiferenciales). Ademads, se entiende que representan derivadas fraccionarias del
mismo tipo (Riemann-Liouville, Caputo, etc.) y que tienen un limite inferior de integracién a
comun.

Definicién 42. Se denomina solucién de la EDF anterior a cualquier funcién compleja de variable
real y (x) que verifique la igualdad (4.1).

Definicién 43. Una ecuacion diferencial fraccionaria lineal de orden o € C (% («) > 0) es una rela-
cién del tipo

m—1
(Dgy) (x) = ao (x) y (x) + k; ay (x) (Da*y) (x) +b (x) (4.2)

donde y (x) es una funcién compleja desconocida de dominio real, a; (x) (k=1,2,...,m—1)y
b (x) son funciones complejas conocidas y D,y (k = 1,2, ...,m — 1) son operadores diferenciales
fraccionarios verificando 0 < R (a1) < R (az) < -+ < R (ap—1) <N (a) ym > 2.

Cuando se cumple que las funciones a; (x) (k=1,2,..,m —1) y b (x) son constantes se dice
que la EDF lineal es de coeficientes constantes, y si se da que b (x) = 0 se denomina EDF lineal
homogénea.

Problemas andlogos a los de Cauchy y Dirichlet para ecuaciones diferenciales surgen tam-
bién en el Calculo Fraccionario. Aqui hemos de diferenciar explicitamente en funcién del tipo de
operador fraccionario, ya que hay diferencias importantes en la formulacién de las condiciones
iniciales. Veremos los problemas de Cauchy para derivadas de Riemann-Liouville y Caputo.

Definicién 44. Si utilizamos derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville y queremos encon-
trar la solucién y (x) de la EDF

(Dsy) (x) = f [x,y (x), (D§'y) (x), (Dfy) (x) -, (DE" ') ()] (43)
sujeta a las n condiciones iniciales
(Dg-ky) (@)=by, beC (k=1,2,..,n) (4.4)

donden = [R(a)]+1sia ¢ Nyn = asia € N, decimos que estamos ante un problema tipo
Cauchy con derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville.
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Observacion 45. En particular, si « = n € IN, el problema anterior se reduce al usual problema
de Cauchy para una ecuacién diferencial ordinaria de orden .

Observacion 46. Si« ¢ IN, la n-ésima condicién inicial,

(Da™"y) (a) = b
no verifica que & — n tenga parte real positiva. Debe ser interpretada por tanto como la integral

fraccionaria
(I7~"y) (a) = by.

El planteamiento del problema anterior con derivadas de Riemann-Liouville obliga, para
garantizar la existencia y unicidad de soluciones, a establecer inicialmente unas condiciones
iniciales de orden no entero (4.4). Como ya se ha mencionado en (3.3) es dificil asignar una sig-
nificacién fisica a este tipo de condiciones iniciales. Por el contrario, el mismo problema plantea-
do con derivadas de Caputo se expresa en términos de valores iniciales de derivadas de orden
entero.

Definicién 47. Si utilizamos derivadas fraccionarias de Caputo y queremos encontrar la solu-
cién y (x) de la EDF

(°Dsy) (x) = f |2y (), (“Dity) (), (“Diy ) (x) s (CDE" 'y ) ()]

sujeta a las n condiciones iniciales

k
(%y) (a)=0by, by €C (k=0,1,2,..,.n—1) 4.5)

donde n = [R (a)] + 1, decimos que estamos ante un problema tipo Cauchy con derivadas fraccio-
narias de Caputo.

Las funciones de Mittag-Leffler son de especial importancia en el Célculo Fraccionario. Igual
que las exponenciales surgen de forma natural como soluciones de EDOs lineales, la familia de
funciones de Mittag-Leffler juega un papel andlogo en la solucién de EDFs. De hecho, la propia
exponencial e* es un caso particular de la familia Mittag-Leffler, la cual puede considerarse una
generalizacion de las exponenciales.

Definicién 48. Dados a, B € C, la funcion de Mittag-Leffler de dos pardmetros E, g es la funcién
compleja de variable compleja definida por la serie

0 Zk
Evp(z):=) ——0x
wp l;) T (ak+ B)
Observacion 49. Algunos casos particulares.
Exponencial:
Eiy(z) = ¢

Suma de una progresién geométrica:

1
1—z

EO,l (Z) =

Coseno hiperbélico de una raiz:
Ey1 (z) = cosh (v/z)
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La transformada de Laplace es una herramienta comtinmente utilizada en la resolucién de
algunas ecuaciones diferenciales ordinarias. También lo sera en el dmbito fraccionario, permi-
tiendo simplificar un problema de EDFs en otro equivalente mads sencillo de tipo algebraico.

Definicién 50. Dada una funcién f, que esté definida para todos los valores t > 0, se denomina
transformada de Laplace de f a la funcién F dada por

Fis)=L{f(0)}i= [ e f(t)at,
0
siempre que exista la integral.

Observacion 51. Para que dado un valor s exista la integral, debe cumplirse que f () no crezca
mads rdpidamente que ¢ cuando t+ — co. Concretamente, si f es continua a trozos y |f (t) | <
Me"'Vt > T > 0, M,y > 0, entonces la transformada de Laplace de f existe para todo s con
R(s) > v.

Observacion 52. La transformada inversa de Laplace de F viene dada por

L7Y{F H=-L [Tetr(s)a

PO} =f)=5= [ " eFE)ds
donde la integracion se realiza a lo largo de la linea vertical en el plano complejo R (s) = ¢, de
forma que c sea mayor que la parte real de todas las singularidades de F (s). £y £~! son ope-
radores inversos en el espacio cociente de funciones de dominio positivo dado por la relacién
ser iguales en casi todo punto.

Proposicién 53. Sea f € Ly (a,b) (—co<a<b<oo)ya € C (R (a)>0) tales que existan los
operadores fraccionarios I* f, D%f y “DE&f. Las transformadas de Laplace de los operadores, de existir,
toman los siguientes valores

LA{I{f (t)} =5 “F(s) (integral Riemann — Liouville) (4.6)
n—1
LADSf (1)} =s"F(s)— ) skF@=k=1)(0) (derivada Riemann — Liouville) 4.7)
k=0
n—1
L {CDZ‘f (t)} =s"F(s) — Y s* ¥ 1f0)(0) (derivada Caputo) (4.8)
k=0

donde F (s) es la transformada de Laplace de f (t) y n = [R («)] + 1.

Observacion 54. Una vez maés, el uso de derivadas fraccionarias de Caputo va a facilitar el proce-
so de resolucién de problemas concretos. Al aplicar la transformada de Laplace a este operador
podemos utilizar condiciones iniciales enteras clasicas, con clara interpretacion fisica.

Observacion 55. Si las condiciones iniciales son nulas el sumatorio se anula, y se obtiene la ex-
presion simplificada
LADf (1)} = s"F(s) =s"LAf ()}
de forma que la derivada fraccionaria se puede expresar como
Dif (1) = L7H{s"L{f (D}}

Este resultado proporciona una nueva expresion para la derivada fraccionaria, valido tanto para
Riemann-Liouville como para Caputo siempre que las condiciones iniciales se anulen.

En la aplicacién del método de la transformada de Laplace para solucionar EDFs, resulta
esencial conocer la relacién existente entre las funciones de Mittag-Leffler y la transformada:
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Proposicién 56. Dadosk € N, a € Ry a, B € C, se cumple que para todo t > 0

k! a—p 1/,
r {tock+[371E§(”<I)3 (at”‘)} (S) _ (SIJ('_SW <§R (S) > ‘a‘ /“) (4.9)

donde Ei g (2) es la derivada k-ésima de E, g en z. En consecuencia,

klse—h k
-1 _ qak+p—1p(k)
L { o a)k+1 } =t EM3 (at®) (4.10)

Una dltima herramienta til para la bisqueda de las soluciones de una EDF es la convolu-
cién de dos funciones y su relacién con la transformada de Laplace.

Definicién 57. Dadas f,g : [0,00)— C, f,g € L1 [0, ), se define su convolucién f * g como la
nueva funcién

(Frg) ()= [ Fgx—1)

Teorema 58 (de convolucién). Dadas f,g : [0,00)— C, f, g € L1 [0, c0) tales que existan las respec-
tivas transformadas de Laplace F (s) , G (s). Entonces

L{f+g}=F($)G(s) (@11)

o, de forma equivalente,

LTHF(5)G(s)} = (f*g) (x). (4.12)

4.2. Teoremas de existencia y unicidad

A continuacién daremos condiciones suficientes para la existencia de soluciones tinicas en
problemas tipo Cauchy con derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville. En general se com-
probaréa que las EDF pueden tener soluciones integrables, bajo condiciones que se asemejan a las
del Teorema de Picard del Célculo ordinario. Mas concretamente, en este trabajo se analizan las
soluciones sobre el espacio de funciones L* (4, b). Los teoremas que siguen, cuyas demostracio-
nes se pueden encontrar en Kilbas, Srivastava y Trujillo [9], se fundamentan en la equivalencia
de la existencia de soluciones con la resolucién de ciertas ecuaciones integrales de Volterra y el
uso del Teorema del Punto Fijo de Banach.

Definicién 59. Dadoax € C (R (x) > 0) y (a,b) C R, se define el espacio de funciones L* (a, b)
como

L*(a,b):={g€L(ab) /D%¢€L(ab)}

Definicién 60. Dada una funcién f [x,yo,y1, ..., Yym—1] € I x BC RxR™ — C, decimos que
cumple la condicion de Lipschitz para las variables yo, y1, ..., Yym—1 cuando existe una constante K >
0 no dependiente de x tal que para todo x € Iy cualquier par de m-uplas (yo, Y1, ---» Ym—1) , (¥o,¥1,
.y Jm—1) € B se cumple que

m—1
1% Y0, Y1s oo Y1) = £ 1, F0, 1 s Tn—1] | <Y Klyie — k| (4.13)
=0

Teorema 61 (para Riemann-Liouville). Dado el problema tipo Cauchy con derivadas fraccionarias
de Riemann-Liouville (4.3)-(4.4), si la funcién f [x,y,Y1,Y2, ..., Ym—1] cumple la condicion de Lipschitz
(4.13) para las variables y y1,Y2, ..., Ym—1, Y ademds se da que f [x,y,Yy1,Y2, .., Ym—1] € L1 (a,b) para
cualquier (Y, Y1, ..., Yym—1) € R™, se verifica que existe una solucion inica y (x) al problema en el espacio
L* (a,b).
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Teorema 62 (para Riemann-Liouville, caso lineal). Sea la EDF lineal (4.2) cumpliéndose que b (x) €
Ly (a,b). Siay (x) € Leo (a,b) 0siay (x) estdn acotadas en [a, b] (para todok = 0,1, ..., m — 1), entonces
el siguiente problema tipo Cauchy con derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville

m—1

(Dzy) (x) = ag (x) y (x) + k_Zi a (x) (Da'y) (x) + b (x)

(DZ‘*ky) (@)=by, byeC (k=1,2,..n)

tiene una solucién tinica y (x) en el espacio L* (a, b).

4.3. Soluciones de casos particulares

En este apartado resolveremos explicitamente algunos problemas tipo Cauchy cuyas solu-
ciones van a ser utilizadas después en el estudio fraccionario del péndulo y del proyectil. Se
trata de sencillas ecuaciones diferenciales fraccionarias de orden a € (1,2]. Por simplicidad a
la hora de traducir matemdticamente las condiciones iniciales, optamos de aqui en adelante
por la derivada fraccionaria de Caputo, en conjuncién con la integral fraccionaria de Riemann-
Liouville. Como método para resolver las EDFs mostraremos dos caminos distintos: uno basado
en (3.16) y en las propiedades elementales de los operadores fraccionarios; otro haciendo uso
de la transformada de Laplace de forma semejante a la habitual para resolver ecuaciones dife-
renciales ordinarias.

4.3.1. Método 1 (operadores fraccionarios)

Dada una funcién continua f : [0,c0) — C y a € (1,2] vamos a resolver el problema tipo
Cauchy con derivadas fraccionarias de Caputo dado por

(°Dfy) x)=f () (x>0) (4.14)

Como 1 < a < 2setiene que n = [a] +1 = 2, por lo que necesitamos dos condiciones
iniciales en el limite inferior de integracién 0:

y(0) = by (4.15)
¥ (0) = b (4.16)

Si aplicamos el operador integral Ij sobre ambos miembros de la ecuacion (4.14) obtenemos

(16°Dy) (x) = (15£) (x)
lo que, en virtud de (3.16), resulta en que la solucién general de la EDF es
y(x) =co+cx+ (Igf) (x) (4.17)

siendo cq, ¢ constantes complejas dependientes de las condiciones iniciales.

Si introducimos la condicién (4.15) en la solucién (4.17) y, dado que (16‘ f ) (0) = 0, llegamos
a que cp = by.

Vamos a hacer uso de la segunda condicién (4.16). Derivando (4.17) se obtiene

v (x) = c1 + (D3I f) (x)
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que en base a (3.7) vale
v (@) =cr+ (B7f) ()
por lo que como (Ig_lf) (0) =0,sellegaacy = b;.

Por tanto, la solucién particular del problema (4.14)-(4.15)-(4.16) sera:

y(x) =bo + bix + (I f) (x)

= by +byx + ﬁ /Ox (x =)L () dt (4.18)

que como era de esperar haciendo & = 2 coincide con la conocida solucién

y(x):bo—l—blx—l—./olx(x—t)f(t)dt

de la EDO
y'(x) = f(x)

con las mismas condiciones iniciales (4.15)-(4.16).

4.3.2. Método 2 (transformada de Laplace)

Vamos a tratar ahora una ecuacién algo mds complicada, que serd una generalizacion de la
conocida ecuacién diferencial de oscilacion y” (x) = Ay (x) + f (x). Sustituyendo la segunda
derivada por una derivada de Caputo de orden « € (1,2] obtenemos una EDF que denomi-
naremos ecuacién de oscilacién fraccionaria. Para resolver el problema usaremos el método de la
transformada de Laplace. Este sistema tiene la ventaja de que haciendo uso de la transformada
podemos introducir las condiciones iniciales desde el primer momento, llegando directamente
a la solucién particular.

Dada una funcién continua f : [0,00) — C, A € C y a € (1,2] vamos a resolver el problema
tipo Cauchy con derivadas fraccionarias de Caputo dado por

(DY) () =y () +f(x)  (x>0) (4.19)

Como 1 < a < 2 se tiene que n = [a] +1 = 2, por lo que necesitamos dos condiciones
iniciales en el limite inferior de integracién 0:

y(0) =bo (4.20)
y' (0) = by. 4.21)

Aplicando la transformada de Laplace en ambos miembros de la ecuacién 4.19, para lo cual
utilizamos el resultado (4.8) para el calculo de la transformada de una derivada de Caputo, se
llega a

s*Y (s) — sy (0) —s* 72y’ (0) = AY () + F (s)

donde Y (s) = L{y(x)} y F(s) = L{f (x)}. Introduciendo las condiciones iniciales (4.20)-
(4.21) y despejando Y (s) obtenemos
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Se trata ahora de aplicar la transformada inversa de Laplace a los dos miembros de la ecua-
ci6n, para recuperar y (x). Utilizando la linealidad de £~ 1,

S

a—1 a—2
y(x) =boL™! (Sa — A) +b L7 (;j) +L7! (%) : (4.22)

Calculemos por separado las tres transformadas inversas. El resultado (4.10) proporciona el
valor de las dos primeras de forma directa:

N i N 423
S,X_/\—od(x) ()
B 5"‘—2

L1 (S“ — A) = xE (Ax%) (4.24)

Para el célculo de £~ (ﬁl—" (s)) utilizamos la propiedad (4.12),

£ (Sa — (s)) _ (Sa L A) « L7 (F(s)) (4.25)

con lo que reducimos el problema a la obtencién de £~ (1/s*—~1). De nuevo volvemos a recurrir
a (4.10), estableciendo los valores k = 0, B = a y a = A, con lo que resulta

E_l (S’X 1_/\) - xa_lEa,g( ()\xa),

que junto con (4.25) proporciona

< (w=re)

X VEy o (Ax%) }*f(x)

/ (x — 1) " Equ [A(x = 1)*] £ (t) dt (4.26)

En conclusién, (4.22), (4.23), (4.24) y (4.26) facilitan la solucion particular al problema de
Cauchy de partida:

v (x) =boEy1 (Ax") + b1xEgp (Ax®) + /OX (x— 1) TEy, [A(x—1)"] f(t)dt (4.27)

Observacién 63. Las funciones E, 1 (Ax"), xE, 5 (Ax*) forman, por tanto, un sistema fundamental
de soluciones de la correspondiente EDF homogénea

(°Diy) (x) = Ay (x) = 0

cona € (1,2].

Observacion 64. El problema (4.14)-(4.15)-(4.16) estudiado con el método anterior es un caso
particular, més sencillo, de este. Basta tomar A = 0 en la ecuacién (4.19). Veamos que la solucién
obtenida aqui es coherente con la anterior. Haciendo A = 0 en la solucién (4.27) tenemos

Y (x) = boEg1 (0) + byxEq (0 +/ VL E, . (0) F (1) dt

y teniendo en cuenta que las funciones de Mittag-Leffler verifican E,; (0) = E,»(0) = 1,
Exx (0) = 1/T(a), llegamos a la solucion (4.18) esperada:

y(x):bo—kblx—i—ﬁfox(x—t)“1f(t)dt
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Observacion 65. Gorenflo y Mainardi [5] han obtenido una solucién alternativa equivalente para
este problema (con A = —1). En su trabajo, la solucién se expresa en términos de derivadas e
integrales de funciones de Mittag-Leffler de un solo pardmetro E, (z):

y(x) = boEy (—x") + by (I&Ea) (—x") + /Ox %Ea (—t%) f (x —t)dt

5. Algunas aplicaciones dindamicas

5.1. Péndulo simple

El péndulo simple es un sistema fisico constituido por una particula de masa m que, sus-
pendida de un punto fijo O por medio de una varilla de longitud L, puede oscilar en un plano
vertical fijo por efecto de la fuerza de la gravedad. La posicién de la particula en el instante ¢ se
especifica mediante el &ngulo 0 que la varilla forma con la vertical en ese momento.

El estudio del péndulo constituye uno de los problemas clésicos de la dindmica elemental, y
todas sus componentes estan perfectamente determinadas desde el punto de vista matemdtico.
Lo que se pretende con este apartado es realizar un andlisis del movimiento pendular enfocado
desde la 6ptica mas extensa del Célculo Fraccionario, y para ello se va a generalizar la idea
clasica de aceleracion (derivada segunda de la posicién) a una derivada fraccionaria de Caputo
de un orden comprendido entre 1.5 y 2.

Obviamente el péndulo simple es un sistema idealizado, al que para su andlisis vamos a
exigir una serie de hip6tesis simplificativas:

= La varilla que sujeta a la particula carece de masa, es inextensible y siempre permanece
rigida.

= El movimiento de la particula se traza en dos dimensiones; es decir, la particula no traza
una elipse sino un arco.

= El sistema no pierde energia por efecto de la resistencia del aire ni por friccion alguna.

5.1.1. Ecuacién diferencial fraccionaria

Para determinar la funcién del movimiento del péndulo fraccionario empezamos buscando la
ecuacién diferencial fraccionaria que modeliza dicho movimiento. La ecuacién buscada tiene
por incégnita la funcién 6 (t), que determina en radianes el dngulo de la varilla en el instante ¢.
La particula se mueve sobre un arco de circunferencia bajo el efecto de dos fuerzas: su propio
peso (mg, donde ¢ = 9,80665m/s? es la fuerza gravitatoria ejercida por la Tierra cerca de su
superficie) y la fuerza de tensiéon T ejercida por la varilla. Si descomponemos el peso en sus
componentes tangencial y normal, observamos que la componente normal de esta fuerza se ve
contrarrestada por la fuerza de tensién de la varilla. Por lo tanto, la tinica fuerza actuante en lo
que concierne al movimiento del sistema serd la componente tangencial del peso, que tendra
signo negativo por ir siempre en direccién opuesta al movimiento:

F(t) = —mgsen (0 (t)) (5.1)

En el modelo clésico, se introduce esta fuerza en la segunda Ley de Newton,
F = ma, (5.2)
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*“mg cos 6

Figura 1. Fuerzas que intervienen en el péndulo

siendo a la aceleracién tangencial del movimiento, y se llega asi a la ecuacién tradicional del
péndulo. Aqui vamos a sustituir (5.2), en la que la aceleracion a (¢) es la derivada segunda de la
posicién r (t), por una férmula alternativa mds general haciendo uso de derivadas fraccionarias:

E(t) =m (CDgr) (t), (5.3)

conlb<a <2

Nos interesa una ecuacién en la variable dngulo de la varilla 6 (t), y no en la variable posicién
de la particula r (t). Por ser un movimiento a lo largo de un arco de circunferencia de radio L
tenemos que r (t) = L6 (t), con lo que

(CDgr) (=L (CDg ) (t) (5.4)

donde (“Dg0) (t) seré la aceleracién angular.

Finalmente, de (5.1), (5.3) y (5.4) obtenemos
—mgsen (6 (1)) = mL (°Dge) (¢)
que nos lleva a la ecuacién diferencial del péndulo en su generalizacién fraccionaria:

(°ge) (1) + % sen (0 (1)) =0 (5.5)

sien(;o 15 < a < 2, que se reduce a la ecuacion cldsica % (t) + §sen (6 (t)) = 0 haciendo
=2

5.1.2. Solucién

La EDF (5.5) no tiene fécil solucién, al no tratarse de una ecuacién lineal debido al término
no lineal sen (0 (t)). Ahora, recordemos que sen (8) ~ 6 cuando 8 es pequefio; en particular, 6 y
sen (6) coinciden en las dos primeras cifras decimales cuando 6 < 7/12.

Por lo tanto, si nos restringimos a oscilaciones de pequefia amplitud (como las que describe,
por ejemplo, el péndulo de un reloj), parece razonable simplificar nuestro modelo matematico
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sustituyendo sen (8) por € en la ecuacién (5.5)%. La ecuacion resultante se reduce a
(°pge) (1) + %9 (t) =0 (5.6)

Esta EDF encaja dentro del tipo de las estudiadas en el Método de la transformada de La-
place. Si establecemos las condiciones iniciales del péndulo, es decir, angulo de partida 6y y
velocidad angular inicial vy,

6 (0) =6y (5.7)

0’ (0) =g (5.8)

entonces utilizando la férmula (4.27), y dado que en este caso f = 0, la solucién particular, que
determina la posicién del péndulo en funcién del tiempo, es

0 (t) = 6oEq1 (—%t"‘) + 09tEg (—%t"‘) : (5.9)

Por otra parte, en este sistema es habitual considerar nula la velocidad inicial de la particula.
Esto es, en origen el péndulo se deja oscilar sin ejercer sobre él ningtin impulso. En esta situacién
la segunda condicién inicial es

6'(0)=0 (5.10)

y la solucién queda simplificada a

0 () = 0oEar (—%t"‘) — 0Es (—%t“) : (.11)

En el caso particular « = 2, teniendo en cuenta que

se obtiene la solucién tradicional del péndulo linealizado % (t) + £6 () = 0 con condiciones
iniciales (5.7)-(5.10):

6 (t) = 6y cos <\/%t>

5.2. Proyectil

Otro problema dindmico cldsico es el del proyectil . Se trata de un sistema en el que una
particula es proyectada formando un determinado dngulo con la superficie de la Tierra. El pro-
yectil, bajo el efecto de la fuerza de la gravedad, describird una curva de tipo parabélico. Esta
trayectoria esta perfectamente determinada matematicamente incluso para el caso, un poco mas
complicado, en el que consideremos otras fuerzas intervinientes en el sistema ademds de la gra-
vedad, como son las de rozamiento. Areas como la balistica han estudiado en profundidad este
tema. Aqui, siguiendo trabajos como los de Ebaid [4] u Otero [12], vamos a estudiar el mo-
vimiento de un proyectil desde el enfoque fraccionario. Para ello, tal y como hicimos con el
péndulo, utilizaremos como hipétesis inicial una férmula generalizada de la segunda Ley de
Newton.

Vamos a partir de unas hipétesis que simplifican el problema, de forma que la tnica fuerza
actuante sea la gravedad:

3 Esto es lo que se hace en el estudio de la dindmica del péndulo cldsico, y es razonable para valores pequefios del
dngulo debido a que la solucién constante cero es estable. En el caso fraccionario, la estabilidad de la solucién cero,
aunque parece obvia, es todavia un problema abierto (ver [3]).
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= El medio no ofrece oposicién al avance del proyectil ni por resistencia del aire ni por
ninguna otra friccién.

= No hay curvatura de la superficie terrestre, que es plana y sin rugosidades.
= El movimiento se traza dentro de un plano vertical fijo OXY.
= La fuerza de la gravedad es uniforme, y no disminuye con la altura del proyectil.

= No se tiene en cuenta la fuerza de Coriolis, debida al movimiento de rotacién de la Tierra.

5.2.1. Ecuaciones diferenciales fraccionarias

Yy

\ &

B

Supongamos que se lanza el proyectil, de masa m, con una velocidad inicial de médulo
vg y formando un angulo ¢ con la horizontal. Escogemos el plano OXY coincidiendo con el
plano de la trayectoria, de forma que el origen O se corresponda con la posicién inicial de la
particula. Podemos descomponer el movimiento en sus componentes horizontal y vertical, que
serdn independientes una de la otra. Como la tnica fuerza considerada, la fuerza gravitatoria,
solo tiene componente vertical, la trayectoria serd la composicién de un movimiento rectilineo
uniforme horizontal con un movimiento rectilineo uniformemente acelerado vertical. Es decir,
six (f) ey (t) son las respectivas componentes horizontal y vertical del movimiento, lo anterior
junto con la segunda Ley de Newton F = ma nos lleva a las ecuaciones diferenciales clasicas
del proyectil:

Figura 2. Fuerzas que intervienen en el proyectil

d*x
42
md—t]; (t) = —mg (5.13)
que con las condiciones iniciales comentadas,
x(0)=0 x'(0) =vgcos¢ (5.14)
y(0)=0 v (0) =vgsen¢ (5.15)

conducen a las conocidas soluciones del movimiento parabdlico:
x (t) = vot cos ¢ (5.16)

98 | Revista “Pensamiento Matemdtico” Volumen IV, Niimero 1, Abr’'14, ISSN 2174-0410


mailto:antonlo@educastur.princast.es

Cdlculo Fraccionario y dindmica newtoniana Antén Lombardero Ozores

y (t) = votsen¢ — %tz. (5.17)

Para aproximarnos al problema desde el punto de vista fraccionario sustituimos, tal y como
hicimos al estudiar el péndulo, la férmula cldsica de Newton

F =ma

por la generalizacién
F(t) =m (CDgx) (t), (5.18)

con 1,5 < a < 2. Asf, aplicando el nuevo enfoque (5.18) a (5.12) y (5.13), y simplificando el factor
comuin m, obtenemos las EDFs del proyectil fraccionario:

(CDgx) () =0 (5.19)

(“Doy) (1) = -2 (5.20)

siendo1,5 < a < 2.

5.2.2. Soluciones

Las ecuaciones (5.19) y (5.20) son sencillas EDFs lineales del tipo de las estudiadas en el
Método 1 (operadores fraccionarios) de la pagina 92. Si fijamos las condiciones iniciales (5.14)-
(5.15) y aplicamos la férmula obtenida para este tipo de ecuaciones (4.18) llegamos a las solu-
ciones

x (t) = vot cos ¢ (5.21)
y(t) = votsen¢ — 1"(57:—1) (5.22)

donde hemos utilizado que fot (t—s)*"1ds = #/ay que al («) = T (a + 1). Estas son las ecua-
ciones paramétricas que rigen el movimiento del proyectil en el plano OXY partiendo de (5.18)
como principio fisico. Como es natural, al fijar « = 2 se convierten en las soluciones tradiciona-
les (5.16)-(5.17).

Eliminando la variable tiempo y unificando las dos ecuaciones paramétricas se llega a la
ecuacion algebraica que relaciona x e y, que, al contrario que en el caso &« = 2, donde se trata de
una parabola, es un polinomio fraccionario de grado a:

_ —gx*
YTr (@ +1) (vg cos ¢)*

+ xtan¢ (5.23)

A continuacion se estudian, para los casos fraccionario y clasico, las cuatro magnitudes mas
relevantes en el andlisis del movimiento de proyectiles: alcance, angulo 6ptimo, altura maxima
y tiempo de vuelo. Cada uno de estos valores dependera de ciertos pardmetros, e indicare-
mos estas relaciones con notacién de dependencia funcional. Todos los resultados parten de la
hipétesis de un lanzamiento de proyectil (5.23) con condiciones iniciales (5.14)-(5.15). Las de-
mostraciones de los resultados que siguen pueden encontrarse en Ebaid [4].

5.2.3. Alcance

Definicién 66. Se denomina alcance (L) a la distancia horizontal recorrida por el proyectil entre
el instante del lanzamiento y la toma de contacto con la superficie. Es decir, al valor x (¢) en el
tiempo t de impacto con la superficie.
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75 — 15

— 25

25

Figura 3. Comparacion de trayectorias para diferentes valores de o (¢ = 7/4, vg = 10)

Proposicién 67. El alcance L («, ¢, vg) viene dado por

1
w] 1 0§ (serlgb)ﬁ cos ¢

y coincide con el alcance cldsico haciendo o = 2 :

L g0 = |

203
L(2,¢,v) = ?senqmosq)

Proposicién 68. Fijados « y vy, los alcances fraccionario y cldsico coinciden solamente para un dngulo
de lanzamiento concreto:

3 [r?::n} -

L(a,¢,v0) =L(2,¢,v9) <= ¢ = arcsen -
0

o<p<1)

5.2.4. Angulo 6ptimo

Definicién 69. El dngulo éptimo (A) es el dngulo de lanzamiento (con respecto a la horizontal)
con el que el proyectil consigue un mayor alcance.

Proposicién 70. El dngulo dptimo A («) viene dado por

A(a) = tan~! (ﬁ) (g <A)< g)

y coincide con el dngulo dptimo cldsico 7 haciendo « = 2.
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Proposicién 71. Fijados a y vy, el alcance mdximo (que viene determinado por el dngulo éptimo) es

1
a—1[T(a+1)vf]eT
Lmax(“zvo): |: ( ) 0:|

® gV
y coincide con el alcance mdximo cldsico haciendo o = 2:

( ) Z%
L 2, 09) = .
max

5.2.5. Altura maxima

Definicién 72. La altura mdxima (H) es el valor de y (t) en el punto més elevado de la trayectoria
del proyectil.

Proposicién 73. La altura mdxima H («, ¢, vg) viene dada por

1

H (8, pr00) = (1 B %) [%} " (vpseng)

y coincide con la altura mdxima cldsica haciendo o« = 2 :

02 Serl2
H<2,¢,UO) = Oqu)

Proposicién 74. Fijados a y vy, las alturas mdximas fraccionaria y cldsica coinciden solamente para un
dngulo de lanzamiento concreto

g[2-2) T W]

H (a,¢,v9) = H(2,¢,v9) <= ¢ = arcsen (0<¢<g)

5.2.6. Tiempo de vuelo

Definicién 75. El tiempo de vuelo (T) es el tiempo total en que el proyectil estd en movimiento,
desde su lanzamiento hasta que toma tierra.

Proposicién 76. El tiempo de vuelo T («, ¢, vg) viene dado por
1
I'(a+1)vpseng |1
8

y coincide con el tiempo de vuelo cldsico haciendo o = 2 :

T (&, ¢,v0) =

_ 2vpsen ¢

T (2,¢,0) q

5.3. Resorte o muelle

Ciertos dispositivos eldsticos, como los muelles o las tiras de goma, tienen la particularidad
de recuperar su longitud inicial después de ser estirados. Este comportamiento eldstico se debe
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a la accién de una fuerza recuperadora que se opone al estiramiento. Supongamos que dispo-
nemos de un muelle que se encuentra suspendido de un extremo, y cuya longitud es Iy. Al
colgar del otro extremo un cuerpo de masa m, el muelle se estira hasta alcanzar la longitud /4,
quedando entonces inmovil. En ese momento el sistema estd en lo que se denomina la posicién
de equilibrio, y esa posicion del cuerpo se toma como origen coordenado de un sistema unidi-
mensional. Denotemos por x (t) la distancia del cuerpo a la posicién de equilibrio en el instante
t, considerando x (f) > 0 cuando el muelle estéd estirado (el cuerpo se mueve hacia abajo) y
x (t) < 0 cuando estad comprimido (el cuerpo se mueve hacia arriba). En este caso si que vamos
a tener en cuenta la fuerza de rozamiento ejercida por el medio (aire) sobre la masa suspendida,
pero fijamos las siguientes hipétesis de partida:

s El muelle carece de masa.

= El movimiento del sistema muelle-cuerpo es unidimensional, trazdndose dentro de una
recta vertical fija.

5.3.1. Ecuacion diferencial fraccionaria

Vamos a analizar qué fuerzas intervienen en el sistema. De acuerdo con la Ley de Hooke,
la fuerza recuperadora Fy que un resorte ejerce sobre la masa es directamente proporcional
a la distancia en la que el resorte se ha estirado o comprimido. Puesto que ésta es igual al
desplazamiento de la masa m respecto de la posicién de equilibrio, se deduce que

Fy (t) = —kx (t). (5.24)
La constante de proporcionalidad k > 0 se llama constante eldstica del muelle, y depende de sus
caracteristicas fisicas. Obsérvese que Fy y x tienen signos opuestos.

Ademads, un cuerpo que se mueve en el aire estd sometido a fricciones que se traducen en la
aparicién de una fuerza que tiende a frenarlo. Suele admitirse que el rozamiento del aire, a ve-
locidades no excesivamente altas, influye sobre los cuerpos oponiendo una fuerza proporcional
y de sentido contrario a la velocidad del cuerpo, es decir

Fr(t) = —co(t) = —cx' (t). (5.25)
La constante de proporcionalidad ¢ > 0 se denomina constante de amortiguamiento y, en el caso
del aire, dependera de las condiciones atmosféricas.

Podria pensarse que no estamos teniendo en cuenta el peso mg del cuerpo como fuerza
interviniente en el sistema. Por el contrario, el peso se ve contrarrestado permanentemente por
una fuerza de igual médulo y signo contrario: la tensién ejercida por el muelle, que, fijado
en un punto, sujeta en todo momento el cuerpo. Por lo tanto ambas fuerzas se compensan
mutuamente, y la fuerza neta resultante es nula.

Tenemos asi que la masa soporta la fuerza F = Fy + Fr. Para enfocar el problema del resorte
desde el punto de vista fraccionario sustituimos de nuevo la férmula de la segunda ley de
Newton F = ma por la generalizacién fraccionaria

F(t) =m (“Dgx) (1), (5.26)
con 1,5 < & < 2. De esta manera obtenemos la nueva EDF que gobierna la dindmica del muelle:
m (CDgx) () =Fy () + Fr (t) =

m (CDgx) (£) +cx' (t) +kx () =0 (5.27)
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a la que podemos afiadir unas condiciones iniciales que determinen la posicién inicial de la
masa,

x(0) = by, (5.28)

y su velocidad inicial, o el impulso que se le transmite en el inicio del experimento,

X' (0) = by. (5.29)

5.3.2. Soluciones

El problema de Cauchy dado por (5.27)-(5.28)-(5.29) no tiene facil solucién, y en la bibliogra-
fia existente no se resuelve completamente para estos pardmetros particulares. Kilbas, Srivasta-
va y Trujillo [9] han encontrado dos soluciones particulares de la ecuacion (5.27):

= (k)" g D(ntj+1)  (e/m)
= t —— . +
ngé] n! ];F(um—kl—i-a]—]) j!
c ¢ /m (n+j+1)  (~¢/m) tlD
e tﬂ(}’H—D& 1 5.30
+m7;) Zf(zxn—hx—i-oc]—]) j! (530)
= /m (n+j+1)  (~¢/m) t=Di
tan+1
n;O Z (an +2+aj—j) 7! +
L& i /m ) g™ L(ntj+1) (=¢/m)) -1 531
t o = jzol"(vm+1—|—zx—|—1xj—j) 7! '

No hay garantia de que estas dos soluciones formen un sistema fundamental de soluciones
de la ecuacién. El encontrarlas se convierte en una cuestion bastante complicada. Por ejemplo,
sia es un racional 7/q con p < g, necesitariamos p soluciones para configurar un sistema funda-
mental. Para un « real no racional, el proceso se complica mas.

6. Conclusiones

De la misma forma que las propiedades de no localidad y memoria de los operadores frac-
cionarios han demostrado ser de utilidad en 4reas como la mecénica de fluidos, la teoria de
viscoelasticidad, el procesado de imagen y otras muchas, es razonable conjeturar que en sis-
temas fisicos de la mecdnica cldsica pueda, bajo ciertas circunstancias, ocurrir algo parecido.
Un siguiente paso en la investigacion consistirfa en determinar, a nivel préctico, si existen con-
diciones (de friccién del medio, climatolégicas, gravitatorias, etc.) para las que los modelos
fraccionarios expuestos representen la realidad de forma maés precisa que los modelos clésicos.

En un plano mads tedrico, el Calculo Fraccionario, como rama matemadtica reciente que es,
proporciona innumerables lineas futuras de investigacién. En relacién a los aspectos tratados
en este articulo sefialamos el problema abierto de determinar la estabilidad de la solucién trivial
0 en el péndulo fraccionario, y sobre todo la bisqueda de la solucién general para sencillas
ecuaciones diferenciales fraccionarias lineales, como la obtenida en el problema del resorte.
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