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Resumen 

Torricelli consideró el cálculo del volumen de sólido hiperbólico 

agudo como el mejor logro en sus trabajos con ‘indivisibles curvos’. Fue 

publicado en la Opera geometrica. Aquí se presenta como muestra del 

estilo de las demostraciones matemáticas (geométricas) que se efectuaban 

en el siglo XVII, y por su valor precursor del cálculo infinitesimal. Es un 

ejemplo significativo para aproximarse al pensamiento torricelliano. 

Palabras Clave: Torricelli, Indivisibles, Sólido hiperbólico agudo 

 

1.    Un método geométrico nuevo 

                  El interés del sólido hiperbólico agudo estriba posiblemente en que 

valida, de forma vistosa, la construcción de los indivisibles curvos. En ese 

sentido el método de cálculo de su volumen revela la intuición matemática de 

su autor, Evangelista Torricelli1, su gran conocimiento de la geometría y su 

finura como matemático.  

                El artículo se estructura como sigue: en los primeros apartados se explica 

someramente la creación de los indivisibles, después en el siguiente epígrafe 

se describe el hiperboloide de Torricelli. Y en el último se resume la 

exposición del cálculo del volumen del sólido hiperbólico agudo, tal como lo 

                                                 
1
 Evangelista Torricelli (1608-1647), religioso, matemático y físico italiano de origen romañolo, 

fue discípulo de Galileo y su sucesor matemático de la corte florentina 
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dio Torricelli por definitivo2, utilizando los dibujos que él mismo hizo y que 

aparecieron publicados con los cinco lemas y la demostración en el estilo 

riguroso en que él lo hizo. 

2.    Cavalieri: los indivisibles 

               El método de los indivisibles fue ideado por Cavalieri3 para hallar áreas de 

figuras planas y volúmenes de sólidos. Parece que buscaba un procedimiento 

más general y más refinado para abordar estos problemas que el usado 

regularmente en su tiempo. Este ingenioso acercamiento a estas tareas 

geométricas supuso un avance porque introdujo una nueva visión de este 

tipo de cálculos que eran conocidos desde la Antigüedad.  

               En el curso del tiempo esta nueva forma de abordar el problema daría 

paso al cálculo diferencial. Como herramienta de trabajo los indivisibles son 

más modestos, pero suponen un anticipo en la búsqueda de sistemas menos 

farragosos y más precisos de cálculo.  

                En esta línea, el método tuvo, en mi opinión, la riqueza de introducir un 

hábito distinto al de la exhaución (el método del ‘agotamiento’) con que se 

procedía para hallar áreas y volúmenes desde que los griegos pusieron en 

circulación esta técnica (es célebre el uso de Arquímedes de este 

procedimiento para calcular la longitud de una circunferencia inscribiendo en 

la misma polígonos regulares). 

                Cavalieri publicó sus trabajos con el título Geometria indivisibilibus 

continuorum nova quadam ratione promota (Bolonia, 1635). En esta obra, de 

lectura bastante farragosa,4 presenta al lector un procedimiento que consiste 

en descomponer los objetos que estudia en unos elementos esenciales que 

llama ‘indivisibles’.  

               Aunque no dio una definición precisa de indivisible, se da por hecho que 

los indivisibles de rectas son puntos (de inviable operatividad). En las figuras 

planas los indivisibles son líneas, y la superficies son totalidades de líneas; de 

modo análogo, los sólidos están constituidos por una totalidad de indivisibles 

superficiales. Pero los indivisibles de Cavalieri aún no se parecían a la forma 

                                                 
2 Los dibujos que ilustran los teoremas corresponden a los que figuran en la Opera geométrica 
realizados verosímilmente por el propio Torricelli 
3 Bonaventura Cavalieri (1598-1647) matemático italiano nacido en Milán, religioso alumno de 

Galileo Galilei (1564- 1642). Galileo también trabajó en indivisibles, pero no quedó nada escrito 

sobre ellos, no obstante la escritura de sus estudios sobre la caída de los graves dan idea de que 

usó un método de este tipo para escribir la fórmula.  
4 Esta afirmación la hago remitiéndome a lecturas solventes de historia de la matemática, pues no 

he pasado de echar un ojo a los textos originales, sin detenerme en la lectura más que ocasional y 

sin ninguna reflexión, en ese sentido la aseveración es tal vez un poco osada por mi parte. 
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que componían, las partes no se asemejaban a la totalidad en su concepción, 

quizá por eso no imaginó los indivisibles curvos en sólidos. 

               En el siglo XVII, las áreas y los volúmenes no venían normalmente dados 

por un número, sino mediante una comparación entre magnitudes 

geométricas.  Así la técnica de los indivisibles era conforme a este estilo y dos 

figuras planas tienen el mismo área si sus indivisibles son iguales (el mismo 

razonamiento es válido para los volúmenes). 

3.    Torricelli: los indivisibles curvos 

               Torricelli, aplicado estudioso de los indivisibles en que tan 

denodadamente trabajaba su maestro y amigo, no tuvo problemas para 

imaginar como candidatos a indivisibles a los bordes de las figuras planas 

‘redondeadas’ o curvilíneas que estudiaba o las superficies (matem{ticas) de 

los sólidos, por eso ideó, aparentemente sin ‘reparos’ y sin los escrúpulos (de 

índole conceptual) de Cavalieri, los indivisibles curvos. Inventó estos 

‘elementos’ no al estilo actual, es decir, no los definió formalmente, y en 

consecuencia no encontró necesario demostrar que estaban bien definidos, 

que tenían sentido y que su existencia estaba garantizada, no hay ningún 

teorema al respecto, los imaginó y los nombró.  De este modo, los indivisibles 

curvos pasaron a existir una vez su autor comprobó que funcionaban 

fehacientemente, entonces los mostró al mundo.  

               Como la soltura y la habilidad con las herramientas y la confianza en la 

utilidad de las mismas requieren maduración, adquirió destreza y dominio 

sobre las características y las propiedades de los indivisibles al trabajar en 

distintos casos que le interesaban y así manejaba áreas y volúmenes de 

figuras curvas, hasta que dio con la mejor figura, la m{s ‘bonita y 

sorprendente’; y en estudiar su hallazgo puso todo su talento y su ingenio de 

matemático fino y experimentado, este sólido le servía no solo como muestra 

de talento y lucimiento de matemático, sino que consolidaba el interés de sus 

indivisibles a la comunidad matemática de su tiempo y al mundo.  

                Denominó a este sólido hiperbólico agudo. Para construirlo hizo girar una 

hipérbola equilátera sobre la asíntota vertical tomada como eje Y, lo que como 

sólido suponía un volumen finito. Aquí quizá cabría detenerse un momento 

para que el lector, situándose en la mentalidad torricelliana, encontrase un 

punto clave y de llamada a su propia reflexión y a la revisión de 

determinados conceptos (y quizá también de ciertas concepciones): la 

asociación de una superficie infinita, con un volumen finito; y manejar 

también otras nociones próximas: ilimitado, limitado<  

               Torricelli parece que estaba convencido de que era la primera persona que 
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se inventó un objeto geométrico de estas características, pero es muy probable 

que Fermat5 ya hubiera rozado estos temas en sus trabajos con hipérbolas, y 

Roberval6 también debió investigar en el asunto, pues le gustaba estar a la 

última y era un pensador inquieto, avanzado y polemista además de un buen 

matemático, ignoro si es posible rastrear antecedentes en periodos 

precedentes con visos de verosimilitud de algún cuerpo geométrico ilimitado, 

que no puede ser contenido en una esfera, y que tiene un volumen finito. 

               El sólido hiperbólico agudo de Torricelli se apoya sobre un cilindro de 

base. El matem{tico pensó el sólido como una secuencia de ‘hojas’ cilíndricas 

contenidas unas en el interior de otras paralelamente. Estos planos cilíndricos 

son los indivisibles curvos del sólido.  

               El siguiente paso sería demostrar que el cuerpo formado por el sólido 

hiperbólico agudo con un cilindro en la base es equivalente al cilindro ACOH 

(véase Fig. 8) y tienen el mismo volumen y en consecuencia además de ser 

infinitamente largo, el sólido hiperbólico agudo junto con el cilindro situado 

en su base tienen un volumen finito.  

4.    Construcción del sólido hiperbólico de Torricelli 

En la Fig. 1 aparece esquematizada la idea de partida, en el siguiente 

epígrafe muestro la secuencia de presentación del teorema y los cinco lemas 

tal y como aparecen en la Opera geométrica. (La demostración se puede seguir 

en dicha obra.) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1.  Hipérbola equilátera 

                                                 
5 Pierre de Fermat (1601-1665) abogado y matemático francés 
6 Gilles P. de Roberval (1602-1675) religioso y  matemático francés 
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Sea una hipérbola equilátera en la que se toma como eje las asíntotas, 

(escrita en forma de ecuación y = a/x) Conviene elegir a = 1 como valor de la 

constante. Entonces AI . IL = AT . TS. Sea S un punto tal que TS = SU; para 

cada punto L de la hipérbola se cumple que AI . IL = TS2.  

Sea AS el semieje de la hipérbola, que es la diagonal del cuadrado de lados 

AT y TS, por el teorema de Pitágoras tenemos que AS2 = 2 TS2 = 2 AI . IL. 

Haciendo girar esta hipérbola en torno a la asíntota vertical (AB), véase 

Fig. 8, se origina un sólido de longitud infinita. Añadiendo un cilindro a la 

base de diámetro igual al eje de la hipérbola y de altura igual a la asíntota 

horizontal (AC), véase Fig. 8, Torricelli demuestra que el volumen de este 

cilindro así obtenido es igual al volumen del sólido obtenido al girar la 

hipérbola alrededor de la asíntota vertical.  

Antes de presentar el trabajo a la comunidad matemática, Torricelli le 

comunicó a su amigo y maestro en el estudio de los indivisibles, Cavalieri, el 

hallazgo; quien según parece quedó encantado con el asunto -los 

historiadores coetáneos escribieron al respecto en un estilo muy laudatorio-. 

Además como paso previo a su publicación lo había expuesto en círculos 

matemáticos y Mersenne7 ya lo conocía seguramente casi dos años antes de 

que saliera a la luz.  

 

  

 

 

 

 

Figura 2.  Imagine el lector un giro de una hipérbola alrededor de la asíntota vertical, dicho giro 

origina un sólido hiperbólico agudo, al que después Torricelli añadirá un cilindro de base.  

Detalle de la construcción de los indivisibles curvos. 

 
 

                                                 
7 Marin Mersenne  (1588-1648) clérigo y matemático francés 
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5.    Volumen del sólido hiperbólico agudo  

El sólido hiperbólico agudo estaba formado por un cilindro de base, más 

el sólido de revolución obtenido al hacer girar la hipérbola alrededor de la 

asíntota vertical. Torricelli se imaginó ‘hojas’ cilíndricas paralelas congruentes 

(unas dentro de otras), cada una de ellas un indivisible curvo. (Véase en la 

Fig. 8 NLIO). Para que no quedara ninguna duda de la paternidad de los 

indivisibles curvos en sólidos subrayó por escrito este hecho y afirmó 

contundente que su método con los indivisibles curvos no seguía el ejemplo 

de ningún predecesor. 

[…] Il nostro metodo procederà con gli indivisibili curvi senza seguir 

l’esempio di alcun predecessore […] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3. Documento. El sólido hiperbólico agudo (enunciado de los dos primeros lemas)  ‘Opera 

geometrica’ [p.113] 

      Teorema del sólido hiperbólico agudo. En este teorema se establece la 

equivalencia entre un sólido de longitud infinita engendrado por una 

hipérbola que gira en torno a su propio eje y un cilindro de altura finita. La 

demostración se basa en cinco lemas: 

En el primer lema considera una hipérbola con asíntotas AB y AC, 

haciéndola girar sobre el eje AB obtiene el sólido hiperbólico agudo. Después 

considera en el sólido así construido un rectángulo, por ejemplo, el DEFG. 

Llama AH al semieje de la hipérbola, y por ser la hipérbola equilátera, el área 

del cuadrado construido sobre AH es igual al área de cualquier rectángulo 

DEFG que gira alrededor de la asíntota AB.  
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Figura 4. Ilustración Lema I sólido hiperbólico agudo ‘Opera geometrica’ [p.113] 

 

En el segundo lema demuestra que todos los cilindros inscritos en el sólido 

hiperbólico agudo en torno al eje común AB son isoperimétricos (sus 

superficies laterales son iguales). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5. Ilustración Lema II sólido hiperbólico agudo ‘Opera geometrica’ [p.113] 

 

En el tercer lema demuestra que los volúmenes de todos los cilindros 

isoperimétricos descritos antes se relacionan entre sí como los diámetros de 

sus bases. 

En el cuarto lema demuestra que la superficie lateral del cilindro GIHL es 

1/4 de la superficie de la esfera AEFC. 
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Figura 6. Ilustración Lema IV sólido hiperbólico agudo ‘Opera geometrica’ [p.114] 

 

En el quinto lema demuestra que la superficie de cada cilindro CHIL 
inscrito en el sólido agudo como en la figura anterior, es equivalente al 
círculo de radio DF. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura  7. Ilustración para el teorema del sólido hiperbólico agudo ‘Opera geometrica’ [p.115] 

 

En definitiva en el teorema por fin demuestra que el sólido infinitamente 

largo FEBDC constituido por el sólido hiperbólico agudo EBD y por su 

cilindro de base FEDC, es equivalente al cilindro ACGH de altura AC. 
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Figura 8. El sólido hiperbólico agudo equivale en volumen al cilindro ACOH 

El segmento AC = PD altura del cilindro ACGH resulta de cortar la 

hipérbola mediante un plano perpendicular al eje AB (véase Fig. 5). 

La demostración descansa sobre el quinto lema, la superficie lateral del 

cilindro inscrito, por ejemplo, el GIHL es igual al círculo de radio DF (véase 

Fig. 7).  

Esta conclusión es decisiva para construir el cilindro ACGH, que Torricelli 

considera la suma de un número infinito de círculos. En la Fig. 8 la superficie 

lateral del cilindro OILN es igual al círculo que pasa por el punto I. Esta 

conclusión es cierta para cada cilindro inscrito, a cada uno le corresponderá 

un círculo de radio constante DF que pasa por uno de los infinitos puntos del 

segmento AC. 

Torricelli pensó el cilindro OILN como indivisible curvo. Tomó un punto 

cualquiera (I) de la recta AC. La superficie lateral de este cilindro viene dada 

por el producto de la circunferencia de radio AI (2 π AI) por la altura (LI). 

Esto es, 2 π AI . LI  Esta superficie lateral es igual a AS2π, es decir, el área del 

círculo de radio AS. Si se construye un cilindro ACGH que tiene como base el 

círculo de diámetro AH = RS (el eje de la hipérbola) y altura el segmento AC, 

la superficie lateral del cilindro es OILN que es igual al área del círculo IM. 

Puesto que esto es cierto, si se toma el punto I, tenemos que todas las 

superficies cilíndricas construidas en AC serán igual a todos los círculos de 

CA, y por tanto el área del sólido hiperbólico agudo BLDCFENB es igual a la 

del cilindro ACGH. 
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Figura 9. Los cinco lemas y el teorema del sólido  hiperbólico agudo ‘Opera geométrica’. 
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