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Resumen

Este articulo pretende dar una visién general de las que hoy dia son
consideradas las dos primeras escuelas matematicas griegas modernas. Se
hace un repaso de ambas escuelas, la Escuela Jénica personificada en Ta-
les de Mileto y la Escuela Pitagoérica personificada en Pitdgoras de Samos.
Ambos personajes fueron un referente para otros fil6sofos y matematicos
posteriores.
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1. Introduccion

Podemos considerar que con la apariciéon de las Escuelas Jonica y Pitago-
rica, se dejo atras la historia matemadtica antigua y comenz6 la era cientifica
moderna. Desafortunadamente la mayoria del legado de ambas escuelas no ha
sobrevivido al tiempo y es escaso el material que ha llegado a nuestros dias.
Afortunadamente hacia el 450 a.C. tenemos constancia de los primeros comen-
tarios histéricos que realiz6 el historiador Proclo acerca de los Elementos de Eu-
clides, que estaba familiarizado con la obra de Eudemo de Rodas, discipulo éste
a su vez de Aristoteles.

También podemos encontrar extractos de la obra Doctrina (o Teoria) de las
Matemiticas de Gémino de Rodas sobre el afio 50 a.C. conservados a través de
autores como Proclo, Eutocio, Al Nayrizi y otros. En €], divide a las matemati-
cas en dos partes: Mental y Observable, o en términos actuales Pura y Aplicada,
donde se realiza una comparativa de los métodos de demostracién usados por
los primeros gedémetras griegos con los métodos actuales.
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También han llegado a nuestros dias las biografias de algunos de los mate-
maticos mds relevantes de esa época, asi como de la vida y obra de otros mas
modestos.

2. La Escuela Jénica

2.1. Tales de Mileto

Es considerado por muchos (por ejemplo Aristéte-
les) el fundador de la primera escuela de matematicas
y filosofia griegas y uno de los Siete Sabios de Grecia.
Naci6 en torno al afio 640 a.C.! en la ciudad jénica de
Mileto, una antigua ciudad en la costa occidental de
Asia Menor (en lo que actualmente es la provincia de
Aydin en Turquia), cerca de la desembocadura del rio
Menderes.

Durante la primera etapa de su vida, Tales se de-
dicé parcialmente al comercio y a asuntos de caracter
publico. Y a juzgar por las anécdotas sobre su perso-
na que han sobrevivido hasta nuestros dias, se desta-
c6 por su astucia en los negocios. Se cuenta que una vez transportando una
mercancia de sal sobre unas mulas, uno de los animales aprendié a sumergir
parte de su carga al cruzar el cauce de un rio, ya que de este modo la misma se
aligeraba debido a que la sal se disolvia con el agua. Los encargados de la mula
estaban muy molestos al perder sus preciados cargamentos de sal y considera-
ron que el animal ya no servia para el trabajo, por lo que decidieron sacrificar-
lo. Tales intervino para tratar de dar una explicacién del comportamiento de la
mula, por lo que la observé cuidadosamente sumergiéndose en el rio un par
de ocasiones y propuso una solucién para que la mula siguiera siendo ttil y no
echara a perder més los cargamentos de sal. En lugar de cargar a la mula con
los usuales sacos de sal, Tales la cargé de esponjas. Asi, cada vez que la mula se
sumergia en el rio queriendo aligerar su carga, las esponjas absorbian el agua y
su carga se hacia mds pesada. De esta forma, después de varios dias de repetir
la leccién de las esponjas, la mula aprendié a no sumergirse mds en el rio. De
este modo, gracias al ingenio de Tales, la mula siguié siendo ttil y conservé su
vida.

Tales de Mileto

Siendo atin comerciante, Tales visit6 la Gran Piramide de Egipto. En aquella
visita uno de los alli presentes formulé la pregunta de cudl era la altura de la
misma. Ninguno de los egipcios que alli estaban pudieron dar respuesta ya
que la pirdmide era muy alta y si se soltaba una cuerda desde la punta hasta
el suelo, esta acciéon no mediria la altura. Pero Tales ante tal reto geométrico se
puso manos a la obra para resolver este problema. Primero midi6 la longitud
de la sombra de la piramide, luego la longitud de su propia sombra y, como
ya conocia su estatura, hizo algunos calculos y sorprendié a los egipcios con la
medida de la altura de la pirdmide. Los egipcios desconocian el Teorema que

1 Algunas fuentes consideran la fecha de 624 a.C. como el afio de su nacimiento.
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Tales estaba usando: si por un tridngulo se traza una linea paralela a cualquiera
de sus lados, se obtienen dos tridngulos semejantes. Este resultado corresponde
a una de las versiones del llamado Teorema de Tales.

Durante su periodo en Egipto, Tales estudié Astronomia y Geometria. Re-
gres6 a Mileto para abandonar su profesién como comerciante y su vida publi-
ca, centrdndose tnica y exclusivamente en el estudio de la filosofia y la ciencia
(disciplinas que en las Escuelas Jénica, Pitagorica y quizds Ateniense estaban
intimamente interconectadas), donde vivié hasta su muerte alrededor del 550
a.C.

Desgraciadamente no nos podemos hacer una idea exacta de su labor do-
cente. Segtn Proclo, sus ensefianzas consistfan en un ndmero de proposiciones
aisladas que no seguian ninguna secuencia légica, pero cuyas demostraciones
eran deducidas, por lo tanto los teoremas no eran meras afirmaciones resultado
de la induccién de un gran ndmero de casos especiales, como probablemente
era la manera de actuar de los gedmetras egipcios. Este cardcter deductivo es
precisamente su principal sello de distincién. Proclo declaraba en el Sumario de
Eudemo®

“...primero fue a Egipto y después introdujo este estudio en Grecia. Descu-
brié muchas de las proposiciones por st mismo e instruyo a sus seguidores
en los principios que subyacen en muchas otras, siendo un método de ata-
que mds general en algunos casos, mds emptirico en otros.”

Podemos atribuirle con razonable probabilidad ciertas proposiciones rela-
cionadas con la geometria de los angulos, las rectas, y las superficies que las
determinan, transformando la geometria al cambiar el enfoque de la misma
desde un punto de vista empirico a un punto de vista deductivo.

En su Comentario® y citando a Eudemo, Proclo afirma que Tales estableci6
cuatro teoremas:

1. “El circulo se bisecta por su didmetro.”

2. “Los dngulos de la base de un tridngulo con dos lados iguales son iguales.” (Euc.
I, 5). Proclo parece dar a entender que esta afirmacién fue demostrada
considerando otro tridngulo isésceles idéntico, ddndole la vuelta y su-
perponiéndolo al primero, una especie de demostracién empirica.

3. “Los dngulos opuestos de lineas rectas que se intersectan, son iguales.” (Euc. I,
15). Tales podia haber considerado ésto como obvio, para Proclo fue Eu-
clides el primero que dio una demostracién correcta de esta afirmacién.

4. “Sidos tridngulos son tales que dos dngulos y un lado de uno son iguales a dos
dngulos y un lado del otro, entonces los tridngulos son congruentes.” (Euc. VI,

2 Eudemo de Rodas discipulo de Aristételes que disputé con Teofrasto el puesto de director del
Liceo. En el afio 320 a.C. hace referencia a Tales en su Historia de las Matemiticas. Este documento,
que fue una historia completa de la geometria griega que cubria el periodo anterior a 335 a.C.,
se perdi6 y antes de que esto ocurriera, llegé a existir un resumen del mismo que posteriormente
desapareci6é también.

3 En el Sumario de Eudemo escrito por Proclo en el siglo v a.C., aparece un resumen con un
Comentario sobre el Libro I de Los Elementos de Euclides.
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4,0 Euc. VI, 2). Diégenes Laertes, junto con Plinio y Plutarco apuntan que
Tales hizo uso de esta propiedad cuando estaba en Egipto para encontrar
la altura de la Gran Pirdmide. Parece ser que el teorema era desconocido
para los egipcios.

Algunos de estos resultados debian ser conocidos desde bastante antes; de
algunos, solamente se dice que fueron enunciados por él; lo importante aqui
es la creencia de que Tales usaba razonamientos l6gicos para hacer ver que
eran ciertos y no lo hacia por medio de la intuicién, la experimentacién y la
comprobacién repetida, como en esas épocas se habia hecho. Lo hiciera Tales o
no, lo que si es cierto es que los Pitagéricos desarrollaban la matemética de una
manera deductiva. Hay un quinto teorema que tradicionalmente se incorpora
a la lista anterior y que dice:

5. “El dngulo inscrito en un semicirculo es un dngulo recto.” (Euc. 111, 31)

Actualmente se piensa que este teorema pudo tener su verdadero origen
en Babilonia y posteriormente ser introducido por Tales en Grecia. Esta afir-
macién es considerada como uno de los mayores logros geométricos de Tales.
Parece ser que pudo llegar a esta conclusién observando que las diagonales de
un rectdngulo son iguales, se bisecan, y que ademads éste siempre puede ser ins-
crito en una circunferencia. Por lo tanto aplicando el teorema 2, descubrié que
la suma de dngulos, de un tridngulo rectangulo es igual a dos dngulos rectos.

Parece improbable que Tales supiera trazar la perpendicular a una recta
desde un punto, pero si asi fuera, es posible que fuera consciente del siguiente
teorema, como muchos investigadores modernos sugieren:

6. “La suma de los dngulos de cualquier tridngulo es igual a dos dngulos rectos.”

Pero también es posible demostrar el teorema 5, conociendo el 6. Tenemos
aqui un caso de equivalencias de dos resultados. Si conocemos 5, podemos
probar 6. Si sabemos 6, podemos probar 5. Si Tales demostré 5, ;como lo hizo?,
¢habria usado 6?. Hay referencias de Eudemo a través de Proclo, que indican
que 6 no sélo fue demostrado por los Pitagoricos, sino que incluso fue descu-
bierto por ellos. Y por tanto se cree que Tales quizd demostré 5, a partir del
conocimiento de 6, pero que no daba una demostracién general; s6lo aceptan-
dolo como cierto a través de demostraciones de orden particular y de caracter
mads experimental e intuitivo, que las que ya aparecen en Los Elementos de Eu-
clides.

Con respecto a los tridngulos equiléteros y rectangulos, sabemos a través de
Eudemo de Rodas, que los primeros gedmetras demostraron la propiedad ge-
neral de forma independiente para tres familias de tridngulos. El drea en torno
a un punto puede ser completada mediante la unién de seis tridngulos equi-
lateros, por lo tanto la proposicién es verdadera para un tridngulo equilatero.
Nuevamente, tomados dos tridngulos rectangulos cualesquiera, éstos pueden
yuxtaponerse para formar un rectangulo, la suma de aquellos dngulos resulta
cuatro dngulos rectos; por lo tanto la proposiciéon es verdadera para un tridn-
gulo rectangulo. Por dltimo cualquier tridngulo puede dividirse en la suma de
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dos tridngulos rectangulos trazando una perpendicular desde al &ngulo mayor
al lado opuesto a éste, y nuevamente se cumple la veracidad de la proposicién.

Tales goz6 de una gran fama entre sus contempordneos como astrénomo
y gedmetra. Fue un enamorado de la astronomia, sobre la que escribi6 varios
tratados. Una anécdota cuenta que durante un paseo nocturno, observaba con
tal intensidad las estrellas que no se percat6 de que en el camino habia una
zanja y cayo en ella, a lo que una mujer mayor que pasaba por alli le espet6,
“:Como puedes hablar sobre lo que ocurre en el cielo, cuando ni siquiera puedes ver lo
que hay bajo tus pies?” - anécdota comentada a menudo para ilustrar el caracter
distraido de los fil6sofos.

Sin entrar en demasiados detalles astro-
némicos, algunas historias cuentan también
que Tales consideraba en su ensefianza que
un afio contenia sobre 365 dias, y no do-
ce meses de treinta dias cada uno. Se cuen-
ta que sus predecesores intercalaban ocasio-
nalmente un mes para mantener a las esta- B g .
ciones sin desfase, asi debieron darse cuenta ANHNIKH AHMOKPATIA 90 -
de que el afio contenia de media més de 360 =annnssss AAssAnAsmanmaAnn
dias. Hay razones para considerar que Tales
crefa que la tierra era un cuerpo con forma
de disco que flotaba en el agua. Tales conocfa muy bien los métodos astroné-
micos babilénicos, por lo que segtin el historiador Herodoto, pudo haber sido
capaz de predecir un eclipse de sol en el afio 585 a.C, que impidi6 la guerra en-
tre los pueblos medo y lidio en Asia Menor. Se cuenta que, cuando los ejércitos
de ambos pueblos vieron el eclipse, atemorizados, lo interpretaron como un
mal presagio e inmediatamente firmaron la paz. No se sabe si Tales en verdad
predijo o no el eclipse, lo impresionante de la historia es que efectivamente el
eclipse ocurri6 el 28 de mayo del afio 585 a.C*, siendo éste uno de los primeros
eventos histéricos del cual se sabe la fecha exacta. Sus predicciones le propor-
cionaron un extraordinario prestigio como profesor y le reservaron un lugar
entre los Siete Sabios de Grecia.

1994

HELLAS .

33 FITIIIVIDSIIIITO

[T BAAHE O MIAHZIOZ 6% nX AIQNAZ

Tales muri6 en el afio 547 a.C a la edad de 90 afios. Segtin cuentan algu-
nas fuentes, le gustaba asistir a eventos deportivos de toda clase, y ya anciano
asistié como publico a una competiciéon gimndstica. Parece ser que aquel dia

4 Sobre este fenémeno, Herodoto de Halicarnaso (485-420 a.C.) escribié en Historias, I, 74:

“Tuvo lugar una guerra entre los lidios y los medos durante cinco afios, en los que muchas
veces los medos vencieron a los lidios y muchas los lidios a los medos. Dentro de ella incluso
llevaron a cabo una batalla de noche: a ellos, que proseguian en condiciones de igualdad la
guerra, en el sexto afio, iniciado el combate, les acontecié que, trabada la batalla, el dia de
repente se hizo noche. Tales de Mileto habia predicho a los jonios que sucederia esta mutacion
del dia, habiendo propuesto como término el afio ese en el que ciertamente tuvo lugar el cam-
bio. Y los lidios y los medos, cuando vieron que se hacia de noche en lugar de dia, pusieron
fin a la batalla y de manera especial se apresuraron también ambos a que se hiciera la paz
entre ellos. Y quienes los reconciliaron fueron estos: Siénesis, cilicio, y Labineto, babilonio.
Estos fueron los que se esforzaron por que se produjera la alianza entre ellos, e hicieron un
intercambio matrimonial: en efecto, decidieron que Alyattes entregara a su hija Aryenis a
Astiages, el hijo de Ciaxares; pues sin un lazo fuerte unos tratados firmes no pueden mante-
nerse. Y, en cuanto a los pactos, hacen esos pueblos lo que los helenos y, ademds de esto, una
vez que se cortan los brazos a nivel de la piel, chupan mutuamente la sangre.”
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el calor era insoportable y la muchedumbre se agolpaba para colocarse en un
sitio 6ptimo para ver el evento. El anciano Tales no lo pudo soportar y muri6é
de asfixia aplastado por el publico.

No podemos cerrar esta pequefia biografia sobre Tales sin mostrar uno de
sus resultados mas conocido, que no es otro que el teorema que lleva su nom-
bre, relativo a la proporcionalidad de segmentos determinados en dos rectas
cortadas por un sistema de paralelas.

2.2. El Teorema de Tales

El Teorema de Tales es una consecuencia importante de los Axiomas de in-
cidencia, ordenacién y métricos del plano®. Su importancia estriba en que es
la base para definir las razones trigonométricas. Se basa en la idea de las pro-
yecciones oblicuas. Para su enunciado y demostracién necesitamos presentar
previamente un resultado sobre proyecciones oblicuas.

Teorema sobre proyecciones oblicuas.

“Sean dos rectas r y s y una direccién J a la cual no pertenecen r y s. Si
Ay, Ag, Az, Ayg € v cumpliendo que d(Aq, Ay) = d(As, As) y formamos
Al = Ps(A;) las proyecciones de dichos puntos paralelamente a § sobre
la recta s entonces d( A}, Ay) = d (A}, Ay).”

Demostracién. Distinguiremos dos casos en la demostracién:

® 1y sson paralelas.
Entonces A1 Ay A) A} forman un paralelogramo y entonces de este modo
d(A1,Ay) = d(A], A}). Andlogamente d(Az, Ay) = d(A5, A}) y asi se
obtiene la igualdad.

* 7y sno son paralelas.

A / \ A Entonces la paralela a s desde A; cor-

- ta AyA} en By y la paralela a s desde

As/ VB \Aé Aj corta a A4A) en By. Los tridngulos
AA1AyB) y AA3A4B, son iguales por

Az / Aj tener un lado igual y los dngulos ad-

' yacentes comprendidos entre paralelas
, conlo que d(Aj,B) = d(As3, By). Pero

As) By 4 ahora A1BjA} A y A3By A} Al son para-
/ \ lelogramos y razonando igual que antes
r $  se obtiene la identidad.

5 Cabe destacar que los axiomas de geometria que hoy dia se utilizan no son los originales que
aparecen en Los Elementos de Euclides, sino unos més sofisticados que el matematico David Hilbert
publicé en 1899 en su famosa obra Los Fundamentos de la Geometria y que trata la axiomatizacion
y el tratamiento formal riguroso y desde una perspectiva moderna, de la geometria euclidea. La
diferencia fundamental de estos Axiomas con los de Euclides estriba en que Hilbert no define los
conceptos de punto y recta sino que estos se suponen existentes.
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La idea de este Teorema es que la igualdad de longitudes se mantiene me-
diante proyecciones oblicuas. Teniendo en cuenta esta propiedad se puede
enunciar entonces el Teorema de Tales.

Teorema de Tales.

“Sean dos rectas v y s y una direccion & a la cual no pertenecen r y s.

Tomamos tres puntos distintos A, B, C € r y llamamos A’, B', C' a sus

proyecciones paralelamente a J sobre la recta s. Entonces se tiene que:
d(A,B) d(A,B),

d(B,C) d(B,C)
Demostracién. Distinguiremos dos casos en la demostracién:

. ZEII;X,,CBs = % €Qconn,mecZ.

En este caso dividimos el segmento [A, B] en n partes iguales de longitud
I,[A A],...,[Ay—1,B] y el segmento [B,C] en m partes iguales de lon-
gitud I, [B,By],...,[By—1, C]. Calculamos ahora las proyecciones de los
puntos de division sobre la recta s y los denotamos por A},..., A}, _;, B},
..., B}, ;. Por el Teorema sobre proyecciones oblicuas se tiene que los
segmentos que definen estos puntos tienen la misma longitud, I, y de
aqui se obtiene la igualdad pedida.

d(A, B)
d(B,C)

Supongamos que

=¢ Q.
AB) , d(A,B)
(B,C) 7 d(B,C)

con lo cual existe m € IN tal que

d(A,B) d(A,B) S 1
d(B,C) d(B',C') m
Como Z((IE,CB)) ¢ Q se tiene que existe n € IN cumpliendo que:
no_ d(A,B) - n+1
m ~ d(B,C) m

y ademas existirdn A1, A; € r cumpliendo que A € [Aq, Ay

n  d(A,B)  n+1  d(AyB)

m  d(B,C)" m  d(B,C)

Si denotamos por A}, A} alas proyecciones de Ay, A, sobre la recta s, por
el caso anterior se tiene que

_d(ALB) n41_ d(ALB)

n
m  d(B,C") m d(B/,C’)
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y aplicando el Axioma IIb® de orden, obtenemos que A’ € [A], A}] con
lo que

d(A,B")  n+1
<

S4B, S Tm

=

de donde se deduce que

d(A,B) d(A’,B) < 1

d(B,C) d(B',C') m
Lo que resulta absurdo o contradictorio, por lo que se debe cumplir la
igualdad

d(A,B) d(A',B)

i(B,C) ~ d(B,C")

Una version reducida de este Teorema se utiliza para establecer relaciones
de semejanza en tridngulos, tal y como muestra la siguiente demostracién del
mismo.

Demostracién. Sean dos rectas cua- A
lesquiera r y ' que se cortan en un punto
A, y que son cortadas a su vez por dos
rectas paralelas s y s’ en los puntos B, C,
Dy E, segtin muestra la figura. Los tridn-
gulos ACDE y ACBE tienen el mismo
rea, ya que ambos tienen la misma base
y altura. Por lo tanto el 4rea del tridngu-
lo AABE es igual al érea del tridngulo
AACD. Se cumple entonces:

Area ABE = AB- - =AD: ?2 = Area ACD (1)
. h1 hy
Area BCE = BC- 5= DE - 5= Area DCE (2)
y dividiendo (1) entre (2) resulta:
AB _ AD
BC DE

2.3. Anaximandro de Mileto

Anaximandro naci6 en el afio 611 a.C. y muri6 en el 545 a.C., sucediendo
a Tales como principal representante de la Escuela de Mileto. Segtin Suidas,
escribié un tratado de geometria, donde prest6 especial interés por las propie-
dades de las esferas, y las ideas filoséficas de la concepcién del espacio infinito
y el tiempo. Se le atribuye la escritura de un tinico libro sobre la naturaleza, pe-
ro su palabra llega a la actualidad mediante comentarios doxogréficos de otros
autores. Construyé mapas terrestres y cartas celestes.

6 “Sean dos rectas paralelas R||S y dos pares de puntos r, r' pertenecientes a la recta Ry s, s’ pertene-
cientes a S. Si T es una recta paralela a Ry S que corta a la recta [r,s), entonces también corta a la recta
[',s']”. Este axioma permite trasladar las nociones de orden de una recta a otra.
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Se le atribuye la introduccién del uso
del gnomon o estilo en Grecia, y la medi-
cién de los solsticios y equinoccios, tra-
bajos para determinar la distancia y ta-
mafio de las estrellas y la afirmacién de
que la Tierra es cilindrica y ocupa el cen-
tro del Universo. El gnomon o estilo se de-
fine como el objeto alargado que arroja
sombra, independientemente del dngulo
que forme con el cuadrante; estard incli-
nado respecto al plano horizontal con un
angulo igual a la latitud del lugar don-
de se sittie el reloj de sol, y varia segtin
los distintos tipos de relojes (ecuatoria-
les, declinantes, etc.) En el hemisferio norte, el caso mas sencillo, la arista que
proyecta la sombra estd orientada hacia el norte, quedando paralela al eje de
rotacion de la Tierra.

- Anaximandro  detalle

o de “La Escuela de
Atenas” de  Rafael
" Sanzio (1512-1514)

2.4. El “ocaso” de la Escuela Jonica

Entre los principales discipulos de Tales cabe destacar a Anaximandro y
Anaximenes, que estudiaron fundamentalmente astronomia y filosofia fisica,
0 Anaxdgoras (discipulo de Anaximenes), Mamerco y Mandriato (de estos dos
altimos poco se conoce).

De Anaxdgoras de Clazomene (500-428 a.C.) se sabe
que fue el dltimo fil6sofo de la Escuela Jénica, aun-
que se dedic6 a estudiar también problemas de ma-
tematica. Naci6 en Clazomene (en la actual Turquia)
y se trasladé a Atenas (hacia 483 a.C.), debido a la
destruccién y reubicaciéon de Clazomene tras el fra-
caso de la revuelta jénica contra el dominio de Persia.
Fue el primer pensador extranjero en establecerse en
Atenas. Entre sus alumnos se encontraban el estadista
griego Pericles, Arquelao, Protdgoras de Abdera, Tu-
cidides, el dramaturgo griego Euripides, y se dice que :
también Demécrito y Socrates, y fue conocedor de las  4xdgoras, detalle de fresco
doctrinas de Anaximenes, Parménides, Zenén y Em- de Eduard Lebiedzki en la
pédocles. Anaxdgoras representaba la motivacion ti- Universidad de Atenas (1888)
pica griega, el deseo de conocer. Plutarco cuenta que
Anaxagoras fue encarcelado en Atenas por impiedad, al afirmar que el sol no
era una deidad, sino una gigantesca piedra al rojo, tan grande por lo menos
como el Peloponeso, y que la luna no era mds que una tierra deshabitada que
recibia y reflejaba la luz del sol. Este tiltimo razonamiento muestra sin duda
alguna el espiritu de investigacion racional heredado de la antigua tradicién
joénica fundada por Tales. Mientras se encontraba en prisién, se ocup6 del pro-
blema de la cuadratura del circulo’, sin embargo no dio solucién alguna al

7 La primera referencia histérica que se tiene de este problema aparecié en la obra Pdjaros del
poeta Arist6fanes, en el afio 414 a.C.
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problema. Es la primera vez que se tiene constancia del estudio de este famoso

problema que se encargaria de fascinar a los matematicos mas de 2000 afios.

Tras este suceso, marcho exiliado a Jonia y se establecié en Lampsaco (una co-
y

lonia de Mileto), donde, segtin dicen, se dejé morir de hambre.

Poco més puede comentarse sobre los sucesores de Tales. La escuela conti-
nud en plena actividad aproximadamente hasta el afio 400 a.C., debido a que
multitud de sus miembros centraron su interés fundamentalmente hacia temas
filoséficos en detrimento de asuntos matematicos. Se sabe muy poco acerca de
los matematicos que formaron esta escuela, pero segtin parece eran fervientes
devotos de la astronomia. Los Jénicos ejercieron una gran influencia en el desa-
rrollo ulterior de las matematicas, que llegaron a su apogeo con los Pitagoéricos,
quienes no sélo desarrollaron en gran medida la geometria, sino que sentarian
las bases de la ciencia de los ntimeros, o lo que actualmente se denomina Teo-
ria de Ntimeros. Si Tales fue el primero que centré su atencién en la geometria,
citando a Eudemo, Proclo comenta:

“Pitdgoras, que vino después de él (Tales), transformd esta ciencia en una
forma de ensefianza liberal, examinando sus principios desde el comienzo
y demostrando los teoremas de una manera inmaterial e intelectual. Asi
descubrié la teoria de proporciones y la construccién de las figuras césmi-

”

cas.

3. La Escuela Pitagérica

3.1. Pitagoras de Samos

Pitdgoras naci6é en Samos, una de las islas del Do-
decaneso préxima a Mileto, sobre el 569 a.C., donde
su padre Mnesarco, un rico comerciante fenicio, pare-
ce ser que joyero de profesién, obtuvo la ciudadania
por los servicios prestados a sus habitantes durante la
época de carestia que Samos habia padecido afios an-
tes. Acompafiado de su mujer griega Pitia, Mnesarco
viajaba frecuentemente por motivos comerciales y lle-
garon a Tiro® sobre el 569 a.C., donde naci6 Pitdgoras.

Se sabe que a la edad de 18 afios, participé en los
juegos olimpicos y gané todas las competiciones del Vo
pugilato. Al parecer, a esa edad, Pitdgoras abandon6 Pitagoras de Samos
secretamente Samos rumbo a la isla de Lesbos donde
su tio le recibié con gran hospitalidad. La razén de este abandono fue debido a
que no podia soportar por mds tiempo la brutalidad de su gobernante Policra-
tes “El Tirano”, conocido tanto por su astucia como por su crueldad que habia
consolidado su poder a través de un golpe de estado. En Lesbos, Pitdgoras reci-
bi6 durante dos afios una extraordinaria ensefianza del maestro fil6sofo griego
presocrético Ferécides de Siria, de Tales de Mileto (que ya contaba en el afio

ot

8 Cjudad situada al sur del Libano, a 21 kilémetros de Israel. Se llama hoy Sur (o Sour)
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549 a.C., con noventa afios de edad), y de Anaximandro de Mileto, con quienes
estudié fundamentalmente astronomia, fisica y matemaéticas.

De Tales se sabe que tomo prestados varios de los resultados obtenidos por
su maestro, como el afio solar egipcio; Pitdgoras sabia como predecir eclipses
solares y lunares, y determinar la altura de una pirdmide a partir de la som-
bra arrojada por ésta. De Anaximandro se sabe que Pitdgoras aprendié como
determinar la altitud solar.

Tales recomend6 al joven aprendiz que se dirigiera a Tebas, en Egipto, don-
de podria satisfacer su sed de conocimiento. Previamente Pitdgoras se pas6 un
afo prepardandose para este viaje en el colegio sacerdotal fenicio de Sidén. Tras
ese afo de preparacion, llegé a Egipto en el 547 a.C.

Tras un tiempo de preparacién en Tebas se dirigié a Menfis donde pas6 21
afnos. Durante estos afios dedicados enteramente al estudio, Pitdgoras absorbi6
todos los conocimientos posibles, llegando a finalizar sus estudios con los mds
altos honores en la escuela sacerdotal.

Enel 526 a.C. el rey egipcio Amasis muri6; al siguiente afio durante el reina-
do de Psammenit, hijo de Amasis, el rey persa Kambis invadié Egipto y descar-
g6 toda su furia contra la escuela sacerdotal en particular. Una gran cantidad
de sus miembros fueron hechos presos, entre ellos el propio Pitdgoras, y lle-
vados a Babilonia, el centro comercial del mundo conocido, en el Asia Menor.
Pero este aparentemente desafortunado acontecimiento sirvi6 a Pitdgoras para
entrar en contacto con diferentes culturas como los Bactrianos (pobladores de
Bactria, hoy Afganistdn), Chinos, Indios o Judios, y adquirir gran cantidad de
los conocimientos de estos, durante 12 afios.

Pitdgoras fue liberado y regresé a su ciudad natal con la edad de 56 afios.
Tras una breve estancia en la isla de Delos, donde se encontrd con su maestro
Ferécides atin vivo, pasé alli un afio con el propésito de familiarizarse de nuevo
con la religion, la ciencia y las costumbres sociales de entonces.

Ya en Samos comenzé a impartir clases sin mucho
éxito, lo que le obligd a emigrar a Sicilia con su madre
y con un dnico discipulo Eratocles. De alli fueron a
Tarento, de donde se mudaron a Crotona, una colonia
dérica del sur de Italia, en una época bastante turbu-
lenta, debido a continuas revueltas sociales, como la
insurrecciéon que estall6 en la ciudad vecina de Siba-
ri. En Crotona llevé a cabo con gran éxito la apertura
de varias escuelas, a las que asistia ptiblico muy entu-
siasta, ciudadanos de todos los estratos sociales, pero
sobre todo de las clases més privilegiadas, e incluso
mujeres rompiendo la ley que establecia la prohibi-
cién de que pudieran asistir a reuniones en ptblico.

Pitdgoras detalle de “La
Escuela de Atenas” de Rafael

La orden pitagoérica se regia por un estricto codi- Sanzio (1512-1514)

go de conducta pero era igualitaria e inclufa a varias

mujeres. Entre el publico femenino ha de destacarse a Teano, la joven y bella
hija de Milén, hombre rico y famoso puesto que habia ganado doce veces los
juegos olimpicos. Milén estaba interesado en la filosofia y las matemaéticas, y
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cedi6 parte de su casa a Pitdgoras con el fin de que crease su propia escue-
la. Pitdgoras se cas6 con Teano a pesar de la disparidad de sus edades. Teano
escribi6 una biografia de su marido, pero desafortunadamente se perdié y no
tenemos constancia alguna de esta obra.

Cuando la escuela pitagérica se encontraba en su mayor esplendor, Hipa-
so, quien habia sido expulsado de la orden por revelar algunos de los cono-
cimientos de la misma, y que lideraba el partido democratico de Crotona que
representaba una corriente en contra de la ortodoxia y los valores conservado-
res que caracterizaban la orden pitagoérica, llevé a cabo acusaciones infundadas
contra sus antiguos compaiieros. La escuela fue disuelta, y las propiedades de
la orden fueron confiscadas y Pitdgoras mandado al exilio.

Pitdgoras vivié en Tarento, pero también alli el
partido democrético se alzé con el poder, y Pitdgo-
ras fue expulsado a Metaponto donde alargé su po-
bre existencia y murié hacia el 500 a.C. Alli se pro-
dujo una revuelta liderada por miembros del recién
llegado al poder partido democratico. Estos rodearon
la casa donde se reunian los pitagoéricos, taparon las
salidas y le prendieron fuego. Muchos de los discipu-
los murieron. Los supervivientes huyeron y este triste
hecho sirvié para que algunos de ellos como Filolao
de Tarento les fuera encargada la tarea de divulgar los
conocimientos de la hermandad, constituyendo entre
otros el germen de la Academia de Platén.

Pitdgoras de José Ribera “el
Esparioleto” (1640)

3.2. Los Pitagoricos

Pitagoras diferenci6 a aquellos que asistian a sus ensefianzas en dos clases,
los que podriamos clasificar como principiantes, llamados acusmdticos (audito-
res) a los que sélo se les trasmitian los resultados y cuyos temas principales de
estudio eran la ética, la inmortalidad del alma y la transmigracion de la misma
o mentempsicosis, y los matemdticos (conocedores) a los que se les trasmitian
los resultados y las demostraciones. El hecho de que tan pocos datos acerca de
la vida y obra de Pitdgoras hayan llegado hasta nosotros, se debe fundamen-
talmente a la pérdida de documentos sobre él que se ha producido a lo largo de
la historia, porque aunque se sabe que se escribieron varias biografias, inclui-
da una del propio Aristételes, todas ellas se perdieron. Ademads a este hecho
se le une la dificultad que tenemos para identificar claramente la figura de Pi-
tdgoras, ya que la orden fundada por él tenfa un cardcter fundamentalmente
comunal y secreto; tanto los conocimientos como las propiedades eran mante-
nidos en un régimen de comunidad, y por lo tanto no se podia atribuir un des-
cubrimiento a ninglin miembro en concreto de la escuela. Todos los miembros
mantenian las mismas creencias politicas conservadoras y filoséficas, compar-
tian los mismos propésitos, con un cédigo de conducta muy estricto, y tenian
el compromiso de no revelar los secretos de la escuela bajo pena de muerte; a
los miembros de la secta se les imponia un estricto régimen vegetariano, pare-
ce ser porque los pitagoricos aceptaban la doctrina de la metempsicosis o de la
transmigracion de las almas, con el resultado de que no deberia ser sacrificado
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ningtin animal ante el temor de que pudiera ser la nueva morada del alma de
un amigo muerto; entre otros tabtis de la escuela estaba la prohibicién de co-
mer judias (o quizds mds exactamente, lentejas); su disciplina era severa, y su
modo de vida estaba gobernado por el autocontrol, la abstinencia, la pureza y
la obediencia. Esta estricta disciplina y el secretismo de su organizacién le otor-
garon a la secta de los pitagéricos una supremacia, que hizo que otras clases
privilegiadas se sintieran amenazadas; y finalmente, instigados por los rivales
politicos de Pitdgoras, la mayoria de sus seguidores fueron asesinados.

Aunque la influencia de los Pitagéricos sobre la politica fue destruida con el
asesinato de la mayoria de sus miembros, parece que los pocos que quedaron
se reagruparon en torno a una sociedad filoséfica y matemaética, considerando
Tarento como su centro de operaciones y continuaron atin con sus actividades
durante mas de cien afios.

Probablemente la caracteristica mds notable de la orden pitagoérica era su
enorme dedicacién al estudio de la filosofia y las matematicas, hasta el punto
de asumir a estas como base moral para la direccién de su vida. Parece ser que
las propias palabras “filosoffa” (o “amor a la sabiduria”) y “matematicas” (o
“aquello que se aprende”) fueron términos acufiados por el propio Pitdgoras

para describir actividades intelectuales.

Pitdgoras no publicé libro alguno; es asumido que todo el conocimiento y
los logros a los que lleg6 esta escuela fueron desarrollados de forma comtn por
los integrantes de la sociedad y vetados al mundo exterior. Era tal la devocién
que los pitagoéricos sentian por sus principios que casi rozaban el fundamen-
talismo religioso. Como ejemplo de este hecho, parece ser que en torno al afio
470 a.C., Hipaso de Metaponto, miembro de la orden, rompi6 el voto de silen-
cio que los pitagéricos habfan impuesto a sus miembros, revelando al mundo
parte de los conocimientos de la orden, como la existencia del dodecaedro’
como uno de los sélidos regulares enunciado por Pitadgoras, o los llamados in-
conmesurables (irracionales). Este hecho hizo que fuera expulsado de manera
inmediata y que los pitagoricos erigieran metaféricamente una tumba con su
nombre, mostrando asi que para ellos, él estaba muerto. La sociedad pitagérica
fue perdiendo adeptos y los estrictos compromisos fueron abandonados gra-
dualmente, y los logros y sus doctrinas fueron plasmados en libros. El primer
libro (que se conozca) que recoge parte de la naturaleza de los conocimientos
pitagoricos se escribié por Filolao de Crotona en torno al afio 370 a.C., y se di-
ce que Platén mantuvo en su poder una copia del mismo. Podemos decir sin
lugar a equivocos que durante la primera mitad del siglo v a.C., los Pitagori-
cos fueron la punta de lanza en cuanto avances cientificos con respecto a sus
contemporaneos, pero al final todos sus descubrimientos, y sus conocimientos
fueron revelados al mundo, lo que hizo que Atenas adquiriera el privilegio de
erigirse como el centro de la nueva actividad intelectual.

Aunque es imposible separar de forma precisa a quien correspondié cada
uno de los logros intelectuales de los Pitagdricos debido fundamentalmente al
cardcter comunitario e impermeable de la orden, sabemos segtn Proclo que fue
Pitdgoras quien le dio a la geometria un caracter deductivo riguroso que se ha

9 En el Libro XIII de Los Elementos de Euclides aparece un comentario que dice que los pitagéricos
s6lo conocian tres de los poliedros regulares: el tetraedro, el cubo y el dodecaedro.
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mantenido hasta nuestros dias y ha servido de cimiento de una ensefianza libe-
ral. Por esta razén debemos considerar que Pitdgoras fue el primer matemético
capaz de elaborar un pensamiento deductivo presentando las principales pro-
posiciones de una disciplina con un orden légico. De acuerdo a Aristéxeno de
Tarento, la gloria de la escuela pitagoérica reside en el hecho de que fueron capa-
ces de elevar a la aritmética por encima de las necesidades de los mercaderes.

Los Pitagéricos dividieron las matemaéticas en cuatro grandes ramas, los
numeros absolutos o aritmética, nimeros aplicados o mtsica, estdtica o geo-
metria y dindmica o astronomia. Este “cuadrivium” fue considerado durante
mucho tiempo la base de sus doctrinas de una ensefianza liberal.

3.3. La Aritmética Pitagodrica

A diferencia de lo que ocurria en otras culturas, en Grecia la palabra niimero
se usaba s6lo para los ntimeros enteros positivos. En Egipto el dominio numé-
rico inclufa los ntimeros naturales y las fracciones unitarias, y entre los babi-
lonios habia incluido el campo de todas las fracciones racionales. En Grecia,
las fracciones no eran consideradas un ente propio, sino una razén o relacién
entre dos ntimeros enteros, y asi la matemaética griega de los primeros tiempos,
se aproximaba en cuanto a su concepcioén mds a la matematica “moderna” de
hoy, que a la aritmética tradicional.

Los Pitagoricos otorgaron a los nimeros un papel fundamental, hasta el
punto de que su lema era “Todo es niimero”. Se les debe la distincién entre la
aritmética como ciencia o teorfa de nimeros y la logistica como arte o practica de
calculo, separando netamente los ntimeros abstractos, esencia de las cosas, de
las cantidades concretas, que el hombre maneja en sus transacciones comercia-
les y en los menesteres ordinarios de la vida. Llevaron a cabo una clasificacién
de los nimeros en vista de sus propiedades aritméticas, en pares e impares,
perfectos, amigos, primos, etc. Segtin Arist6xeno:

“Pitdgoras honré a la Aritmética mds que ningiin otro. Hizo grandes
avances en ella, sacindola de los cdlculos prdcticos de los comerciantes
y tratando todas las cosas como niimeros.”

La definicién de niimeros pares e impares aparecen en las Proposiciones 6
y 7 del Libro VII de Los Elementos de Euclides. Los niimeros pares e impares se
subdividen en cuatro clases (Proposiciones 8 a 10 del Libro VII de Los Elementos
de Euclides):

1. Parmente par (Paritér par): cuando su mitad es también par (son de la
forma 2" - 2k + 1], n > 1).

2. Impartemente par (Impariteér par): cuando su mitad es impar (son de la
forma2-[2k+1],k > 1).

3. Parmente impar (Pariter impar): cuando al ser dividido por un ntimero
impar da uno par (son de la forma 2" - 2k + 1], n > 1).
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4. Imparmente impar (Imparitér impar): cuando no tiene mas que divisores
impares.

Los conceptos “es divisor de” y “es muiltipo de” aparecen en el Libro VII de
Los Elementos de Euclides, Proposiciones 3 y 5 respectivamente.

La definicion de “niimeros primos” y “niimeros compuestos” aparecen en el
Libro VII de Los Elementos de Euclides, Proposiciones 11 y 13 respectivamente.

Un niimero lineal, es el que no tiene divisores (es decir, los primos). Un niine-
ro plano, es el producto de dos niimeros que son sus lados (Euclides, D.VIL.16).
Un miimero sélido es el producto de tres ntimeros que son sus lados (Euclides,
D.VIL.17). Un niimero cuadrado es el producto de un ndmero por si mismo (Eu-
clides, D.VIL.18). Un niimero ciibico es el producto de un ndmero por si mismo
dos veces (Euclides, D.VIL.19). Un niimero deficiente es un ndmero que es menor
que la suma de sus partes alicuotas'?. Un niimero abundante es un ntimero que
es mayor que la suma de sus partes alicuotas. Un niimero perfecto es un ntime-
ro que es igual que la suma de sus partes alicuotas. Los niimeros amigos son
numeros en los cuales cada uno es igual a la suma de los divisores del otro.

Parece ser que Pitdgoras comenzaba su ensefianza de aritmética clasifican-
do a los ntimeros en pares e impares, estos tiltimos denominados gnomones. Un
numero impar (de la forma 2n + 1) era resultado de la diferencia dos ntiimeros
cuadrados (1 4 1)2 y n?; y la suma de los gnomones desde 1 a 21 + 1 resulta ser
un niimero cuadrado, cuya raiz cuadrada se denominé lado. El producto de dos
niimeros se denomind plano, y si un producto no tenia una raiz cuadrada exacta
se le denominaba oblongo. El producto de tres ntimeros se le denomin niimero
solido, y si los tres ntimeros eran iguales se le llamé cubo. Se puede observar la
fuerte interconexién con la geometria. En la figura siguiente se considera que
n es igual a 5, el gnomén AKC (que contiene 11 pequefios cuadrados) coloca-
do alrededor del cuadrado AC (que contiene 5% pequefios cuadrados) hace un
cuadrado HL (que contiene 6° pequefios cuadrados). Es posible que varios de
los teoremas de ndmeros de matematicos griegos fueran descubiertos y demos-
trados mediante un método andlogo: el dbaco puede ser utilizado en muchas
de estas demostraciones.

H K

A

C L

Los ntimeros de la forma (21 +2n + 1), (2n* +2n),y (2n + 1) posefan una

10 proporcionales.
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importancia especial ya que representaban la hipotenusa y dos lados (o cate-
tos) de un tridngulo rectdngulo: Cantor considerd que Pitdgoras conocia este
hecho antes incluso de que Euclides descubriera la proposicién geométrica de
la Proposicién 47 del Libro I de Los Elementos de Euclides. Una expresién mds
general para tales nimeros es (m? +n?), 2mn, y (m*> —n?), o sus maltiplos, que
resultan ser terna solucién de la ecuacién!! pitagérica x? + y? = z2. Debe ob-
servarse que el resultado obtenido por Pitdgoras puede ser deducido de estas
expresiones asumiendo que m = n + 1; més tarde Arquitas de Tarento y Pla-
ton dieron reglas equivalentes a tomar n = 1; Diofanto conocia las expresiones
generales.

A Pitdgoras se le conoce también por
los miimeros triangulares. Los ntimeros figu- eoe
rados o de mayor orden fueron introdu- T,=1 1,=3 T,=6
cidos por miembros posteriores de la so-
ciedad pitagérica. Un nimero triangular es

aquel que puede recomponerse en la forma ®
de un tridngulo equilétero (por convencién, oo A
. 4 . 000 OO0 o
el primer ntimero triangular esel 1). Dees- e®ee ooeeoe ©oo0o000
te modo el segundo ntmero triangular es 1,=10 T,=15
el 3, el tercero el 6, el cuarto corresponde al Niimeros Triangulares

11 Se llama terna pitagérica a toda terna de ntimeros (x,y,z) que satisface la ecuacién pitagérica
x2 4+ y2 = z2; si ademas, mcd (x,y,z) = 1, es decir son primos entre si, dicha terna se denomina
primitiva.

Proposicién. Las soluciones de la ecuacién ¥+ yz =z?,conx,y,z > 0, x par, mcd(x,y,z) = 1son
x =2st,y =s>— 12,z =52 +1t?>, dondes > t, syt tienen distinta paridad y mcd(s,t) = 1.

Demostracion.

=) Sea (x,y,z) una terna pitagorica primitiva; entonces x e y tienen distinta paridad pues

2

® Six =2p,y = 2q,resulta
22 = 4p* + 4% = (26')2
luego mcd(x,y,z) # 1.
e Six=2p+1,y=2q9+1,resulta

2 =2p+1)2+(2q+1)* =4s' +2

lo cual no es posible porque todo cuadrado es de la forma 4k o 4k + 1.

Por consiguiente, supongamos x par e y impar, en consecuencia, z es impar. Deaquiz —yy z+y
son pares, estoes,z —y =2pyz+y = 2q. Asi

2_ .2 2 x\2
=z -y =dpq= (5) =r

Ademas, mcd(p,q) = 1; de lo contrario, existe d # 1 tal que d|p y d|q (d es divisor de p y ¢), lo
que conlleva que d|(q — p) = y, d|(p +4q) = z, y también d|x>. Por otro lado, o bien d es primo,
luego d|x y esto no es posible ya que mcd(x,y,z) = 1, o bien d contiene un factor primo, lo que
conduce a la misma conclusion.

En definitiva, pq es un cuadrado y mcd(p,q) = 1, luego necesariamente p = 2 y q = s2; por
consiguiente, resulta x = 2st,y =g —p =5>— 12, z=q+p = s> + 2.

Ademds mcd(s,t) =1, ya que med(p,q) = 1;s > t, segtin se deducedez =29 > 2p = y;sy t
tienen distinta paridad, pues de lo contrario seria par y también x, lo que no es posible.

<) Reciprocamente, en las condiciones dadas, se verifica

2= (422 =5t 4222 + (52— 1) =22 4P

Ademas, la terna pitagérica es primitiva, ya que mcd(x,y,z) = d = 1; de lo contrario, si d
contiene un factor primo p, entonces p|z, siendo z impar, p # 2.

Por lo tanto, p|(z+y) = 252 y p|(z—y) = 2t> y como p # 2, entonces p|t?> y p|s?, y al ser p
primo, también p|t y p|s lo que contradice el hecho de que mcd(s, t) = 1.
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10....5i observamos en la figura de la derecha, la fila méas inferior contiene 7 ele-
mentos, y cada una de las filas superiores tienen un elemento menos a medida
que vamos subiendo de fila. De este modo los ntiimeros triangulares resultaran
ser la suma de la serie

n+m—-1)+mn—-2)+...+2+1
y por lo tanto tendran la expresion general de la forma:

n(n+1)
Ty = ——
2
Con respecto a los ntimeros triangulares existe un teorema que dice que la
suma de un numero triangular y su inmediatamente anterior es un cuadrado
perfecto, o haciendo uso de la terminologia pitagdrica es un niimero cuadrado.
La demostracién es sencilla. Dados

nn+1
7, =t )
T  (n=1)(n-141) nn-1)
n—-1= 5 = 5
sumando: . .
Th+T,1= n(nz—i— ) + n(nz— ) = n? g.e.d

La suma de dos niimeros triangulares iguales nos da un niimero oblongo'?;

1
Tn+Tn:2Tn:2M

= 2T, =n(n+1)

Por lo tanto el ntiimero triangular correspondiente a 4 es 10. Sobre este hecho
existe una anécdota que comenta que en cierta ocasion un mercader le pregun-
t6 a Pitdgoras qué le podia ensefar. Pitdgoras le replicé “Te ensefiaré a contar” y
el mercader le contesté “Ya sé contar”; Pitdgoras le pregunt6 “;Cémo cuentas?”,
y el mercader le respondié “Uno, dos, tres, cuatro” entonces Pitdgoras le inte-
rrumpié y le dijo “Para. Lo que consideras cuatro es diez, un tridngulo perfecto, y
uno de nuestros simbolos”.

También se atribuye a los pitagéricos el conocimiento de las tres medias:
aritmética, geométrica y armoénica. Esta dltima designacion es una reminiscen-
cia pitagérica que ha llegado hasta nuestros dias, proviene de que las razones
que caracterizan la octava, la quinta y la cuarta musicales pueden formarse con
la terna 6, 8, 12 que constituye una terna en progresién armonica. Si conside-
ramos que c y h son las medias aritmética y arménica de los ntimeros a y b
respectivamente, entonces:

c—a=
(h—a) (b—h)

= = C =
a b

—c
2ab

(a+b); h:m

N|— &

12 Resultan de la suma de una sucesién de ntimeros pares de la forma2 +4 +6+8+...+2n =
n(n + 1), cada uno de los cuales es el doble de un ntimero triangular.
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Por otra parte, se atribuye a los pitagdricos la llamada proporcién musical que
parece ser que pudiera haber sido introducida desde Babilonia por Pitdgoras,

que expresa
a h

c b

es decir que la media geométrica de dos nimeros es la media geométrica de sus
medias aritmética y arménica. Parece ser que Pitdgoras qued impresionado al
descubrir ciertas relaciones numéricas que ocurrian en fenémenos naturales.
De hecho se le atribuye por ejemplo el haberse dado cuenta por primera vez
de que si las longitudes de las cuerdas vibrantes se pueden expresar como ra-
zones de ntiimeros enteros sencillos, tales como la de dos a tres (para la quinta)
o como la de tres a cuatro (para la cuarta), entonces los tonos producidos serdn
armoniosos. Dicho de otro modo, si una cuerda emite la nota C al ser tafida,
entonces una cuerda analoga de longitud doble emitira la nota C una octava
mads baja, y los tonos entre estas dos notas los emitirdn cuerdas cuyas longi-
tudes vengan dadas por razones intermedias: 16:9 para la D, 8:5 para la E, 3:2
parala F, 4:3 para la G, 6:5 para la A y 16:15 para la B, en orden ascendente.

Parece ser también que Pitdgoras consideré que las distancias de los plane-
tas a la tierra se encontraban en progresién musical, y que los cuerpos celestes
y su movimiento por el espacio producian sonidos arménicos, de ahi la célebre
frase “la armonia de las esferas”. Todas estas conclusiones parece que le sugirie-
ron que una explicacién al orden y la armonia del universo debia ser encontra-
da en los ntimeros, de ahi que los Pitagodricos les dieran tal importancia.

Tras la muerte de Pitdgoras varios miembros de la sociedad pitagoérica se
encargaron de continuar con sus ensefianzas, entre ellos Epicarmo de Meta-
ponto, y mds tarde Filolao de Crotona, Arquipo y Lysis. Un siglo después de la
muerte de Pitdgoras, Arquitas de Tarento tom¢ el testigo como principal lider
de la sociedad pitagoérica.

3.4. El Teorema de Pitagoras y la Ecuacién Pitagdrica

Es reconocido que varias culturas antiguas como los babilonios ya conocian
el “Teorema de Pitdgoras”, que aplicaron a multitud de problemas de caricter
préctico, y tenfan conocimiento de las “Ternas Pitagéricas”, es decir, la solucién
en ntimeros enteros de la llamada “Ecuacién Pitagérica” x? + y? = z2, y que ya
habian utilizado por ejemplo los egipcios para resolver el problema que supo-
nia volver a replantear las parcelas de los agricultores después de las crecidas
del Nilo®.

Parece ser que el “Teorema de Pitdgoras” y su interpretacion geométrica tal
y como actualmente lo conocemos no fue desarrollado por ningtin miembro de
la orden. Sin embargo, la aplicacién y demostracion del teorema y su reciproco,
aparecen en el Libro I de Los Elementos de Euclides (Proposiciones 47 y 48). En

131500 afios antes a la época de Pitdgoras, los egipcios ya sabifan que si con una cuerda hacfan
3, 4, y 5 nudos equidistantes unos de otros, formaban un tridngulo rectdngulo de catetos 3 y 4 e
hipotenusa 5, lo que les era tremendamente 1itil a la hora de realizar sus replanteos topograficos y
reparcelar los terrenos que habian sido inundados tras las crecidas del Nilo.
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cuanto a la ecuacion pitagoérica se atribuye a la escuela la solucién particular:

x = %(nz—l)

n

y

=1n*+1)

con 7 impar, solucién que probablemente dedujeron de la propiedad conocida
de que todo ndmero impar es diferencia de dos niimeros cuadrados, de ma-
nera que si, a su vez, ese impar es un cuadrado, queda satisfecha la ecuacion.
Posteriormente otros autores obtuvieron otros métodos para resolver con “ni-
meros” !4 la ecuacién pitagérica.

1. Método de Platén. Sea m cualquier ntimero par divisible por 4; entonces m,
m? m? . .
T 1,y e + 1 son las tres soluciones para obtener los niimeros que
cumplen la ecuacién pitagérica. Basta demostrar que:

2 2 4 2 4 2 2 2
2 m- g2 m _m_ m _ (™
m—l—(4 1) =mit e - =gt 5+ (4+1)

2. Método de Euclides. Sean x e y dos ntimeros pares o impares cualesquiera,
tales que x e y no tienen factores comunes mayores que 2, y xy es un

+y

X — x .
cuadrado. Entonces ,/xv, — Y son las soluciones para obtener

los ntimeros que cumplen la ecuacién pitagérica. Basta demostrar que:
2 2 2 2
X — x°—2x x
(x/@)2+(—2y) =xy+ 4y+y :( ;y)

3. Meétodo de Maseres (1721-1824). Sean m y n dos nliimeros pares o impares
. m? + n? )
cualesquiera, tales que m > n,y —,,  Seaunndmero entero. Entonces

2 m2—n? m?+n? . .
m, — Yy~ son las soluciones para obtener los ntimeros que
n n

cumplen la ecuacion pitagérica. Basta demostrar que:

m2+m2—n2 _dmPn? 4+ mt = 2m? +n? +nt (m2+n2)2

2n 4n2 2n

4. Meétodo de Dickson. Sean m y n dos niimeros primos entre si cualesquiera,
uno par y otro impar, m > n'y 2mn es un cuadrado. Entonces m + +/2mn,

n++/2mn, y m+n+ +/2mn son las soluciones para obtener los ntimeros
que cumplen la ecuacién pitagérica. Basta demostrar que:

(m+ vV2mn)? + (n+ v2mn)? + m? + n* + dmn + 2mv/2mn + 2nv/2mn =
= (m+n+v2mn)?

14 1 0s griegos utilizaban este término para referirse a los nimeros enteros positivos. Puede con-
siderarse a Diofanto de Alejandria (s.111 d.C.) como el principal impulsor de la resolucién de ecuacio-
nes en nimeros enteros, que constituyen una de las principales semillas de lo que hoy conocemos
como Teoria de Niimeros.
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3.5. Filolao y Arquitas de Tarento

Tras la masacre de Metaponto, algunos de los refugiados supervivientes
como Filolao de Tarento fueron los encargados de divulgar la doctrinas pita-
goricas a otras regiones del mundo griego. A Filolao se le atribuye el haber
escrito la primera exposicién del pitagorismo, para lo cual, al igual que otros,
habia conseguido el permiso para tal fin, con el objetivo de que la orden pudie-
ra recuperar parte de los bienes que habian perdido durante la tiltima masacre.
Segtin parece esta obra fue la primera que sirvi6é para que Platén adquiriera
parte de los conocimientos sobre la escuela pitagorica. Filolao comparti6 parte
del misticismo numeérico que era tan caracteristico de la hermandad, y de esta
obra suya se derivé en gran parte la tradicién mistica relativa a la tetractis'®, asi
como el conocimiento de la cosmologia pitagérica. Mas tarde Ecfanto e Hice-
tas fueron los pitagdricos encargados de alterar el esquema césmico filolaico,
abandonando el fuego central y la contratierra, y explicando el dfa y la noche
situando a la tierra en rotacién en el centro del universo.

Arquitas naci6 en Tarento en la Magna Grecia, hoy
Italia, entre los afios 435 y 410 a.C. Hijo de Hestieo,
segln Aristégenes, o de Mnesdgoras, segtin Didgenes
Laercio. Condujo una reforma politica en Tarento de
forma que ésta lleg6 a ser la ciudad maés rica y pobla-
da de la Magna Grecia. A través de la construccién de
memoriales, templos y otros edificios le dio lustre a
la ciudad. Ayudé a dar nuevos impulsos al comercio
al buscar asociaciones con Istria, Grecia y Africa. Fue
uno de los ciudadanos de Tarento més influyentes, lle-
gando a ser elegido gobernador de la ciudad més de s
siete afios (indicativo de su prestigio social ya que la Arquitas de Tarento
ley prohibia la reeleccién més de una vez).

Alumno de la escuela de Filolao de Crotona, fue amigo de Platén, al que
conocié durante el primer viaje que éste realiz6 al sur de Italia y a Sicilia en
388/7 a. C., tras la muerte de Sécrates. En su Carta Séptima, Platén asegura
que Arquitas trat6 de rescatarlo en sus dificultades con Dionisio II de Siracusa,
mediante una carta de recomendacién y enviando un barco a Sicilia en 361 a.
C.. Para algunos autores fue el maestro pitagérico de Platon.

Arquitas crefa firmemente en la eficacia del niimero; parece ser que durante
sus dias de gobernante de la ciudad que le habia concedido poderes autocrati-
cos, llevé a cabo una labor justa y mesurada, ya que consideraba la razén como
una fuerza dirigida al mejoramiento social. Se cuenta de él que a pesar de ser
un firme gobernante, era bondadoso y amante de los nifios, para los que parece
ser que invent6 incluso un juguete denominado carraca de Arquitas, y probable-
mente una paloma mecanica hecha de madera, para diversién de estos.

Continuando con la més pura tradicién pitagdrica, Arquitas situd la aritmé-
tica por encima de la geometria, pero su entusiasmo por lo ndmeros tenia ya
menos de la componente religiosa y mistica que caracterizaban a los seguidores
de Filolao.

15 hacia referencia a la escala arménica musical.
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Entre sus discipulos se encuentran varios de los lideres de la Escuela de
Atenas. Ensefi6 matematicas a Eudoxo de Cnido, que seria a su vez maestro
de Menecmo. Fue uno de los primeros que, tras Pitagoras, trabajé en el cono-
cimiento conjunto de la aritmética, que estudiaba los niimeros en reposo, la
geometria, que estudiaba las magnitudes en reposo, la astronomia, que estu-
diaba las magnitudes en movimiento, y la musica, que estudiaba los niimeros
en movimiento, las cuatro disciplinas que constituian el cuadrivium, junto con
la gramatica, retérica y dialéctica o trivium, acotando las matematicas a disci-
plinas técnicas, con la cuales se cree invent6 la polea, el tornillo y una especie
de mecanismo articulado con alas con el que, aunque sin éxito, intent6 volar.
Influencié a Euclides. Invent6 varios artilugios mecénicos para la construcciéon
de curvas y resolucién de problemas. También se interesé por la astronomia,
presentando en sus ensefianzas a la tierra como una esfera dando una vuelta
en torno a su eje de rotacién cada veinticuatro horas y con los cuerpos celestes
moviéndose a su alrededor.

Arquitas escribi6 sobre las aplicaciones de las medias aritmética, geométri-
ca y subcontraria a la musica, y probablemente fue él o Filolao el responsable
de cambiar el nombre de esta tltima por la de media armdnica; entre sus afirma-
ciones en este contexto estaba la observacién de que entre dos ntimeros enteros
que estén en la razén n : (n + 1) no puede haber ningtin entero que sea su me-
dia geométrica. Arquitas presté mucha mds atencién que sus predecesores a la
musica, considerando que esta materia deberia jugar en la educacién un papel
mads importante que el de la literatura.

Fue la primera persona en lograr una buena aproximacién al problema de
la duplicacion del cubo, uno de los tres problemas cldsicos méds famosos junto
a la triseccién del dngulo y la cuadratura del circulo. Su construccién si duda re-
sulta atin hoy dia cuanto menos sorprendente, puesto que utilizé una solucién
tridimensional. La construccién dada por Arquitas es similar a la siguiente:

1. Por un didmetro OA de la base de un cilindro circular recto trazamos un
semicirculo por un plano perpendicular a la base del cilindro.

2. Rotamos este plano que contiene el semicirculo en torno a la generatriz
que pasa por O, entonces la superficie trazada por el semicirculo inter-
secta el cilindro en una curva.

3. Esta curva serd cortada por un cono recto cuyo eje es OA y semidngulo
cénico 60°, con vértice en P, tal que la proyeccién de OP sobre la base del
cilindro sera proporcional al radio del cilindro, e igual a la relacién entre
el lado del cubo buscado y el lado del cubo original.

La demostracion de Arquitas se trata por lo tanto de una demostracién geo-
métrica llevada a cabo con éxito de manera sintética, sin ayuda de coordenadas.
Parece ser que Arquitas tuvo conocimiento de los resultados de las Proposicio-
nes 18, 35 del Libro III, y 19 del Libro XI de Los Elementos de Euclides. Para
mostrar analiticamente que la construccién es correcta, tomemos OA como el
eje x, y la generatriz que pasa por O como eje z, entonces, haciendo uso de
las coordenadas polares generales, si a es el radio del cilindro, tenemos que la
superficie que describe el semicirculo se expresa:

r = 2asen®
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el cilindro tendra la expresion:
rsenf) = 2acos ¢

y el cono:

1

2

Estas tres superficies se cortan en un punto de tal modo que

senfcos¢ =

1
3

9 = —
sen 5

y por lo tanto, si p es la proyecciéon de OP sobre la base del cilindro, entonces
se cumple que:
p® = (rsenf)® = 24°

Por lo tanto el volumen del cubo cuyo lado es p es dos veces el del cubo cuyo
lado es a.

Segtin cuenta Horacio en una de sus odas, Arquitas falleci6é en un naufragio
en las costas de Apulia, cerca de Tarento entre los afios 360 y 350 a. C. Horacio
escribi6 que su cuerpo permaneci6 sin sepultura en la orilla hasta que un na-
vegante le ech6 arena encima, pues de otra forma habria vagado en este lado
del Lago Estige durante cien afios.

3.6. Otros Pitagoéricos

Es bien conocido el sentido comunal de los desarrollos cientificos que los Pi-
tagoricos consideraron como principio, lo que dificult6 histéricamente la iden-
tificacién de discipulos pitagéricos. Con el paso del tiempo y debido funda-
mentalmente a la persecucién que la orden sufrié y provocé su desaparicion
final, su secretismo pasé a un segundo plano, lo que permitié que algunos re-
presentantes de la orden les fuera encargada la tarea de destapar parte de los
conocimientos a los que estos llegaron y que constituirian como hemos dicho
anteriormente, los fundamentos ideolégicos de la Escuela de Platén. Cabe des-
tacar entre otros la figura de Teodoro de Cirene.

Teodoro de Cirene fue un pi-
tagérico contempordneo de Ar-
quitas, alumno de Protdgoras y
uno de los profesores y maes-
tros de Teeteto, Platén y Sécra-
tes; vivié la mayor parte de su
vida en Atenas. Trabajé en cam-
pos tan diversos como la filoso-
fia, la astronomia, la aritmética,
la musica y la educacién. Creia
que la alegria y el juicio eran la
base para llegar a la felicidad.
Es conocido sobre todo por su
trabajo matematico, donde pro-
b6 la irracionalidad de las raices Desarrollo de la Espiral de Teodoro de Cirene
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de los nameros enteros no cuadrados (2,3,5...) al menos hasta 1716 a base del
método tradicional pitagérico de usar la reduccién al absurdo y llegar a una
inconsistencia relacionada con pares e impares. También desarroll6 la espiral
que lleva su nombre usando el Teorema de Pitdgoras y afiadiendo perpendi-
cularmente a un segmento una unidad lo que forma graficamente tridngulos
cuyas hipotenusas son las sucesivas raices de los ntimeros naturales.
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