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Resumen

Este articulo pretende ofrecer una vision general del descubrimiento de
los llamados cuaternionegpor parte del matematico irlandés William Ro-
wan Hamilton. Se pretende dar al lector algunos detalles del nacimiento
de los numeros imaginarios en el siglo XVI, su interpretacié n geométrica
a principios del siglo XIX, y la extension del plano complejo a las tres di-
mensiones a través de los cuaterniones, que abririan el pascal estudio y el
desarrollo de las nuevas &lgebras no conmutativas y a una nueva interpre-
tacion tridimensional de la realidad fisica.

Palabras Clave: Sir William Rowan Hamilton, algebras no conmutativas,
numeros complejos, cuaterniones, analisis vectorial.

1. Introduccion

Aunque considerar la paternidad legitima de los nimeros com plejos ha re-
sultado histéricamente una tarea complicada, tanto la unid ad imaginaria i co-
mo los ndimeros enteros negativos siempre estuvieron rodeados de un halo
misterioso y resultaron para los mateméaticos una fuente constante en la que
beber. El misterio se vio alimentado por dos hechos que sucederon simul-
taneamente aunque de forma independiente. Por un lado la pub licacién en
Alemania de Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathématas
conocida como Ausdehnungslehraraducida como Teoria de La Extensi¢o Teo-
ria de las magnitudes extensivde Hermann Gunther Grassmann (1809-1877)
en 1844, que describia las geometrias1-dimensionales de un modo algebraico
y los sistemas de los niumeros hipercomplejos, y por otro, el d escubrimiento
de los cuaternionespor parte del matematico irlandés William Rowan Hamil-
ton, que resultaron ser unos nuevos nimeros que no obedecianla propiedad
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conmutativa de la aritmética comun. A pesar de que las algebr as vectoriales
descritas por Grassmann resultaron ser mucho mas generalidas que las de Ha-
milton, sin embargo su comprensién y el sentido e importanci a de sus ideas no
fueron asimiladas y reconocidas en su tiempo.

El descubrimiento de estas nuevas estructuras algebraicasconstituy6 junto
a la aparicion de las geometrias no euclideas un punto de in e xi6n en el desa-
rrollo de la matematica del siglo XIX. Los matematicos se vieron obligados a
enfrentarse con la relacién que existia entre lossimbolog los objetosnatemati-
cos, y comenzaron a distinguir de manera mas clara la interconexién que habia
existido historicamente entre las ecuaciones algebraicata manipulacion de los
ndmerosLa nuevay mas exible concepcién del algebra emergida a med iados
del siglo XIX hizo posible avances en las técnicas algebrai@s y la lI6gica simbé-
lica de matematicos como Boole, Peirce, y Schrdder, o el desgollo de algebras
abstractas de la mano de matematicos como Cayley, SylvesterClifford, Gibbs,
o Dedekind entre otros.

2. La Representacion de los Numeros Complejos

La primera vez que se tiene constancia escrita de la apa-
ricién de los nimeros complejos la encontramos en el Ars
Magnade Girolamo Cardano publicado en 1545. Previamen-
te en el afo 1539 Cardano habia conocido al célebre matema-
tico Tartaglia, lo que resultaria crucial en su vida puesto g ue
comenzaria a interesarse por las ecuaciones cubicas. Tarta = /3
glia era un matematico de reconocida fama y prestigio, entre / 1/, i{[,,
otras cosas, por haber ganado concursos sobre la resolucion  ;01amo 56'1‘;(;61”0‘
de ecuaciones, usando métodos secretos.

Tartaglia le ensefid a Cardano sus trucos y técnicas se-
cretas para el manejo de las ecuaciones, no sin antes hacerle
prestar un juramento de no revelar a nadie dichos secretos.
En 1545, Cardano publica su obraArs Magna, donde expone
los métodos para la resolucion de la ecuacién cubica. Tar-
taglia monta en célera y acusa a Cardano de traidor y des-
honesto, por haber faltado a su juramento. Sin embargo, un
joven matematico de apenas 18 de edad, Lodovico Ferrari,
quien a la sazén era sirviente de Cardano, sale en defensa
de su protector diciendo que él estuvo presente la noche de
la reunion entre los dos matematicos y no hubo ningun ju-
ramento.

Niccolo Fontana -
Tartaglia

En realidad, la férmula para resolver la ecuacién cubica, habia sido des-
cubierta mucho antes por el matematico Scipione del Ferro, quien publicé un
pequefio libro, que en alguna oportunidad fue consultado por Cardano. Luego
Cardano quedaba libre de toda culpa.

En su Ars Magna, Cardano reconoce a Al-Khwarizmi como el padre del al-
gebra. El libro fue un clasico de la matematica y contribuyd d e manera decisiva
al desarrollo del algebra. En aquella obra aparecen muchos resultados origina-
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les, como el método para eliminar la x2 en una ecuacion ctbica, conocido como
el método de Cardano. También desarroll6 un método para reso lver ecuaciones
diferenciales, llamado método de las proporcionales.

Cardano hizo uso por vez primera de las raices cuadradas de nimeros ne-
gativos y considerd la posibilidad de usar los nimeros imagi narios aunque con
mucha cautela. En una nueva edicion de su libro, en 1570, Cardano se adentro
un poco mas en el misterio de estos nimeros y ofrecié algunas reglas para ma-
nipularlos. Por ejemplo, la expresion:

(5+p_15)(5 IO_15)=25 ( 15) = 40

Podemos a rmar por lo tanto que fueron entre las soluciones a la ecuacion
cubica en el libro de Cardano donde se produjo el nacimiento d e los nimeros
complejos, como algo digno de ser estudiado por los matematicos. En particu-
lar, para la ecuacion:

x3 = 3px+ 2q

Cardano daba la férmula:

r r
T—— |,

x="q+ ¢ p*+°q ¢ pd

conocida como Férmula de Scipione del Ferro-Tartaglia-Cardano

El siguiente hecho importante en el desarrollo de los nUmero s complejos
sucede en 1637, afio en el que Descartes publica sGéométricacufiando el tér-
mino “imaginarios” para determinar a estos nimeros. Segun D escartes:

“Ni las raices verdaderas, ni las falsas (las negativassgmpre reales,
a veces son imaginarias.”

Pero el establecimiento de nitivo en el panorama mate-
matico de los nimeros imaginarios sucede en el siglo XVIII,
fundamentalmente emparejado al desarrollo del Analisis, d e
la mano de uno de los grandes matematicos de la historia,
Leonhard Euler. Euler fue el primero en Ht&ar la notacion
i para referirse a la unidad imaginaria 1. En su memo-
ria, De Formulis Differentialibus Angularibugresentada en la
Academia de San Petesburgo en 1777, escribio:

Leonhard Euler

. pD— .
“En adelante, denotaré la expresion 1 como i resultando entonces que
i= 17

Pero desde su nacimiento, los nimeros imaginarios estaban huérfanos de
una teoria consistente que interpretase sus propiedades deun modo apropia-
do. En medio de esta falta de entendimiento completo, surgie ron fundamen-
talmente dos teorias que sentarian las bases de sus fundametos. Por un lado,
la asociacion de los nUmeros complejos a una interpretacién geométrica de los
mismos, y por otro la consideracion de expandir el concepto d e nimero de la
aritmética existente hasta entonces, con el n de que estos uvieran cabida.
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John Wallis parece ser que fue el primero que llevo a cabo
el intento, aunque sin éxito, de formalizar una interpretac ién
geomeétrica de los nimeros comBIejos. En suAlgebrapubli-
cada en 1685, sugiri6 que como  bcera la media propor-
cional entre +by ¢, la interpretacién geométricade = bc
podria obtenerse aplicando la construccién de media pro-
porcional euclidea de dos segmentos representados por+ b
y c. Perotras este intento no consiguio avances.

) » . } . John Wallis
La interpretacion geométrica de los nimeros complejos

como un punto del plano es un idea sencilla, pero llevé mucho t iempo llegar

a su deduccion. Cuando nalmente llegd, lo hizo simultdineam ente, y lo que

es mas sorprendente, sin ninguna conexion, de la mano de varias personas,
entre ellos, el topdgrafo y cartégrafo noruego Caspar Wessd (1745-1818), el
contable franco-suizo Jean Robert Argand (1768-1822), y elnatematico aleman

Carl Friedich Gauss (1777-1855).

Caspar Wessel publicé un Gnico articulo de matemati-
cas en su vida, en el cual, consideraba como tema princi-
pal la interpretacion geométrica de los nimeros complejos.
En 1797, presento sus ideas a la Real Academia de Ciencias
de Dinamarca; el articulo, escrito en danés, fue publicado
dos afios mas tarde en elPhilosophical Transactiorge la Aca-
demia. Desafortunadamente, este articulo pasé inadvertid o,
puesto que la publicacién no era muy conocida entre la co-
munidad matematica de la época. Un siglo después, en el Caspar Wessel
centenario de su publicacion, la Academia realiz6 una tra-
duccidn al francés del articulo de Wessel, con el nombre de Essai sur la représen-
tation analytique de la directigmue a la postre serviria para reconocer nalmente
la importancia de sus aportaciones. En la introduccion, Wessel presenta el ob-
jetivo de su estudio:

“El presente articulo trata la cuestiéon de como podemoseptar una
direccion de forma analitica; esto es, cOmo expresarertess (@gmentos
rectos) de tal manera que en una ecuacion que arroje coniadesuna
recta desconocida y otras conocidas, la longitud y la directe la recta
desconocida puedan ser expresadas.”

Su primer paso consistié en dar una de nicion para la suma de s egmentos
rectos (vectores'), colocando el punto inicial de un segmento en el punto nal
del otro, observando gque esta suma resultaba ser conmutativa. En el siguien-
te paso, Wessel considerd la multiplicacién de segmentos. Rara ello coloc6 un
sistema de ejes coordenados perpendiculares, considerana + 1 para la unidad
en uno de los ejes y+ e para la unidad en el otro eje. Wessel escribi6:

“Sea+ 1 la unidad rectilinea positiva y e otra unidad perpendicular a
la unidad positiva tomada antes, teniendo ambas el misrgergrenton-
ces el angulo de la direccién #é resulta igual a0 , y por lo tanto para

1 Fue William Rowan Hamilton quien se encargé de acufiar este té rmino del verbo en latin veher
que signi ca “dirigir, direccionar”. También acufi6 el térm ino escalar
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1es180, paratees90 ,ypara ees 90 0270. Porlaregla que
establece que el angulo de la direccion del producto esaigaiguma de
los angulos de los factores, tenertiod)(+ 1) =+ 1; (+1)( 1) = 1;
(D D=+L@ENHFe)=+e D )= e( I( =
+e(+e)(+e)= 1L(+e)( e+ 1( e)( e = 1 Deestere-
sultado se observa gaes igual aP 1,y que ladivergencia del producto
se determina de tal forma que ninguna de las reglas opesatiMaunes
son contravenidas.”

Wessel establecié que cualquier segmento recto podia ser reresentado me-
diante la expresién a+ be, y que por lo tanto para su multiplicacion resultaba
que:

(a+ be)(c+ de) = (ac bd)+(ad+ bge

De este modo, hay que considerar que Wessel no sélo se anticifh a la nocion de
espacio vectorial, ademas lo hizo previamente a todo el desarrollo de un alge-
bra en torno a este concepto, aunque desafortunadamente su descubrimiento
se mantuvo en el olvido durante un siglo.

y a+ be
< i
+e Q&/ b
a L x
(@) +1 -

La contribucién de Jean Robert Argand Essai sur une ma-
niére de représenter les quantités imaginaire dans lesraons
tions géométriquesorrié un poco mejor suerte que el articulo
de Wessel. Este fue impreso de manera privada en 1806, en
una pequefa edicion sin el nombre del autor en la portada.
El trabajo se podria haber perdido si no llega a ser por una
cadena de acontecimientos ocurridos en 1813 que lo resca-
taron del olvido. El trabajo de Argand lleg6 a las manos de
Adrien-Marie Legendre antes de su publicacioén, y éste co-
mento la importancia de sus descubrimientos en una carta
dirigida al hermano de J. F. Francais. Francais ley0 la cartay quedé impresio-
nado de los resultados obtenidos por Argand, por lo que decid i6 desarrollarlos
en una publicacién en 1813, donde en el ultimo péarrafo puntua lizaba que es-
tos conceptos habian sido tomados de la carta de Legrende, y speraba que el
autor de esas ideas fuera identi cado y publicara él mismo lo s resultados. Ar-
gand escucho acerca del articulo de Francais, y respondié ca un articulo en el
siguiente niumero de la publicacién Annales donde especi caba los principales
puntos de su trabajo original. Pero a pesar de su gran mérito, esta publicacion
no tuvo ninguna repercusion relevante.

Jean Robert Argand
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Tanto Wessel como Argand no eran muy conocidos. Sin
embargo, éste no era el caso de Carl F. Gauss, cuya autoridad
hizo posible la aceptaciéon general de la interpretacion de
sus dos anteriores predecesores. Parece ser que Gauss ya ha
bia considerado una interpretacion geométrica sobre los na-
meros complejos a nales del siglo XVIII. En su disertacion
doctoral de 1799 sobre el Teorema fundamental del algebra, 7
habia empleado la idea aunque no hizo mencion explicita .
sobre ello, sin embargo, si lo hizo después en una carta a Carl Friedich Gauss
Friedich Bessel, en 1811; nalmente en 1831, en un comenta-
rio de su articulo Theoria Residuorum Biquadraticorya idea era publicamente
descrita. La novedad consistia en que Gauss considerd la repesentacion de los
ndmeros complejos como puntos del plano, en lugar de segmentos del mismo
como habian considerado Wessel y Argand. Tal es asi, que Gaus considero el
ndmero a+ bi como el punto (a,b). Gauss a rmaba:

“Este tema (de las magnitudes imaginarias) ha sido trataakichahora
desde un punto de vista erréneo, rodeado de una misteriosadasl, y
esto es ct?@o a la utilizacién de una notacion inadecuagar&jemplo,
+1, 1, 1 hubieran sido denominadas directa, inversa y unidad late-
ral respectivamente, en lugar de positiva, negativa e inaa@ (o incluso
imposible) tal oscuridad hubiera estado fuera de lugar.”

Gauss también considerd que su presentacion resultaba la m& correcta, ha-
ciendo que todas las di cultades sobre estos nimeros desaparecieran. De este
modo los nimeros reales representaban una recta, mientras qie los complejos
representaban el plano. Gauss también acufid el término técrico de “ndmeros
complejos” para la cantidad a+ bi, y se opuso al término “nimeros imagina-
rios” ya que consideraba que ese término era precisamente uno de los principa-
les causantes del halo de misterio que habia rodeado siemprea estos nimeros.

Como resultado de todo esto, si consultamos a matematicos o las publica-
ciones francesas, estos hacen referencia al plano compleje@omo el plano de
Argand, mientras que los alemanes lo denotan como el plano de Gauss. Sin
embargo, los modestos noruegos nunca tomaron parte en estasdisquisiciones
patriéticas.

3.  William Rowan Hamilton (1805-1865)

Desde la muerte de Sir Isaac Newton, hasta la llegada
de William Rowan Hamilton, las Islas Britanicas no habian
dado a la comunidad matemética un personaje de semejan-
te talla intelectual. Este hizo importantes contribucione s en
dindmica y en 0éptica, invento los cuaterniones y comercia-
lizé algin juego de ingenio que se convertiria después en
una especialidad a desarrollar dentro de la teoria de grafos
que ha_lbl'a visto la luz con I_Euler y el famoso probler_na de SirWi”iam"Rowan
“Los Siete Puentes de Kdnnisberg”. A lo largo de su vida su Hamilton
popularidad sufrié continuamente curiosos altibajos, sie ndo
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aclamado, aunque no comprendido. Mas tarde, tras su muerte, su reputacion
comenz6 a declinar hasta el punto de llegar a ser consideradocomo una gura
de segunda categoria. Finalmente el siglo XX, trajo consigonuevamente una
revitalizacién extraordinaria del interés y la estima por é |y sus trabajos.

William Rowan Hamilton nacié en Dublin la medianoche del 3al 4 de Agos-
to de 1805. Sobre sus ancestros no hay mucho que decir. Su pad¥ Archibald
Hamilton, fue un abogado dublinés que defendié al nacionali sta irlandés Ar-
chibald Hamilton Rowan y obtuvo con éxito una revocacién de s u sentencia.
Fue Rowan quien apadrind al nifio en su bautizo y del que éste ad quirio su se-
gundo nombre. El padre era un hombre de negocios con una elocuencia “exu-
berante”, un religioso fanatico demasiado jovial en ocasiones por desgracia,
rasgos todos que fueron transmitidos a su inteligente hijo. Posiblemente de-
bido a la mala situaciéon nanciera de su padre, el nifio fue env iado con tan
s6lo un afio junto a su tio, el reverendo James Hamilton, jefe de la escuela dio-
cesana del tranquilo pueblecito de Trim, a unas veinticinco millas al noroeste
de Dublin quien se ocupd de su sustento y educacion. Su tio también estaba
a cargo de la iglesia anglicana local. Su casa estaba a medioamino de unas
espectaculares ruinas medievales, junto al rio Boyne. Desce el punto de vista
politico James Hamilton era un Tory, partidario del Acta de U nién que habia
hecho de Irlanda parte del Reino Unido que reforzé el predomi nio protestante.
El reverendo era un gran lingiista, conocedor del griego, el latin, el hebreo, el
sanscrito, el caldeo, el pali, y un largo etcétera. Durante su nifiez, William tuvo
poco contacto con sus progenitores, limitado solamente a unas cuantas visitas
hasta que llegé a la edad universitaria. Sus cuatro hermanas se reunian con
el joven William en Trim tan sélo ocasionalmente, pero su fam ilia siempre se
preocupd por sus progresos.

Durante la época de tutelaje del reverendo James, William desarrollé una
educacion exquisita, revelando su gran capacidad. A los tres afios leia perfec-
tamente el inglés y tenia grandes conocimientos de Aritméti ca; a los cuatro era
un buen gedgrafo, a los cinco leia y traducia el latin, el griego y el hebreo, y le
gustaba recitar versos de Dryden, Collins, Milton y Homero, de este Gltimo en
griego; a los ocho afiadié el dominio del italiano y el francés a su coleccién, y
su dominio del latin le permitia expresar su emocién ante la b elleza del paisa-
je irlandés en hexametros latinos, ya que citar la corriente prosa inglesa para
poner de mani esto sus nobles y exaltados sentimientos, le p arecia demasiado
“plebeyo”; nalmente, antes de cumplir los 10 afios establec i6 los fundamentos
rmes para profundizar el estudio de las lenguas orientales , comenzando por
el arabe y el sanscrito.

En 1817 muri6 su madre, y pocos meses después también lo hizo s padre.
A la edad de trece afios comenzo su educacion seria de la matemdica, con el
estudio de Euclides. Teniendo 17 afios Hamilton habia dominado la matemé-
tica, siguiendo el Célculo integral, y pudo conocer la astro nomia matematica,
necesaria para ser capaz de calcular los eclipses. Ley6 a Newon y a Lagrange.
Todo esto constituia una diversion, pues los estudios humanistas eran enton-
ces para él los principales. Lo mas importante es que habia heho ya “algunos
descubrimientos curiosos”, que comunicé en carta a su hermana Eliza. Los des-
cubrimientos a los que Hamilton se re ere son probablemente los gérmenes de
su primera gran obra, Los Sistemas de Rayes 6ptica.
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El 7 de julio de 1823, el jo-
ven Hamilton ocup6 el primer
puesto entre 100 candidatos en
los examenes del Trinity Colle-
ge. Sufamalle precedia, y como
se esperaba, fue pronto una ce-
lebridad. En efecto, sus cono-
cimientos humanistas y mate-
maticos cuando todavia no ha-
bia obtenido su titulo excita-
ron la curiosidad de los circu-
los académicos en Inglaterray | e — :
Escocia, asi como de Irlanda, Trinity College junto al Banco de Irlanda
”egando a hacer pensar a algu_ por Richard Lovett (SiglO XIX)
nos que habia aparecido un se-
gundo Newton. Ya antes habia atraido la atencién del doctor John Brinkley,
profesor de astronomia de Dublin, por el descubrimiento de u n error en la
demostracion del paralelogramo de las fuerzas propuesta por Laplace en su
Mécanique céleste

Siendo aun estudiante, Ha-
milton escribid la primera par-
te de lo que mas tarde seria su
tratado sobre Optica. La inten-
cién de Hamilton consistia en
renovar la teoria de la luz esta-
blecida hasta el momento. Par-
ti6 de principios ya estableci-
dos, como el de que un rayo de
luz siempre marcha por el ca-
mino que lleva el tiempo mini-
mo (segun la teoria ondulato-
ria) o “accién” minima (segun
la teoria corpuscular), para lle-
gar de un punto a otro. Esto
es cierto, sea el camino recto o = e
curvado por la refraccion. Una Biblioteca_ del Trinity CoII(_ege (interior)
contribucién de Hamilton con- por Richard Lovett (siglo XIX)
sisti6 en considerar la accion (o
el tiempo) como una funcién de las posiciones del punto entre los que la luz
pasa, y demostrar que esta cantidad varia cuando las coorderadas de estos
puntos varian, segun la ley que el llamo la ley de variacion de la accién. De-
mostré que todas las investigaciones sobre cualquier sistema de rayos 6pticos
pueden ser reducidas al estudio de esta Unica funcion. El descubrimiento de
Hamilton de esta “funcidn caracteristica”, como él la llamé , fue un resultado
extraordinario de su genio cienti co. Su primer articulo so bre el tema fue re-
chazado, pero al siguiente afio en 1827, una version revisadafue aceptada y
publicada por la Academia bajo el titulo de Teoria de los Sistemas de Rayeste
hecho le hizo ganarse una gran reputacion y fue el causante dela dedicacion de
su actividad cienti ca durante la siguiente década. Habia c omenzado a idearlo
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cuando tenia dieciséis afios y logré darle una forma mas o menos nal hacia
los veintiuno.

La aparicion de este articulo supuso una rapida trans-
formacion en la vida de Hamilton. La catedra de Astro-
nomia en el Trinity College, con un sueldo anual de 250
libras, que concedia a su ocupante el titulo de Astréno-
mo Real de Irlanda en el Observatorio de Dunsink, que-
do vacante en 1826, cuando quien lo ocupaba, el reveren-
do John Brinkley, fue nombrado obispo de Cloyne, obis-
pado ocupado anteriormente por el gran |6sofo Geor-
ge Berkeley. Hamilton fue elegido como sucesor de Brin-
kley unos pocos meses mas tarde en 1827. La eleccion de
un subgraduado para una cétedra fue un suceso sorpren-  Detalle del Observatorio
dente y trajo ciertas consecuencias curiosas. Por ejemplo, Punksink en selloirlandés
el Astronomo Real, en virtud de su o cio, era examina- (1985)
dor para el Premio del Obispo Law, una distincion matematica abierta a los
candidatos recién graduados como bachilleres, y asi vino a ocurrir la situacién
anomala de que un subgraduado se encontrase examinando a graluados en
las ramas més altas de las mateméticas.

Si bien todo el mundo reconocia la grandeza del honor sin prec edentes del
nombramiento de Hamilton para dicha catedra, la opinién est aba fuertemen-
te dividida con respecto a su prudencia en aceptarla. George Biddel Airy, a la
sazon futuro Astronomo Real de Inglaterra, estaba mucho mas preparado que
Hamilton, pero decidio no aceptar la plaza puesto que el suel do era paupé-
rrimo. Tras un afio o dos hubiera sido elegido, sin duda, profe sor de Trinity
College, con mejores perspectivas econémicas y generalesPero lo que deter-
mind la eleccién por parte de Hamilton, fue la consideracion de que el puesto
de Astrénomo Real era practicamente un nombramiento de inve stigacion, que
implicaba muy poco con respecto a tareas jas, mientras que un profesor en el
Trinity College debia convertirse en clérigo y pronto se hub iera transformado
en tutor y lector, con deberes jos que ocuparian la mayor par te de su tiem-
po. Era cierto que el equipo de investigacion del observator io astronémico era
muy pobre; pero lo que realmente estaba en la mente de Hamilton, asi como en
la de los electores, no era la astronomia, sino un arreglo por el que Hamilton
pudiera continuar las investigaciones tedricas de las que €l articulo sobre los
Sistemas de Raytsbia sido un glorioso comienzo.

Antes de aceptar sus nuevas responsabilidades, Hamilton realizé su prime-
ra visita a Inglaterra en compafiia del ingeniero y topégrafo Alexander Nimmo.
Su itinerario incluyo Lake District, donde tomo té con el poe ta William Words-
worth y compartié parte de los poemas que habia escrito, puesto que desde
nifio habia manifestado un gran interés por la poesia. A lo lar go de su vida se
relaciond con escritores como Maria Edgeworth o Samuel Taylor Coleridge cu-
yas ideas los6 cas “kantianas” le in uyeron en gran medida  posteriormente.

De vuelta en su Cétedra de Astronomia, Hamilton impartié un ¢ urso de
lecciones sobre astronomia. En estas, su costumbre era disdir las relaciones
de la astronomia con la ciencia fisica en general, con la metdisica y con todos
los campos relacionados del saber. Sus lecciones eran tan péticas y tan cultas
que pronto atrajeron a audiencias enormes de profesores y visitantes, asi como
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a subgraduados. Cuando en 1831 se empez6 a hablar de su trasldo a la catedra
de matematicas, el Consejo insistid en que permaneciera dorde estaba. Como
incentivo, el Consejo subid su pension a 580 libras al afio y ledio permiso para
dedicar su investigacion principalmente a las matematicas.

En 1832, Hamilton anunci6 a la Academia Real Irlandesa un descubrimien-
to en dptica notable, que daba continuidad a su teoria de los sistemas de rayos.
Se sabia desde hacia algun tiempo que ciertos cristales biadales, tales como el
topacio y la aragonita, daban lugar a dos rayos refractados, produciendo una
doble imagen. Agustin Fresnel habia elaborado las leyes de la refraccién doble.
Ahora Hamilton, investigando por su método general la ley de Fresnel, llego
a concluir que en ciertos casos, un Unico rayo de luz incidente sobre un cristal
biaxial puede dar lugar no solamente a dos, sino a un nimero in nito de ra-
yos refractados, formando un cono, y que en otros ciertos casos un (nico rayo
dentro de tal cristal emergeria de €l como un cono diferente. Propuso, por con-
siguiente, partiendo de consideraciones tedricas, dos nuevas leyes de la luz,
que él llamo de refraccién conica interna y externa. Pronto fueron veri cadas
experimentalmente por su amigo Humphrey Lloyd, un fisicode Dublin. El ma-
tematico y fisico aleman Plucker llegaria a escribirle una carta comentandole:

“Ningin experimento de fisica me habia causado nunca tanpagsion
... se trata de algo novedoso y sin parangén.”

En 1834, Hamilton, que entonces contaba con veintinueve afics, escribié a
su tio:

“Es mi propésito y mi esperanza remodelar todo el conjuntta adina-
mica, en el sentido mas extenso de la palabra, por mediodi=alde mi
funcion caracteristica.”

Procedio entonces a aplicar este principio al movimiento de sistemas de cuer-
pos, y al afio siguiente expreso las ecuaciones del movimiento en una forma
gue demostraba la dualidad entre las componentes del momento de un siste-
ma dinamico y las coordenadas de su posicion. Fue un siglo mas tarde cuando
el desarrollo de la teoria cuantica permitio a fisicos y mate maticos darse per-
fecta cuenta de la importancia de esta dualidad.

Durante la década de 1830, Hamilton tuvo una vida muy “agitad a” tan-
to cienti ca como personalmente. Estos fueron sus afios mas productivos, du-
rante los cuales trabajé en Optica, dindmica, y algebra de manera simultanea.
Durante esta década también llevé a cabo un estudio de losof ia, in uenciado
por las ideas de S. T. Coleridge. Se dice de él que durante estaépoca su ener-
gia pareciainagotable, de forma que en ocasiones se le podigncontrar incluso
parapetado en la cubierta del observatorio. Desde el punto d e vista personal,
Hamilton tuvo varias aventuras romanticas, pero hubo una en particular que
le marcé enormemente. Se enamord perdidamente de una mujer lamada Cat-
herine Disney. Aunque la atraccién era mutua, la familia de C atherine la obligd
a casarse con otra persona y Hamilton estuvo a punto de suicidarse. Podemos
imaginar lo enamorado que debia estar y el dolor que debié ocasionarle este
hecho como para contemplar el suicidio como una solucién siendo una per-
sona tan abnegadamente religiosa como él era. Tras otro desagafio amoroso
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Hamilton comenzé a pensar que el matrimonio le seria esquivo, y en su de-
sesperacion le propuso matrimonio a su tercera novia Helen M aria Bayly. Ella
provenia de una familia de la pequefia nobleza del Condado de T ipperary, don-
de habia vivido con su viuda madre en una pequefia granja. Al pr incipio ella
rehusé aceptar su proposicion de matrimonio, pero nalment e, aceptoy la bo-
da tuvo lugar el 9 de abril de 1833. Escribiendo acerca de ellaen una carta a un
amigo, Hamilton hacia notar su “extraordinaria timidez y de licadeza”. Estas
caracteristicas llegaron a agudizarse mas plenamente despiés del matrimonio.
Ademas ella pasaba largas épocas viviendo fuera del hogar junto a miembros
de la familia Bayly. En Mayo de 1834, nacio el primer hijo del m atrimonio Ha-
milton, bautizado con el nombre de William Edwin. El segundo hijo naci6 casi
un afio después, bautizado como Archibald Henry, y nalmente la Gnica hija
del matrimonio naceria en agosto de 1840, bautizada como Helen Eliza Amelia.

No se puede decir que el matrimonio de los Hamilton fuera una b alsa de
aceite. A la ya de por si “complicada” personalidad de Helen, se unia el hecho
de su semi-invalidez debido a una enfermedad que habia sufri do en el verano
de 1832. Helen no era capaz de encargarse de las obligacionesomésticas y
fue poco a poco descuidando la atencion de su marido. Ademéas en multitud
de ocasiones Helen abandonaba el hogar para pasar una tempoada junto a
miembros de la familia Bayly, dejando a su marido en la mas com pleta sole-
dad a la suerte de unos incompetentes sirvientes. La persondidad de William
fue cambiando paulatinamente. La enérgica jovialidad eloc uencia y entusias-
mo del pasado se fueron tornando en soledad, y William se fue c onvirtiendo
en una persona introspectiva, a menudo encerrandose en si msmo. Ademas
William comenzé a descuidar su alimentacion y a contar con el alcohol como
compariero inseparable.

Antes de hablar de lo que Hamilton con-
sideraria su obra maestra, cabe destacar bre-
vemente la cantidad de honores que recibié.
A los 30 afios desempefid un cargo impor-
tante en la Asociacion Britanica para el Pro-
greso de la Ciencia. La ceremonia ritual de
su investidura se celebré en Dublin en pre-
sencia del por entonces Gobernador de Ir-
landa quien le armo caballero tocandole en
ambos hombros con la espada del Estado y
le dijo, “Arrodillacs, profesor Hamilton”, y
luego afiadio, “Alzaos, Sir William Rowan
Hamilton”. Esta fue una de las pocas ocasio-
nes en la que Hamilton no supo qué decir.
A los 30 afios fue nombrado presidente de Retrato de Hamilton con el bastén de mando
la Real Academia Irlandesa, y a los 38 le fue de la presidencia de la Real Academia
asignada una pension vitalicia de 200 libras Irlandesa
al afio, concedida por el gobierno britanico,
siendo entonces Primer Ministro del Reino Unido Sir Robert P eel, quien sentia
poco afecto por Irlanda. Poco después de esto, Hamilton realizé su descubri-
miento capital, los cuaterniones. Un honor que le produjo un a de sus mayores
satisfacciones ocurrié al nal de sus dias, cuando ya se hallaba en su lecho de
muerte, y se trata de su eleccién como primer miembro extranjero de la Aca-
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demia Nacional de Ciencias de los Estados Unidos, fundada durante la guerra
civil. Este honor fue concedido en reconocimiento por su obr a sobre los cuater-
niones, que por alguna razon desconocida produjo entre los m atematicos ame-
ricanos de aquel tiempo (s6lo habia uno o dos, siendo el principal Benjamin

Peirce de Harvard) una conmocién mas profunda que las restantes matemati-
cas britanicas desde losPrincipiade Newton.

A lo largo de toda su vida, Hamilton se
dedico a investigar en multitud de discipli-
nas. Cabe destacar que en el afio 1857, ven-
di6 por 25 libras los derechos de un jue-
go que denomind el “juego icosiano”, o el
“juego del viajero”, que consistia en conec-

‘Eire
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owan 'Hamilton

tar mediante un camino simple los vértices Sello Irlandés conmemorativo del 200
de una gura formada por tres pentagonos aniversario del nacimiento de Hamilton
concéntricos encajados unos dentro de los (2005)

otros. Este juego serviria para desarrollar en

mayor medida la denominada Teoria de Grafos. Lo denomind de e ste modo,
porque en el siglo XVII era comin en Europa proveer a los puebl os y ciudades
de productos diversos de distinta necesidad. El agente viajer@ agente de ventas
llevaba un catalogo consigo para realizar una ruta por difer entes lugares y re-
coger los pedidos ademas de para realizar la captacion de nuevos clientes. Se
procuraba que las rutas de estos agentes describieran un canno cuya longitud
fuera la minima posible con el n de minimizar los gastos de es tablecimiento
y transporte. Esta clase de recorridos se denominan en Teora de Grafos ciclos
hamiltonianosen su honor. El 5 de febrero de 1930, en un coloquio en Viena,
el matematico Karl Menger planteé por primera vez el problem a del agente
viajero en lenguaje matematico formal. Menger a rmaba que e | problema de
determinar rutas de minima distancia entre dos localidades era una herramien-
ta para encontrar ciclos hamiltonianos de distancia minima .

En la dltima parte de su vida, Hamilton se dedi-
c0 casi exclusivamente a la elaboracién de los cuater-
niones (incluyendo sus aplicaciones a la dinamica, a
la astronomia, y a la teoria de la luz) y a su volumi-
nosa correspondencia. Durante estos afios, Hamilton
se entregd a fantasias romanticas manteniendo una
secreta y prolongada correspondencia con Catherine
Disney, objeto a menudo de muchos de sus poemas,
de quien nunca dejé de estar enamorado. Los ultimos
afos de su vida sufrié varios ataques de gota, segura-
mente agudizados por sus pésimos habitos alimenti- Retrato de W.R. Hamilton
cios y su cada vez mayor problematica dependencia
del alcohol. Ademas su situacion nanciera en estos ultimos afos se fue dete-
riorando, llegando practicamente a un estado de ruina absol uta, en gran medi-
da causada segun se cuenta por su primogénito William Edwin. En el verano
de 1865, Hamilton enfermd seriamente. En vista del empeoramiento de su sa-
lud, Hamilton comenzé a trabajar en lo que seria su Ultima obr a Los Elementos
de los Cuaternionesaunque desafortunadamente a nales de agosto la grave-
dad de su situacion le impidié nalizarla. Murié el 2 de septi embre. Aunque
segun los doctores, su alcoholismo no fue la causa fundamental de su muerte,
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no cabe duda que fue un problema constante a lo largo de sus Ultimos afios de
deterioro. Una vez escribio:

“Desde hace mucho tiempo he admirado la descripcién quétwomeo
de su gran maestro astronémico Hiparco, como un hombre qéeebhm
trabajo y que amé la verdad. Sera mi epita 0.”

Como ejemplo de lo que debieron ser sus ultimos afios de vida, debemos
decir que tras su muerte, Hamilton habia dejado una enorme mo ntafia de tra-
bajos en indescriptible confusion, y sesenta enormes libros manuscritos de for-
mulas matematicas. El estado en que se hallaban todos estos ranuscritos ates-
tiguan las di cultades domésticas con que tropezo en el Ulti mo tercio de su
vida. Entre las montafias de papeles fueron desenterrados platos con restos de
comidas. Durante este (ltimo periodo Hamilton vivio como un  recluso, sin dar-
se cuenta de los alimentos que le servian mientras trabajabaobsesionado por la
idea de que el dltimo tremendo esfuerzo de su genio magni coi nmortalizaria
a él y a su amada Irlanda, y dejaria para siempre inconmovible una contribu-
cién matematica a la ciencia como no habia tenido lugar desde los Principiade
Newton.

4. El Algebra de Hamilton

A nales de la década de 1820-30, Hamilton tenia la atencién centrada en
sus estudios de Optica; pero su amigo, el matematico John Thanas Graves, co-
menz0 a intercambiar correspondencia con Hamilton sobre ci ertos problemas
sobre los fundamentos del algebra. Durante 1826 y 1827, Graes estuvo inmer-
S0 en construir una teoria sobre logaritmos de nimeros negativos y complejos,
y a menudo se escribia con Hamilton comentandole sus progresos. En 1828,
Graves entregd una memoria sobre logaritmos imaginarios en la Royal Society,
que fue muy bien recibida por matematicos de la talla de Georg e Peacock y
John Herschel, y publicada poco tiempo después gracias a la ntermediacion
de Hamilton. Este episodio fue el comienzo del interés por pa rte de Hamilton
en los nimeros complejos.

Poco después, fue precisamente Graves quien recomendd a Haniton la
lectura del recién publicado en 1828 Tratado sobre la representacion geométrica
de las raices cuadradas de cantidades negatelasmiatematico John Warren. En
este trabajo se describia la representacion de los nimeros omplejos de Ar-
gand. Hamilton se sinti6 inmediatamente cautivado por la id ea, de modo que
si se consideraban los nimeros complejos como vectores del pano, entonces
las operaciones aritméticas elementales adquirian una interpretacion geomé-
trica natural, de modo que la suma compleja resultaba equiva lente a la suma
vectorial, y la multiplicacién compleja equivalente al pro ducto de un vector por
un escalar mas la rotacion de dicho vector. Fue entonces cuamo en Hamilton
surgi6é de forma natural la idea de intentar generalizar los n Umeros complejos
con el n de representar rotaciones y movimientos de vectore s en el espacio
tridimensional. Si esta generalizacion funcionaba, sin lu gar a dudas los name-
ros complejos resultarian una herramienta potentisima par a la formulacion de
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las leyes bésicas de la fisica con el n de describir el movimi ento de cuerpos
rigidos en el espacio.

En los afios inmediatamente posteriores a la lectura del Tratado de Warren,
Hamilton intentd por su parte llevar a cabo otras representa ciones algebrai-
cas mas simples de los nimeros complejos, ya que los matemattos del siglo
XVIII consideraban que la interpretacion geométrica de los nimeros comple-
jos de Argand no era demasiado compatible con el paradigma tr adicional del
algebra hasta la época. En la década de 1820-30, Hamilton hafa descubier-
to (independientemente de Cauchy, que lo haria en 1821), lasecuaciones de
Cauchy-Riemann y la representacion de una funcién de variab les complejas
compuesta por dos funciones de variables reales. Hamilton llamaria a las ac-
tuales Ecuaciones de Cauchy-Riemann,Ecuaciones de Conjugaciona las dos
funciones reales, Funciones Conjugadagste descubrimiento le hizo considerar
gue los nimeros complejos podian verse como pares ordenados o “parejas” de
numeros reales, y utilizd este concepto para investigar el problema de los lo-
garitmos imaginarios de Graves. Pero Hamilton tenia ahora g ue explicar cémo
estaban relacionadas estas parejas de nimeros con los nimess reales.

A principios de la década de 1830-40, Hamilton comenzé a interesarse por
la losofia de la mano fundamentalmente de Coleridge y Kant. Este interés se
tradujo en un cambio de perspectiva de la actividad cienti c a de Hamilton.
En 1830 estudi6é concienzudamente los trabajos de George Bdteley y el 16-
sofo croata Rudjer BoSkovi€. El siguiente afio leyé Ayudas a la re exiénde S.
T. Coleridge. En octubre de 1831, Hamilton leyé la Critica de la razén purale
Inmmanuel Kant, que ain no habia sido traducida al inglés y qu e era una obra
bastante desconocida para los cienti cos britanicos de la época, y quedo tan
profundamente impresionado, que a partir de entonces su actividad cienti ca
sufrié un punto de in exion in uenciada directamente por la  obra del l6sofo
alemén.

El 4 de noviembre de 1833, Hamilton presenté un articulo a la Real Aca-
demia Irlandesa con el nombre de Teoria de funciones conjugadas, o parejas alge-
braicas En él, Hamilton de nia operaciones de suma y multiplicacié n para las
parejas, y demostraba que el cuadrado de Iﬁﬁreja(o, 1) esla pareja( 1,0),
de modo que (0, 1) debe considerarse como  1; de nid las propiedades arit-
méticas basicas para estas parejas, veri cando que formaban un cuerpo?. Dos
afios después, el 1 de junio de 1835, Hamilton presentd un segundo articulo a
la Real Academia Irlandesa, titulado Ensayo preliminar y elemental de algebra co-
mo ciencia del tiempo putoEn éste, Hamilton consideraba la nocién de tiempo
como principio y fundamento de la unidad numérica, y comenta ba:

“Laidea de continuidad en la progresién de un momento deptiesotro
engloba la idea de una progresion continua, de manera semesa las
cantidades...la existencia de un namero o de una razon agjlzeraeiz

2 En una carta fechada en 1837 dirigida a Wolfgang Bolyai, Gauss describia que ya en 1831, el
afio en el que publicé su teoria sobre residuos bicuadraticos, habia tenido la idea de la represen-
tacion de los nimeros complejos como parejas ordenadas de nimeros reales. Hamilton, indepen-
dientemente por su parte, fue el primero que publicé la idea.

3 Este titulo tiene su origen en Kant pues los nimeros reales cano tiempo son de nidos como
la raz6n de la longitud de un segmento de recta sobre un segmento unidad. Kant pensaba que la
geometria pertenecia al espacio y la aritmética al tiempo.
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cuadrada exacta de todo nimero positivo propuesto o razén b.

Siguiendo por este camino, y partiendo de la media proporcio nal de dos nu-
meros positivos, establece que:
no n® noQ _
sia> — para— < bysia< —5 > b, entoncesa= b
mo me moe '
. . . P . o
Llega asi a la introduccion de a = b, esto es, de los niumeros irracionales,
como una particién de nida por dos sucesiones, pi2 y pjz, tales que:

p? < b< b, conij=123...

Y no contintia desarrollando su teoria de los irracionales. Soélo le interesa de-
nirlos mediante los racionales. Ambos articulos fueron fu ndidos en uno mas
general publicado mas tarde en 1837.

Hamilton fue el primer matematico en tratar los nUmeros comp lejos como
pares ordenados (sin obviar a Gauss puesto que no publicé susavances), sin
embargo es importante comentar que el espiritu de su analisis di ere tanto des-
de el punto de vista de los textos modernos, como de sus contemporaneos en
Cambridge. La visién de los nimeros complejos de los algebri stas de Cambrid-
ge consistia en reducir todo planteamiento a un mero sistema de reglas para la
manipulacién simbdlica carente de signi cado. Pero este enfoque era ajeno al
pensamiento de Hamilton. El consideraba el lgebra fuertem ente interconecta-
da con la fisica, donde la interpretacion geométrica de los nimeros complejos
cobraba sentido como realidad material del mundo que nos rod ea. Hamilton
deseaba un enfoque del algebra como ciencia (un conjunto de verdades que
explicaran nuestra realidad fisica). Su ambicidn en este satido consisti6 en es-
tablecer una referencia objetiva para las ecuaciones del ailisis complejo. En
su esencia, Hamilton in uenciado por Kant, reclama que la ge ometria debe
considerarse la ciencia del espacio, y de este modo, el algeba es la ciencia del
tiempo. Pero el desarrollo y avance de las investigaciones de Hamilton cami-
naban en contracorriente a la tendencia histérica establedda por los algebristas
britanicos de la época.

El punto de vista de Hamilton conllevaba grandes ventajas, | a principal
desmarcarse de la tendencia establecida, lo que le llevé al tatamiento de los
nameros complejos desde un punto de vista puramente sintactico y algebrai-
co, hecho que le llevaria descubrir los cuaterniones mas addante. Si se esta
interesado en resolver ecuaciones algebraicas, entoncesls nimeros complejos
satisfaran nuestras necesidades. Sin embargo si se tiene usentido desarrolla-
do de la geometria y de la interpretacion fisica del plano com plejo, es natural
plantearse la analogia con el espacio tridimensional. Por otro lado, su concep-
cion del algebra como “ciencia del tiempo puro” (aparte de su s incuestiona-
bles repercusiones losé cas), resultaban ser un fundamen to inadecuado para
el algebra del siglo XIX. Hamilton tenia la creencia de que la naturaleza del
tiempo requeria que todas las operaciones fueran asociativas, y que la inversa
del producto siempre existiera. Pero estos requerimientos habian encorsetado
el desarrollo del algebra britanica. Desde un punto de vista retrospectivo, la ex-
ploracién de las nuevas estructuras algebraicas, necesithan de una concepcion
mucho mas exible.
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5. Los Cuaterniones

Teoria de las funciones conjugadas, o parejas algebi@oas ensayo preliminar
sobre el algebra como ciencia del tiempo,quede ser considerada como el pri-
mer intento de Hamilton de encontrar un algebra que englobar a un conjunto
de axiomas basados en el “orden y progresién continua, o, del tiempo puro”.
Algunos puntos de este trabajo ya habian sido presentados a la Real Academia
Irlandesa en 1833, pero el tratado completo no fue publicado hasta 1837. El tra-
bajo se divide en tres partes, 5 paginas deObservaciones Generales Introductarias
95 paginas deEnsayo de algebra como ciencia del tiempo, 28 paginas de Teo-
ria de funciones conjugadas, o parejas algebraitzasilton naliza su trabajo con
la a rmacion:

“...el autor espera publicar mas adelante muchas aplizesisobre este
aspecto; especialmente sobre Ecuaciones e Integralbge yasteoria de
Tripletas...”

Las tripletas a las que hacia referencia eran nimeros hiperomplejos refe-
ridos al espacio tridimensional del mismo modo que los niumer os complejos
se referian al espacio de dos dimensiones. Su deseo fue nalnente satisfecho
en 1843, con la aparicién de los cuaterniones como nimeros hpercomplejos de
cuatro nimeros, tras una larga e infructuosa blsqueda de las tripletas.

Por analogia con los nimeros complejos, al principio Hamilt on consideré
sus tripletas con la expresion a+ bi+ cj, donde a, b, y c eran nimeros reales, y
i2=j2= 1.Lasuma de estas expresiones no presentaba ninguna di cultad;
estas eran sumadas, sumando cada uno de los coe cientes “esalares” de cada
una de las unidades i y j del siguiente modo:

(a+ bi+ cj)+(a+ b3+ ) =(a+ )+ (b+ BYi+(c+ Yj

Pero Hamilton, se top6 con una di cultad seria al intentar de nir el pro-
ducto de tripletas, ya que estas no guardaban las propiedades comunes de los
nimeros complejos. El médulo de un nimero complejo a+ bi resulta & + b?,
de manera que el producto del médulo de dos nimeros complejos resulta ser
el médulo del producto de los dos nimeros (lo que Hamilton den ominé ley de
los modulog Pero al considerar el cuadrado de una tripleta, Hamilton s e encon-
traba con lo siguiente:

(a+ bi+cj)?=a b? @+ 2abi+ 2acj+ 2bcij
cuyo cuadrado del médulo resultaba:

(@ ©* A)?+(2ah%+(2a9+ (2092 = (& + b?* + #)%+(2bg?

La ley de modulos no se satisfacia a menos que los términosij fueran sim-
pli cados de la expansion de (a2 + b?+ ¢2)2. El término debe o bien suprimir-

se estableciendoij = 0, o incluyéndolo en alguno de los otros tres términos.
Hamilton consideraba que establecerij = 0 no resultaba “su cientemente”

correcto:
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“Por momentos me he visto tentado en considerar ). Pero me resulta
extrafio e incomodo, y me percaté de que la misma suprestémaielo no
deseado, podria obtenerse asumiendo algo que me parex$avinkemto,
es decir que ji= ij. De este modo consideré queSj k, ji = K,
reservandome la consideracion de si k era nulo o no.”

Su pensamiento aqui es que, si el orden del producto es escrupulosamente
respetado, hay en realidad dos términos involucrados en el p roducto de i vy j,
es decir, que 2ocijdeberia ser escrito comobd(ij + ji). La ley de médulos podria
satisfacerse facilmente asumiendo queij + ji = 0, sin considerar separadamen-
te ni ij ni ji nulos.

El siguiente paso a dar era el de generalizar el producto de tripletas. Bajo la
consideracion de queij = ji = k, Hamilton calculo el producto:

(a+ bi+ cj)(x+vyi+ zj))=(ax by c2)+(ay+ bx)i+(az+ cx)j+(bz cyk

Considerando k = 0, Hamilton nuevamente se preguntaba si la ley de mo-
dulos era satisfecha. Es decir si la ecuacion:

(@+ B+ A)(x%2+y?+ %) =(ax by c2)?+(ay+ bx)2+(az+ cx)?

era satisfecha. La respuesta es claramente que no; el lado iquierdo de la igual-
dad es superior al derecho en el término (bz cy)2, que es el cuadrado del
coe ciente de k en la expansion del producto. Por lo tanto, la asuncién de que
k = 0 no era sostenible. Sin embargo, si se considerab& 6 0, no se satisfa-
cia enteramente porque el producto de dos tripletas debiera ser otra tripleta, y
el producto indicado contenia cuatro términos en lugar de tr es. Durante prac-
ticamente diez afios Hamilton fue incapaz de avanzar en este sentido. Cada
mafiana en el desayuno, sus hijos que en cierto modo participaban con afecto
en las esperanzas y los desengafios de su padre a medida que lagvestigacio-
nes tenian lugar, le preguntaban:

“Bueno Papa, ¢ puedes ya multiplicar las tripletas?.”
a lo que Hamilton respondia sacudiendo tristemente la cabeza:
“No. Por ahora sélo puedo sumarlas y restarlas.”

Sin embargo, algo extraordinario iba a suceder mientras paseaba como de
costumbre con su mujer por el Canal Real en Dublin el 16 de octubre de 1843.
De pronto en un acto de revelacion, Hamilton se dio cuenta de g ue todas sus
di cultades podian verse superadas simplemente con la cons ideracién de to-
mar cuatro términos en lugar de tres, es decir, si tomaba k como una tercera
unidad imaginaria afiadida a iy j. Hamilton describe este hecho quince afios
después en una carta a uno de sus hijos:

“Mafiana sera el decimoquinto cumpleafios de los cuaternidhgrgie-
ron a la vida, o a la luz, ya crecidos, el 16 de octubre de 184Bdo
me encontraba caminando con la Sra. Hamilton hacia Dublilegamos
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al Puente de Broughman. Es decir, entonces y ahi, cerréceitoimgal-
vanico del pensamiento y las chispas que cayeron fuerocuasienes
fundamentales entre i, j, k; exactamente como las he usade daton-
ces. Saqué, en ese momento, una libreta de bolsillo, quéatedsste, e
hice una anotacion, sobre la cual, en ese mismo preciso hooreenti
gue posiblemente seria valioso el extender mi labor ponalstes diez (o
podian ser quince) afios por venir. Es justo decir que estduporque
senti, en ese momento, que un problema habia sido resuetteseo in-
telectual aliviado, deseo que me habia perseguido por tsriwsnquince
afos anteriores. No pude resistir el impulso de coger mijaavgrabar en
una piedra del Puente Brougham la formula fundamental cesilmbolos
i, j, ki

i=j?=K=ik= 1
gue contenian la solucion del Problema, que desde entohcegige como
inscripcion.”

Hamilton denominé a estas nuevas expresiones cuaternioneso nimeros cua-
ternios Son nameros hipercomplejos de la forma q= a+ bi+ cj+ dk, donde a,
b, cy d son nimeros reales, ei, j y k satisfacen la relacioni? = j = k¥ = 1.
Habiendo asumido que i? = j2= 1yquek = ij = ji, parecia claro para
Hamilton que:

K= (i) = ()= j%=j= 1

Para comprobar la ley de mddulos, todavia necesitaba valores paraik y kj. No
estando seguro aun de que la propiedad asociativa se cumpliera en los cuater-
niones, Hamilton concluy®é:

“...tenemos probablemente quesik j, porque ik= iij, yi2 = 1;de
este modo podemos esperar encontrar qaeilj= i.”

La propiedad asociativa le habria proporcionado el valor pa ra ki, de modo
ki=( ji)i= ji®=( j)( 1) = j.PeroHamiltén pre ri6 argumentarlo del
siguiente modo:

“...de ella consideré que resultaba que=kij, jk = i, porque parecia
evidente que si jF  ij, deberiamos tener también quexkj jk, ik =
ki.”

Resumiendo las “asunciones” del producto (como Hamilton la s llamaba)
para los cuaterniones resulta:

i2:j2:k2: 1, ij= ji=k jk= Kkj=i, ki= ik=]j.

Obsérvese, que para dos cuaternionesqy o, en general no es igual el pro-
ducto qiPque el de gq%y. Elnuevo algebra de los cuaterniones obedece las propie-
dades fundamentales de la aritmética tradicional a excepcion de la propiedad
conmutativa. La aceptacion del algebra no conmutativa pued e ser considerado
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un destello de su genialidad. Para Hamilton debié resultar b astante compli-
cado ir en contra de la tendencia establecida por los algebristas de su época,
muy similar al que debieron sufrir los fundadores de las geom etrias no eucli-
deas (Bolyai y Lobachevsky fundamentalmente) al considerar abstraerse del
conservadurismo geométrico reinante durante mas de dos mil enios, y romper
con el quinto postulado de las paralelas. Hamilton debi6 rea lizar el sacri cio
de renunciar a la propiedad conmutativa, lo que daria lugar a la eclosion de
las nuevas algebras donde esta propiedad no era necesaria. [@ hecho, duran-
te los tres meses siguientes a la aparicién de los cuaterniores de Hamilton,
John Thomas Graves realizé en 1843 un estudio (aunque no lo pwlicé) sobre
los octonioned, que formaban un algebra 8-dimensional, donde el producto n o
satisfacia ni la propiedad conmutativa ni la propiedad asoc iativa.

Placa en el Puente de Brougham Sello irlandés conmemorativo
de la Serie Europa (1983)

Hamilton estaba absolutamente convencido de que los cuaterniones se con-
vertirian en la herramienta precisa con la que poder describir la realidad de
espacio fisico y el tiempo. De modo que el tiempo es un escalar, y los puntos
de espacio estan de nidos por las tres coordenadas reales. A n de especi car
la operacidn necesaria para convertir un vector en otro en el espacio, era nece-
sario conocer cuatro nameros, la relacion entre la longitud de un vector y otro,
el angulo entre ellos, el nodo, y la inclinacion del plano en e | que estos vectores
se encuentran.

Durante los Gltimos 22 afios de su vida, la
carrera cienti ca de Hamilton se centré casi de
manera exclusiva en el desarrollo de los cua-
terniones, aplicandolos a la dinamica, astrono- »-_
mia y la teoria de la luz. Fueron afios prepon-  [BIEE=A8EY
deradamente tristes y solitarios, debido a en- i EEUEED
fermedades frecuentes y a las ausencias de SU  Sellos irlandeses conmemorativos del
esposa. A nales del afio 1865, se habian publi-  centenario del descubrimiento de los
cado casi 150 articulos sobre el asunto, 109 de Cuaterniones (1943)
ellos de la mano de Hamilton. Diez afios des-
pués de su descubrimiento, Hamilton publicé sus Lecciones sobre Cuaterniones
un trabajo de 736 paginas con un Prefacio adicional de 64 pagnas. El libro en
cierto modo resulté dificil de entender por los matematicos de la época, hasta
el punto de que un colega escribié a Hamilton:

4 Cabe destacar que el matematico Arthur Cayley fue el primero en publicar sobre ellos en 1845,
por lo que también son denominados ndmeros de Cayley
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“Lleva mas de un afio leerlo, y casi una vida comprenderlo.”

A peticién de algunos amigos, Hamilton comenz6 a escribir un a introduc-
cion alos cuaterniones con ejemplos y problemas; pero una vez mas su excesiva
verborrea le llevo a escribir Los Elementos de los Cuaternioneditado de manera
péstuma por el primogénito de Hamilton, que resultaria incl uso mas extenso
gue Leccione$762 paginas impresas).

6. \ectoresy Cuaterniones

Ya comentamos en nuestra introduccion la importancia
de los trabajos del aleman Hermann G. Grassmann en el
desarrollo de las nuevas algebras que estaban por venir en
la segunda mitad del siglo XIX. Después de proponer en su
Ausdehnungslehrauevas bases para todas las mateméticas,
comenzando con de niciones de naturaleza mas bien lo-
s6 ca, Grassmann demostré que si la geometria se hubiese
expresado en forma algebraica como él proponia, el nimero
tres no hubiese desempefiado el papel preponderante que Hermann G.
hoy dia tiene como niimero que expresa el espacio que nos Grassmann
rodea; de hecho, el nimero de posibles dimensiones de interés para la geome-
tria es ilimitado. Grassmann no pudo formalizar su trabajo y a que en aquel
momento no existia un lenguaje algebraico adecuado donde sus ideas pudie-
ran ser plasmadas. Sin embargo, su algebra lineal fue comprendida y recono-
cida nalmente alrededor de 1920, cuando Hermann Weyl y otro s publicaron
su de nicién formal que ya habia sido estudiada y formulada 3 0 afios atras
por el matematico italiano Giusseppe Peano (1858-1932). Gassmann desarro-
l16 la teoria de la independencia lineal de modo extraordina riamente similar
a la presentacion que hoy dia podemos encontrar en los textos modernos de
algebra lineal. De ni6 la nocién de subespacio, independen cia, longitud, des-
doblamiento, dimensién, unién e interseccion de subespacios, y proyeccion de
elementos en los subespacios. Fue a principios del siglo XX wiando los traba-
jos de Grassmann comenzaron a ser considerados y valorados.Sin embargo
a pesar de ello tuvo algunos incondicionales como su compatriota Hermann
Hankel (1839-1873), que escribidoTheorie der complexen Zahlensysteme und ihre
Functionenen 1867, donde llev6 a cabo una clara y concisa comparacién de-
de el punto de la notacion del calculo cuaterniénico con el gr assmaniano. De
hecho, previamente el propio Grassmann encontré una forma d e reducir su
calculo al formalismo de los cuaterniones.

El trabajo de Grassmann consistié fundamentalmente en una generaliza-
cién del actual producto vectoriglde ahi su valor. Grassmann se guié de su in-
tuicion geométrica, de niendo un nuevo producto que en la ac tualidad se de-
nomina producto exterioab= a” b) que él denominaba producto escaldnrela-
cionado intimamente con el actual producto vectorial, pero sin la restriccion de
una dimensionalidad ja de éste. Debido a un actual abuso de | a notacién, al-
gunos docentes y profesores expresan erroneamente el prodicto vectorial con
el simbolo ~, a pesar de que conceptualmente son diferentes en origen y fa-
mulacion, ya que el producto exterior es asociativo, mientr as que el producto
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vectorial o producto cruzno lo es al ser un algebra de Lie.

El descubrimiento de los cuaterniones
nunca colmaron las expectativas que Ha-
milton habia depositado en ellos con el n
de crear un lenguaje matematico aplicable
a la realidad fisica. Sin embargo, Hamilton
cont6 con un ingente nimero de defenso-
res a ultranza en favor de la utilizacion de
los cuaterniones en el desarrollo de lafisica.
Entre ellos caben destacar a los fisicos esco- Peter Guthrie Tait - James Clerk Maxwell
ceses Peter Guthrie Tait (1831-1901) y James
Clerk Maxwell (1831-1879), aunque este Ultimo, mas que defender el uso de los
cuaterniones, defendié su metodologia como acercamiento de la realidad fisi-
ca. De hecho, Tait escribié Tratado Elemental sobre Cuaternioress 1867, en el
gue reclamaba la importancia de los cuaterniones en la fisica. El tratado de
Tait, contenia equivalencias con las operaciones modernasdel producto esca-
lar y vectorial de vectores, aunque desarrolladas en notacion cuaterniona. En
particular, especi caba que S.ab = TaTbcosq, donde T es la longitud del
vector y ges el angulo entreay b, y entoncesV.ab = TaTbseng h donde h
es el vector unitario perpendicular a ambos ay b.

Por su parte Maxwell, en su Tratado sobre Electricidad y Magnetisptam-
bién defendidé en cierto modo las ideas de Hamilton. Su princi pal propdésito era
evitar explicitamente las coordenadas cartesianas, y jar su estudio desde un
punto del espacio en lugar de en tres coordenadas, y considerar la magnitud
y direccién de una fuerza en lugar de sus tres componentes. Maxwell expreso
sus resultados tanto en la forma de coordenadas como en la forma cuaterniona.
En los preliminares de la segunda edicion de su tratado comentaba:

“Pero alin por muchos propositos del razonamiento fisica,gigerenciar-
lo del célculo, es deseable evitar explicitamente el uss @obrdenadas
Cartesianas y jar la atencién en un punto del espacio endugaen sus
coordenadas, y en la magnitud y direccién (de la fuerza) garlde en
sus tres componentes. Esta forma de comprender geomdisimagnente
magnitudes es mas primaria y natural que la otra, aunquedaas conec-
tadas a ésta no encontraron su completo desarrollo hastdamiiton dio
un gran salto en el tratamiento del espacio, mediante ehiovéel Calcu-
lo de los Cuaterniones. (...) Ya que los métodos de Dessartdedavia
aquellos con los que los estudiantes de ciencias estanmibiarizados,
ademas de ser los més Utiles para realizar calculos, poelexqresamos
todos nuestros resultados en la forma cartesiana. Estoyenoito, sin
embargo, que la introduccioén de las ideas y métodos de losr@inaes,
serd de un gran uso para el estudio de todas las partes deanmegeria,
y especialmente de la electrodinamica, donde tenemosagaiedon un
gran niumero de magnitudes fisicas, y las relaciones etaiemieden ser
expresadas de forma muy simple haciendo uso del método deoHaem
lugar de las ecuaciones de costumbre. (...) 11. Una de lastedsticas
mas importantes del método de Hamilton, es la division deémitudes
en Escalares y Vectores.”
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Pero Maxwell no estaba de acuerdo con el Célculo desarrollado por Hamilton,
y llevé a cabo una critica directa de la existencia en la consitucién de los cua-
terniones de dos partes no homogéneas, una parte escalar y ura parte vectorial
(geométrica). De ahi su aceptacién de las ideas vinculadas on esta teoria pero
su rechazo de sus métodos de célculo.

El primer intento por llevar a cabo una transicion des-
de el método de los cuaterniones hacia lo que actualmente
denominamos analisis vectoriglfue llevado a cabo por el ma-
tematico William Kingdom Clifford (1845-1879). Hoy dia es
ampliamente conocido por sus algebras de Cliffordin tipo de
algebra asociativa que generaliza al cuerpo de los nimeros
complejos y a los cuaterniones de Hamilton. Un resultado
posterior, los octoniones (bicuaterniones), es ahora conaido
como espacio de Clifford-Klein y es empleado para el estu-
dio de movimientos en espacios no euclidianos y en ciertas
super cies. En su Elementos de Dinamigaublicado en 1878,
introdujo el producto vectorial, practicamente tal y como h oy lo conocemos,
aungue so6lo un re namiento posterior de la teoria de determi nantes acabé de
darle la forma, esto es:

William K. Clifford

i j ok
C=A B= Ax Ay A,
B« By B;

También introdujo la nocién de producto geométricgue funde los productos
escalar y exterior en un solo objeto mediante las algebras que hoy se nombran
en su honor. Dicho producto es muy similar al producto de cuat erniones pero
no esta restringido a 4 dimensiones. Vale:

ab=a b+ a”*b

Clifford, revel6 la importancia del uso de métodos vectoria les en detrimento
de los cuaterniones cuyo uso era demasiado limitado. De este modo sus con-
sideraciones para establecer un nuevo producto son fundamentalmente geo-
métricas. Clifford interpreto el area de un paralelogramo ¢ omo generada por
el movimiento de un vector absobre un vector ag de niendo asi el produc-
to vectorial, cuyo resultado es un vector de longitud (ab ac) senlfacy cuya
direccion depende del sentido de recorrido. Por otro lado el examen de un vo-
lumen construido en torno a la transicion de ab (el cual representa ahora un
area) a lo largo de ag determina el segundo producto, el producto escalar, co-
mo la magnitud (ab ad coslac Esas dos multiplicaciones son evidentemente
equivalentes a las que se obtienen con los cuaterniones (de lecho, no es total-
mente un azar si las notaciones empleadas son similares), peo, y es la gran
diferencia con Maxwell, Clifford se deshace del poco atraye nte manejo de los
cuaterniones para considerar productos de dos vectores de manera separada
lo que no hacian los cienti cos anteriores quienes veian en ellos las dos partes
de un mismo y Unico producto.
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A nales del siglo XIX se realizaron al-
gunos descubrimientos fisicos debido a la
aparicion de los cuaterniones. Pero una pe-
guefia revolucién matemética estaba a pun-
to de hacer aparicion de la mano (de for-
ma independiente) del matematico ameri-
cano Josiah Williard Gibbs (1839-1925) de la
Universidad de Yale, y del matematico in-
glés Oliver Heaviside (1850-1925). Ambos Josiah Williard Gibbs ~ Oliver Heaviside
publicaron sus trabajos en los afios 1881y
1882 respectivamente. Heaviside participé de forma activa en la extension de
las ecuaciones de campo de Maxwell y proporcion6 algunas de las primeras
soluciones completas. En el estudio del electromagnetismo, Maxwell habia uti-
lizado los cuaterniones, pero de un modo muy simpli cado. Pa ra los prop6-
sitos pedagogicos y sistematizadores de Heaviside esto no &a su ciente, por
lo que elabord el analisis vectorial como un algebra independiente, formulada
en el capitulo Il de Teoria del Electromagnetisrdel mismo modo que hoy dia
sigue siendo la forma actual, donde se encuentran las razones de su rechazo a
la teoria cuaterniona, razén por la que en multitud de ocasio nes mantuvo po-
Iémicos enfrentamientos con P. G. Tait. Paralelamente al tabajo de Heaviside,
Gibbs desarrollé un calculo simbdlico separando las partes vectorial y escalar
de los cuaterniones. A diferencia de Heaviside, su claridad y rigor matemati-
co llevo a dar un impulso a los métodos de éste. En particular, por ejemplo,
desarroll6 la teoria del operador nablg en su expresion actual, con todas sus
matrices, esto es, rotacional, divergencia, gradiente e identidades. Utilizando
s6lo la porcion vectorial de un cuaternion para representar cantidades fisicas,
es decir,u = bi+ cj+ dk, desarrollé un nuevo sistema tridimensional denomi-
nado andlisis vectorialEn lugar de hacer uso del producto de los cuaterniones
de Hamilton, introdujo dos nuevos tipos de multiplicacion;  por un lado, el pro-
ducto escalar dev = bi+ cj+ dky v0= bd + ¢ + d%, de nido por:

v V9= b+ cd+ dd°
y el producto vectorial dado por:

v V0= (cd )i+ (d® bU)j+(bd bk

A pesar de la defensa a ultranza de los cuaterniones por parte de los segui-
dores de Hamilton, nalmente las teorias vectoriales de Gib bs y Heaviside se
impusieron, gracias sobre todo a los desarrollos re nados d el 4lgebray lateoria
de determinantes, que hizo que el andlisis vectorial fuera tomando cuerpo co-
mo entidad independiente, no sin antes dejar algun enfrenta miento dramatico
con los cuaternionistas liderados fundamentalmente por Ta it, que se negaban a
reconocer la utilidad practica de la nueva estructura cread a. Sin embargo, tras
la publicacion de Analisis Vectorialde Gibbs en 1901 (su publicacién de 1881 se
realizé de forma privada a modo de libro de texto para sus estu diantes), y la
publicacion de los nuevos tratados sobre electromagnetismo en lenguaje vecto-
rial, los cuaterniones fueron progresivamente reemplazad os. En cierto modo,
el origen del mismo andlisis vectorial quedé envuelto en un p oderoso lenguaje
matematico autoconsistente del que quedaron las unidades imaginarias, sino
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¢quién jamas sintio curiosidad por saber de donde salian las letras i, j, k del
determinante formal que permite calcular el producto vecto rial?.

7. La semilla de Hamilton

En el afio 1900, el matematico Alfred
North Whitehead (1861-1947) consideré
gue si bien toda la fisica hasta entonces co-
nocida podia ser tratada por los métodos
del algebra ordinaria, era posible que pu-
dieran aparecer algin dia nuevos campos
en la fisica para los cuales el algebra no con-
mutativa seria la Unica representacion na-
tural. En aquel mismo afio comenzo el ca-  Alfred N. Whitehead Max Planck
mino hacia la realizacion de esta conjetura.
Max Planck (1858-1947) introdujo el cuantoh, el comienzo de la teoria cuantica.
Ahora bien, h es un cuanto de accién, y la accién era un concepto central en ¢
sistema de la dinamica de Hamilton. Asi, las ideas de Hamilto n sobre dindmica
comenzaron a aparecer en primer plano, aunque muy lentamente.

La buena semilla sigui6 creciendo, sin embargo. El des-
cubrimiento de la relatividad especial trajo los cuaternio nes
al primer plano, porque Arthur Cayley (1821-1895), de la
Universidad de Cambridge, habia demostrado en 1854 que
los cuaterniones podian ser aplicados a la representacion e
rotaciones en un espacio de cuatro dimensiones. Su resul-
tado produjo una expresion particularmente elegante de la
transformacién mas general de Lorentz. Por otra parte los
nuevos descubrimientos subrayaron de nuevo la importan- Arthur Cayley
cia de la accion, que preserva su forma en diferentes siste-
mas de referenciay es, por tanto, fundamental en la fisica de la relatividad.

Mientras tanto, las in-
vestigaciones en la teoria
cuantica ponian de mani-
esto las concepciones di-
namicas que Hamilton te-
nia. Y en 1925 el otro as-
pecto de su trabajo, su al-
gebra no conmutativa, fue
introducida en la teoria  Werner Heisemberg Max Born Pascual Jordan
cuantica por Werner Hei-
senberg (1901-1976), Max Born (1882-1970) y Pascual Jordgt902-1980), de-
mostrando que las ecuaciones hamiltonianas de la dindmica eran también vali-
das en teoria cuantica, de modo que los simbolos que represetiaban las coorde-
nadas y los momentos en la dinamica clasica fueron interpretados como ope-
radores cuyos productos no conmutaban.

El tiempo dio la razén a la intuiciéon que Hamilton tenia sobre la duali-
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dad entre las coordenadas generalizadas y los momentos genealizados. Esto

vino a ser demostrado de una forma sorprendente en 1927, cuardo Heisenberg

descubrié el Principio de Indeterminacigmue se enuncia comunmente de esta
forma:

“Cuanto més exactamente son determinadas las coordenadesgar-
ticula, menos exactamente puede ser conocido su momeseizipyoca-
mente, siendo el producto de las dos indeterminacionegdis de la
constante de Plank h.”

Las investigaciones en
mecanica cuantica tuvie-
ron la tendencia general
de considerar las matrices
en lugar de los cuaternios
como el tipo de algebra no
conmutativa que mejor se
adaptaba a sus problemas;
pero las formulas origina-
les de Hamilton continua-
ban apareciendo. Asi, “las
matrices de spin”, de Wolfgang Erns Pauli (1900-1958), de lss que depende la
teoria de las refracciones y momentos angulares de la mecanca cuantica, son
simplemente las tres unidades de los cuaterniones de Hamilton, i, j, k. Art-
hur Conway (1875-1950) demostré que los métodos de los cuateniones po-
dian ser utilizados para explicar la teoria del giro del elec trén propuesta por
Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984).

Wolfgang E. Pauli Arthur Conway Paul A.M. Dirac
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