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Sistema dinamico

Un sistema dinamico es un sistema que varia con el
tiempo. Cambian los estados del sistema.

Viene descrito por un espacio de estados junto con la
regla gue determina la dinamica del sistema.

El sistema mas estudiado ha sido el cosmos.

Los sistemas fisicos y matematicos se clasifican en
lineales y en no lineales.

Un sistema dinamico puede venir formulado por una
ecuacion diferencial ordinaria o en derivadas
parciales, una ecuacion en diferencias finitas, una
ecuacion integral o un sistema combinacion de los
anteriores.




= Un gedmetra se plantea una ecuacion
diferencial como un flujo.

m El estado del sistema se describe por un
punto de un espacio de fases y, cuando el
tiempo fluye en el reloj, asi lo hace el punto
en el espacio.

m El camino trazado por el punto en el espacio
de fases representa, pues, la evolucion del
estado del sistema a partir de una condicion
Inicial particular.

m Asi, el conjunto de todos esos caminos, 0
diagrama de fases , nos da una idea
cualitativa de lo que le sucede a cualquier
condicion inicial posible.



m Espacio de estados es el conjunto E donde
NOS Movemos, gue puede tener estructura de
espacio topoldgico, 0 métrico o ser una
variedad diferencial. Puede ser [, S1

B (esfera), Un, T (toro) o Tn, C...

m Se puede definir un campo vectorial V sobre
una variedad M. Una trayectoria de V es una
curva, o correspondencia de un segmento de
[] sobre M, gue sea continua y diferenciable
a trozos.




Definicidon de sistema dinamico:

m Llamamos sistema dinamico a una terna (E,
G, f) donde E es un espacio de fases o
espacio de estados , donde G es un
semigrupo de escalares o conunto de
tiempos, y donde f es el flujo del sistema, que
I es una aplicacion de GxXE en E, con las
siguientes propiedades:
. fes una aplicacion continua
f(0, x)=x para todo xLIE
]

3 f(t, f(s, x))=f(t+s, x) para todo t, sLIG y todo
XLIE.
m Si G es un subconjunto de los numeros enteros

tenemos un sistema dinamico discreto ,y si G es O*
0 O decimos que el sistema dinamico es continuo .




® En un sistema dindmico discreto el

tiempo fluye en pasos: 1, 2, ..., n. Es |la
__ diferencia entre un reloj digital y uno
analogico.




= Orbita de un punto: f(x) = 1/x, O«(3): {3, 1/3, 3,
1/3...}

m 3 es un punto periodico de periodo 2.

= Punto fijo: raices de la ecuacion: f(x) = x.

m Ejemplo: Sif(x) = 1/x =X, 1 y —1 son puntos
fijos.

m Punto eventualmente fijo, si al cabo de un
cierto tiempo, se convierte en un punto fijo.

= Por ejemplo: f(x) = x2, 1 es un punto fijo,
O41):{1,1,1...} y -1 es un punto
eventualmente fijo O«(-1): {-1, 1, 1...}.
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Sea x un punto de M. Sea c una trayectoria completa (el
dominio de c sea todo [) de un campo V que pasa por c=c(0).

Se llama w-limite de x al conjunto:  wx)= (e ne)

nN

y a-limite de x a: a()= (el )

nON

Sea L un subconjunto de M:
In(L)={xUM: w(x)0L}
Out(L)={xIM: a (x)0L}
L es un conjunto atractivo  si L tiene algun entorno abierto U

tal que LOUOIN(L) OM. A In(L) se le denomina entonces cuenca
de atraccion del conjunto atractivo L.

Un atractor es un conjunto atractivo ALIM que no posee ningun
subconjunto propio atractivo.

La separatriz es el complementario de todas las cuencas de
atraccion:

Sep(V)={xM: w(x) no esta contenido en ningun atractor}



Estudiamos en primer lugar sistemas en los que
el espacio de estados sea [1 o0 un subconjunto
de O: (4, f).

B Buscamos los puntos fijos X, tales que f(Xg)= X,,
estudiamos el comportamiento cuando X tiene a
Infinito, 0 a menos infinito, los puntos periodicos
y el diagrama de fases .

Definimos la orbita de x bajo f como: O«(x)={X,
f(x), ..., (), ....}.

B Estudiamos los conjuntos que son invariantes .




Un dinamica sencilla

= Ejemplo: f(x) = ax.

m Si0<ac<l, entonces 0 es un atractor, punto
fijo estable.

m Sia>1, entonces 0 es un repulsor, punto fijo
Inestable.

Cuando el parametro a varia de a<l a a>1 hemos
visto que el origen pasa de ser un atractor a ser un
repulsor. Decimos entonces que a=1 es una
bifurcacion . Al pasar por una bifurcacion hay un
cambio de estado del sistema

Sia =0, no es un endomorfismo, al siguiente paso
todos los puntos son O.

Sia =1, todos los puntos son fijos.

Sia = -1, entonces Of(x) = {X, -x} todos los puntos
son ciclos de periodo 2.




= Decimos gque un punto x* es un punto
periodico de periodo m, o gue es un m-ciclo
si m es el menor valor para el cual f M(x*) = x*
siendo su orbita: Of(x*)={x*, f(x*), ..., fM1(x*)}.
Otra forma de verlo es como un punto fijo de

B la aplicacién; fm.

= Un punto es eventualmente fijo si aparece al
cabo de un numero finito de iteraciones,
como por ejemplo en f(x)=x2 al comenzar con
x=-1.

m Estudiamos otros ejemplos f(x)=1/x, f(x)=eX,
f(x)=senx, f(x)=cosx.




Otros ejemplos

m Sistema dinamico: (R, f)
® R espacio de estados.

m Ejemplo 1: f(x) = eX. Al crecer X, f(x) tiende a
Infinito. Es el w-limite.Si x tiende a menos
Infinito, tiende a cero. Es el alfa-limite.

Ejemplo 2: f(x) = sen x. Tiende a 0.

Ejemplo 3: f(x) = cos x. Tiende a 0,73908
radianes

Ejemplo 4: f(x) = 1/x: 3, 1/3, 3, 1/3...
Ejemplo 5: Ecuacion logistica




m f(x)=ax(1—x), otras ecuaciones
logisticas, ejemplos de poblaciones
_ bioldgicas que se extinguen, crecen o
fluctian de forma periodica o aleatoria.

m En este sencillo sistema, encontramos
ya puntos de bifurcacion , o valores
del parametro para los que cambia la
dinamica del sistema.




El espacio de estados es un conjunto
Invariante.

La orbita de un punto es un conjunto
Invariante, los puntos fijos son conjuntos
invariantes, la orbita de un m-ciclo es un
conjunto invariante.

Si estudiamos los puntos w-limite y los a-
limite de cada punto x, se puede demostrar
gue estos conjuntos son tambien invariantes.

Se dice que una clasificacion de los
conjuntos invariantes es minimal si algun
subconjunto suyo nunca es un conjunto
Invariante.

Minimal es un punto fijo o un ciclo, no lo es el
espacio de estados.



Se dice que x* es un punto fijo es estable

de f: X=X, si en todo entorno U de x* existe
un entorno V de x* contenido en U tal que si X
pertenece a V, entonces f(x) pertenece a U.
Si ademas

lim f"(x) =x*
n - oo

decimos que el punto fijo x* es
asintoticamente estable . Siun punto no es
estable, se dice que es inestable . Una forma
de reconocer un punto fijo atractor es
estudiando la derivada: Si [f '(x*)|<1 entonces
el punto fijo es un atractor. Definimos punto
hiperbaolico si [f ’(x*)| es distinto de uno.



m Decimos que dos sistemas dinamicos
discretos (X, f) y (Y, g) son conjugados
topologicamente si existe una

[ aplicacion h de X a Y biyectiva y
bicontinua (un homeomorfismo) tal que
hof=goh. Un recurso para estudiar
sistemas dinamicos dificiles es estudiar
otro conjugado topoldgicamente.

]




El concepto de caos
R BEN D memn



El concepto de caos

® La primera vez que se uso el término caos en
Matematicas fue en 1975 en la revista
American Mathematical Monthly, en el articulo
de L. Liy J. Yorke “Period three implies chaos”.

o m En dicho articulo se demostraba que si una
funcion continua real de variable real tiene un

ounto periodico de periodo tres, entonces tiene

puntos periodicos de todos los periodos.

Para sistemas dindmicos discretos definidos
nor funciones continuas de intervalos reales
sobre si mismos, la presencia de una Orbita
. periodica de periodo tres implica la existencia
de una cantidad no numerable de oOrbitas
inestables y aperiodicas.




Poincare en 1892 descubrio que sistemas de
a Mecanica gobernados por las ecuaciones de
Hamilton no tienen el comportamiento regular

B esperado sino que su comportamiento futuro
resulta impredecible.

m Precisamente el término cadtico va a indicar
gue puntos proximos en el instante inicial
puedan tener comportamientos dispares en
el futuro .




I = A Henry Poincaré (1854-1912) se le
considero hacia 1900 como el matematico
- mas grande del mundo. Hizo contribuciones
Importantes a distintas ramas de la
Matematica. Fue el padre de la topologia
moderna, y de la dinamica topologica. En su
trabajo sobre la mecanica celeste expone la
teoria sobre desarrollos asintoticos que es
actualmente una de las mas poderosas
S herramientas del matematico aplicado.




= El matematico Henry Poincaré en 1908 hace
uso de algunas observaciones gue ya habia
realizado sobre el problemas de los tres
cuerpos , es decir, sobre un sistema de tres

ecua_czl_ones 0
condiciones |

iferenciales ordinarias con
Iniciales que modeliza al

movimiento d

e tres cuerpos sometidos a las

fuerzas gravitatorias ejercidas entre ellos.

m Poincaré discutio entonces el problema de la

Impredecibilidad relacionando determinismo vy

azar. Estudio

la Impredecibilidad del

movimiento de las particulas de un gas y de
los fendmenos meteorologicos.



= El bidlogo R. M. May escribe “Simple
Mathematical models with very complicated
dynamics” donde ilustra la complejidad que
pueden alcanzar sistemas dinamicos
unidimensionales regidos por leyes
cuadraticas.

B = Observamos pues, como estos sistemas
dinamicos caoticos entran en otras ciencias.
Junto a publicaciones meramente
matematicas aparecen otras menos formales
0 con resultados experimentales.

= Una bibliografia bastante completa sobre el
B tema aparecen en Zhang y consta de 269

l libros y 7.157 articulos.




= En 1989 el matematico americano R.
Devaney formuld la siguiente definicion: La
funcion de f: X - X es caodtica en un espacio
metrico X, no finito, si se verifican las
siguientes condiciones:

m El conjunto de los puntos periodicos de la
funcion f es denso en X.

m El sistema es topoldogicamente transitivo
en K.

m El sistema tiene dependencia sensible de
las condiciones iniciales
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m La frase dependencia continua de las
condiciones iniciales  fue acunada por J.

Guckenheimer.

m Seal un intervalo de 0. Sea f una funcioén

definida de f: I - I. Sea x un punto de |. El
sistema presenta dependencia sensible de

las condiciones Iniclales

en X, Sl existe un

>0 (constante de sensibilidad) tal que para

todo 0>0 existe uny en e
un n numero natural, tal

se verifica que |f"(x)—f(y)

Intervalo |, y existe
ue si [x—y|<d entonces
> €.

m Se dice que f tiene dependencia sensitiva de

las condiciones Iniclales si esto sucede en todo

punto de |I.



Una funcion f tiene un
comportamiento fuertemente
caotico sobre un intervalo | si:

tiene dependencia sensible de las
condiciones Iniciales

es transitiva

tiene un subconjunto denso de
puntos periodicos



m Sea una funcion de f: X - X. La funcion f
depende sensiblemente de las
condiciones iniciales si existe un €>0
(constante de sensibilidad de f) tal que

I para cualquier abierto no vacio U de X,
=

existe un n numero natural, tal que el
diametro de f "(U) sea mayor o igual
gue €. Es una condicion métrica.




m El comportamiento es diferente segun los
valores del parametro r.

m El estudio de como cambia la respuesta del
sistema dinamico segun se modifica el
parametro se denomina teoria de la
bifurcacion

® Tenemos la ecuacion:

f(r, X)= rx(1—x).
m A pesar de su aspecto inocente esta
parabola puede mostrarnos los fenomenos

mas interesantes que puede presentar un
sistema dinamico.




!
!
|

Han aparecido en la actualidad otras
definiciones de sistemas cadticos aunque
esta definicion de Devaney es considerada
como la formalizacion matematica de las
ideas sobre el caos.

Observamos que la segunda condicion es
topoldgicas, mientras que la tercera es
metrica, luego esta definicion es valida en un
espacio métrico no finito.

Una serie de teoremas relacionan estas
propiedades: Banks y otros prueban que en
un espacio métrico la primera y la segunda
propiedad implican la tercera.



m Sif: X- X es una aplicacion continua de un
espacio métrico completo, con base
numerable no finito, entonces el que el
conjunto de los puntos periddicos de f sea
denso en X es equivalente a que la funcion
sea transitiva o sea topologicamente

[ transitiva. Y como estas condiciones implican
gue la funcidn depende sensiblemente de las

I condiciones Iniciales, se deduce que es

.

caotica.

La demostracion se encuentra en On
Devaney’s Definition of Chaos, de J. Banks,
J. Brooks, G. Cairns, G. Davis and P. Stacey.




= En una conferencia pronunciada en Washington en

1972 para hacerse entender el meteordlogo
americano del Instituto Tecnologico de
Massachussetts, Edward N. Lorenz utilizo el termino
de efecto mariposa para explicar porque el tiempo no
es predecible, es decir para explicar que existia una
dependencia sensible a las condiciones iniciales: “El
aleteo de una mariposa en Brasil, ¢ podria provocar
un tornado en Texas?”

m Al estudiar el fendmeno de la conveccion atmosférica
simplificando y reduciendo el problema a una
ecuacion de tres ecuaciones diferenciales, que
resuelta con ayuda de un ordenador y el método de
Runge-Kutta para unos determinados valores de los
parametros aparece que existen tres puntos fijos, y
que las drbitas se aproximan o repelen de dichos
puntos. Aungue estas ecuaciones no proporcionan
una descripcion realista de la prediccion
meteorologica.



Ecuacion Logistica
BT BEN N meEn

Sistema dinamico
discreto en los numeros
reales



Ecuacidon Logistica

m P. F. Verhulst en 1845 para el estudio de la dinamica
de una poblacion:

" Xn+1 = If(xn(l _ Xn))

Explica el crecimiento de una especie que se
reproduce en un entorno cerrado sin ningun
tipo de influencia externa

X es el tanto por uno de la poblacion

El termino rx,, crecimiento de la poblacion

El término rx,* es no lineal

Se consideran valores entre 0 y 1 de la poblacion




\_WJ - ol
Crecimiento  Limite al
0<X <1 de la poblacion crecimiento de

n

la poblacion.
0< 1 <4 NO LINEAL

* Dinémica de poblaciones, Teowa gde la hifuicacsh

Ecuacidon Logistica
—f(X ) = M X0 %o
g=I(X )=r-X -r- X
T



Ecuacion Logistica. Puntos fijos

m Puntos fijos: x = f(x)

m X =r(X(1-X))

[ ]

I m X =0. ElO es un punto fijo.
transforma en O.

N

m X=1-1/r
m Para x = 1, en la primera iteracion se

m Para valores de r, 1<r<3 comprobamos,
graficamente y haciendo la prueba, que
tenemos otro punto fijo: x,=1-1/r en (0, 1)




Ecuacion Logistica

*

Puntos fijos

J
Xpp =1 (XPF)
Estable
ATRACTOR
Ejemplo:
r Xpr =0
Xop .—_rXPF(l—XPF):JX 1
PF p




= Si el mdédulo de la derivada en un punto fijo
es menor que 1, entonces el punto es
asintoticamente estable. Si mayor, es
Inestable.

mf(X)=r—2rx

m f'(0) =r. Sir<1, entonces 0 es un atractor.

mf(1-1/r)=2—-r. Paral<r<3, esunpunto
fijo estable.




Ecuacidon Logistica

Sir<1.
Extincion.

El O es un punto
fijo estable.

f(x)

Xa X

Fig. 7 (r=0.9)



Ecuacidon Logistica

i(x)

%)

Fig. 1 (r=2.5).

Sil<r<3, el
punto fijo 1-1/r
es estable.

Fin 1N fe2 on



Ecuacion Log

Para 1<A<2 la sucesion que
tiende al punto fijo es monotona,
para 2<A<3, la sucesion no es
monotona.

Istica

fix)

f(x)

f(x)

Fig. 1 (r=2
o —
/
P
///
/
///
rd
/ 4
x x

Fig. 7 (r=0.9)

Fig. 9 (r=1.8)

Fig. 8 (r=1.8)

Fin 10 tr=n 00



m Para 3<A<1+V6[13'4494 tenemos
Orbitas de periodo dos.

m Para A=3 el punto es no hiperbalico.

[
m Para A>3 tanto O como 1-1/r es un
punto fijo inestable.
[




Si 3<r< 3,449,
el punto fijo 1-1/r
y el 0 son
Inestables.
Oscila entre dos
valores.

Dar
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Ecuacion Logistica. Resumen del
comportamiento dinamico
m Parar<1. El 0 es un punto fijo estable, luego
tenemos la extincion.
[
.

m1<r<3.ElOesinestable. Y 1-1/r es estable.
La poblacion se estabiliza

m 3<r<3,449. Ambos son inestables, y la
poblacion oscila entre dos valores.

m 3,449 <r < 3,56994546. Osclila entre 4, 8,
16... valores. Cascada de bifurcaciones por
duplicacion del periodo

l mr> 3,56994546. Caos




Orbitas
periodicas de
periodo dos:

X = f(f(x)).
Estudiamos f 2(4, x)
y vemos que tiene
dos puntos fijosp A

- ya4
asintoticamente
estables, y que

nuestra ecuacion
tiene una Unica
Orbita de periodo
dos asintoticamente
estable, pues f(p A)=

qAy f(g A)=pA.

1
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Ecuacidon Logistica
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Ecuacion Logistica

a=3.3

m Punto de
periodo o8|
dos 07}

0 0.2

1
0.4

06

i
08




Ecuacidon Logistica

m Punto de
periodo
dos

4) lteracién grafica de y = ax(1-x).

Para g = 2.1 Para a = 2.1
y %, =03 vy x, =08

FIGURA &

Hay un atractor individual: x* = 0.523809524...
Mientras que para a = 3.2 hay como antes una bifurcacién hacia un

atractor de periodo 2. sea cual sea el valor inicial:

X, = ... = 0.5130 ... —» 0.7994...
|

FIGURA 9

C.
P




Ecuacidon | nnictira

m Aparecen

Orbitas de‘

periodo
cuatro,
ocho,...

fi(x)

f(x)

i

I

I

1

]

1

1

;

:

X x x

Fig. 16 (r=3.824) Fig.17 (r=3.848)
n® iteraciones 3.9x(1—x) 3.9x — 3.9x2
0 0.1853 0.1853

10 0.190692879 0.190692879
25 0.761525288 0.761524933
40 0.915228703 0.916312623
45 0.160820806 0.188990008
50 0.905670612 0.840178636
51 0.333182281 0.523686132
52 0.866470210 0.972811972
53 0.451228382 0.103150473
54 0.965723184 0.360790766
55 0.129097472 0.899421078




® Tenemos una sucesion infinita de valores de
r, monotona y acotada por 4, tales que en
cada uno de ellos se duplica el periodo.

Comentamos los numeros de Feigenbaum,
encontrados en 1978, y probados por Collet
(1980) y Landford (1982).

Tenemos el teorema de Li-Yorke y el orden
de Sharkovskil que nos dicen gue si hay
Orbitas de periodo tres hay orbitas de
cualquier periodo.

Para r mayor o igual a cuatro tenemos
sensibilidad extrema a las condiciones
iniciales, el conjunto de los puntos periodicos
es denso, tenemos caos.




Ecuacidon Logistica

* Numeros de Feigenbaum (1978)
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Ecuacion Logistica

Secuencia universal de bifurcaciones:: - -
Metropolis, Stein, Stein (1973) -
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Para r=1 el intervalo [0, 1] es un atractor.

Para valores mayores que 2+V5 se obtiene
un conjunto de Cantor.

Devaney define conjunto de Cantor como un
conjunto cerrado, totalmente inconexo (si no
contiene ningun intervalo), y un subconjunto
perfecto de | (si todos sus puntos son de
acumulacion de otros puntos del conjunto).

Podemos estudiar ahora la ecuacion logistica
por conjugacion topolégica mediante la
aplicacion tienda (estirar y doblar) y la
funcion sierra (estirar y cortar) para
comprobar que se dan las condiciones del
caos.

®= Probamos que TK(X)=T(Sk-1(x)), y que
S(x)=Frac(2x).




Método de Newton
BT BEN N meEn

Sistema dinamico
discreto en el campo
complejo






m Se denomina orbita al conjunto de puntos,

0 a la sucesion formada por ellos, z, f(z),
f2(2), ..., f(2), ....

= Un punto fijo verifica: z=f(z).

m Un punto periddico : z=f"(z).

= Un punto fijo es un atractor si [f’(z2)|<1,y es
repulsor o fuente si|f’(z)|>1.

= Un punto periddico es un punto periddico
atractor si|(f")'(z)|<1, y punto periddico
repulsor si|(f")'(z2)]>1.




m En general si (X, f) es un sistema dinamico, f
es diferenciable y p es un punto fijo,

m si|[f’(p)|<1 entonces la cuenca de atraccion
de p contiene a algun entorno del punto,
luego p es un atractor,

m ysi|f’(p)>1 entonces p es un repulsor o
fuente.

m De forma parecida se define un punto
periodico atractor o un punto periodico
repulsor.

m Si[f’(p)|=1 el punto es no hiperbdlico .




m El caso mas sencillo de sistema dinamico es
el caso lineal. Sea el sistema dinamico (X, f)
con X un subconjunto del plano complejo.
Sea f(z)=a-z, donde a es tambien complejo.

= El origen es un punto fijo.

m Si |al<1 entonces la cuenca de atraccion del
origen es todo el plano complejo.

m Si|al>1 la cuenca de atraccion del punto del
Infinito es todo el plano complejo excepto el
origen.

m Si|al=1, y es distinto de uno, entonces existe
un 60(0, 21) tal que a=e'"*.




m Seguimos estudiando el caso f(z)=az, y
si [al=1 el punto es no hiperbalico.

m Si B=110, con g un numero racional
entonces todos los puntos son
periodicos, pero si 841 entonces la

[
I Orbita de todo punto es densa sobre la
=

circunferencia de centro el origen.




m Estudiemos el sistema dinamico formado por un
punto que se mueve sobre una circunferencia. Para
simplificar podemos considerar una circunferencia de
longitud uno, y un punto que se mueva segun la ley
f(x)=10x, donde x es el angulo. Este sistema
dinamico es muy sencillo y determinista. Para
calcular donde va el punto basta multiplicar por 10 y
eliminar el primer digito. Observamos que dos

- condiciones iniciales proximas acaban siguiendo
itinerarios diferentes. Supongamaos el niumero 1, y
otro nimero Tt que coincida con Tten sus primeros
mil millones de decimales, y luego valgan cero. iy 1T
son muy proximos, pero al cabo de nigual a mil
millones de iteraciones sus transformadas se
separan. Ademas todos los nimeros racionales son

] periodicos, que es un conjunto denso. De esta forma
podemos entender como mediante una ley

l determinista podemos tener un sistema caotico.




Estudiamos a continuacion la dinamica de f(z)=z. El
origen es un punto fijo.

Su cuenca de atraccion la forman todos los puntos
gue distan menos de uno del origen.

El punto del infinito es otro punto fijo, y su cuenca de
atraccion la forman todos los puntos que disten mas
de uno del origen.

El punto z=1 es otro punto fijo.

Si consideramos el conjunto J de los puntos de
centro el origen y radio uno, observamos que es la
separatriz de ambas cuencas. Es invariante. Pero si
el punto se mueve sobre J su comportamiento es
altamente inestable pues f(e!®)= e25. Volvemos a
encontrarnos con un caso similar al f(x)=10x que
siendo determinista es caotico.
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m S| estudiamos la dinamica de la funcion
f(z)=z°-1, y queremos calcular sus raices por
el método de Newton:

z—f(2)/If'(z2)=Np(z)=(z?+1)/2z.
m Las raices {1, —1} son puntos fijos.

= Todos los puntos Re(z)>0 estan en la cuenca
de atraccion de 1, y todos los puntos Re(z)<0
estan en la cuenca de —1.

m Larecta Re(z)=0 es la separatriz.

m La aplicacion sobre este eje también es
caotica. Si el polinomio es de grado tres, o de
grado cuatro se pueden colorear las cuencas
de atraccion. Vemos que ahora la separatriz
No es una recta nitida. Es un conjunto con
estructura geométrica complicada. Es una
estructura fractal.




OTROS EJEMPLOS
Mapa de Newton

* Calculo de ceros de una ecuacion
* Ejemplos:
Polinomio de grado 2:

7Z°—1=0 Z=+=+1

Polinomio de grado 4:

Z'—-1=0 Z==1,%i
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Conjuntos de Julia
y de Fatou

Bl BEE D mems



Conjuntos de Juliay de Fatou

Se define el conjunto de Julia de f: J(f) como la
clausura del conjunto de los puntos periodicos
repulsores de f.

Pueden ser de notable belleza y complejidad,
pueden tener estructura fractal. Se caracterizan por
ser |la clausura de los puntos a los que se llega por
Infinitas iteraciones, por lo que podemos usar los
ordenadores para representarlos. Pero por otra parte
con estos conjuntos llegamos a contradicciones. Su
estudio es una parte de la dindmica caotica.

El conjunto de Fatou esta formado por aquellos
puntos donde se puede predecir la dinamica. El
conjunto de Julia esta formado por los puntos de
dinamica cadtica.
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Conjuntos de Juliay de Fatou

= Estudiamos f(z)=z%+C.
m Para cada valor de C tenemos un conjunto
de Julia asociado.

m Unas veces estos conjuntos son conexos.
Otras veces son totalmente inconexos.

m Se llama conjunto de Mandelbrot al
conjunto de valores de C para los que el
conjunto de Julia es conexo.




Conjuntos de Juliay de Fatou

= L ~ ok y F S ~
N o \ Ry Nl =N
P N ® / " -7 ™
" Mo et T Nt
c=0.0 + 0i c=-0.25 + 0i c = -0.5 +0i c = -0.7+0i

valor de C

Figure 14.17 : Starting from the Julia set for ¢ = 0 (the circle)

we de_;creas_e the parameter to ¢ = —1. The Julia set develops a

pinching point for ¢ = —0.75 and is the boundary of a period-2
te n e m O S l I n allractor for the remaining plots.

conjunto de
Julia asociado

Figure 14.18 : The Julia sets that belongs to ¢ = —0.3905407802 —
0.5867879073: is a Siegel disk. With o being the golden mean, use
¢ = 2mwax == 3.883222077 in eqn. (14.4) on page 430 to obtain the
real and imaginary components of ¢. The dynamics near the fixed
point is characterized by invariant curves on which the iteration acts
like a rotation by the angle «.

oy

5

#-}“'1%)’}

Figure 14.19 : Julia sels for ¢ =:

—2 (left), a line seament. and



Conjuntos de Juliay de Fatou

Encadré 2 — ENSEMBLES DE JULIA

z = Z’ +ec Cw0aTs - 3
(Maryvonne Teissier, Véronique Gau-
theron, J.H. Hubbard, A. Fathi,
H.O. Peitgen). .

m Unas veces Tl
estos conjuntos o

SOon conexaos.

IncConexos. < | s

m Otras veces [P 5
son totalmente PR e s
l Sal
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Conjunto de Mandelbrot

Se llama conjunto de Mandelbrot al conjunto de
valores de C para los que el conjunto de Julia es
conexo.

Es un conjunto fractal de dimension topologica 1y
B dimension de Hausdorff 2.
lLa frontera de este conjunto ¢,es conexa? o ¢es

Inconexa? Se ha probado que esta proposicion es
iIndecidible.




Conjunto de Mandelbrot

2 Mandelbrot set




Las Matematicas del Fractal de
Mandelbrot
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Conjunto de Mandelbrot

e

Figure 14.15 : The buds of the Mandelbrot set correspond to Julia
sets that bound basins of attraction of periodic orbits. The numbers
in the figure indicate the periods of these orbits.
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Conjunto

The Mandelbrot Set —

Dichotomy of Julia Sets

de Mandelbrot

C-plane

e

Figure 14,2 - Any point in the c-plane, interpreted ag g parameter ¢
for the iteration of » — e corresponds 1o a Julia set The point
is colored black, if the corresponding Julia set is connected, and

white if the set is disconnected. This is the essence of Mandelhrat's
experiment fram 107n




Conjunto de Mandelbrot

C= ~"12025 - 103532
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DIMENSION DE GRAFICAS
DE FUNCIONES. DIMENSION
DE SERIES TEMPORALES




Un proceso continuoyt)} se llama ur
proceso aleatorio o0 un proceso
browniano en tiempo continuo, Si pa
cualquier paso de tiempoAt, los
iIncrementog\y(t) = y(t+At) — y(t) son:

1) Normales.

) De media cero.

1) De varianza proporcional At.
O lo que es equivalente a Iii (por Ii):
Los Incrementos sucesivos\y(t) vy
Ay(t+At) no estan correlacionados.



Movimiento browniano

40 — 1 T 1 I —

o
16



El axioma l1il) que caracteriza a los procesos
aleatorios puede ser generalizado con la
caracteristica de unproceso fractal
(Mandelbrot 1977, 1982) introduciendo un
parametro adicional, elxponente de Hurst
H(O<H<1)yreemplazando iii) por:

ili") Varianza proporcional a At2",

(El procesaleatoriotiene puedd = 1/2).



IV) En un proceso fractal los sucesivos
incrementos tienen correlacionp,
independiente del paso de tiempo
definido por:

2°M=2+2p (-%< p0<1)

Si p =0, entonces H = 1/2, y es un
proceso aleatorio.




E(Ay”)=cAt?

H=(1/In4){InE[y(t+2At)-y(t)] = InE[y(t+At)—y(1))]4}}

TECNICAS DEL MOMENTO DE
ORDEN DOS (Hasting, 1993)
i



TECNICAS DEL MOMENTO DE ORDEN
DOS LOCAL

= EQy(t+209- y(t+ 20ly(t+ 8- y(©)
JE@y(t+200)- y(t+ )] 2)Efy(t+ 2)- y(t)] )

2?M=2+2p (-%< p0<1)

H=In(2 + 2)/In4




CRECIMIENTO DEL RANGO
Renormalizacion(Barnsley 1986,1988).

El rangoes la diferencia entre el mayor vy el
menor valor de(t)

i
I Y= ( 1H )y(ct)
N

C
R(At) =c At"
Para series temporales cortas, en el movimiento

browniano, en tiempos discretos nos da H = 0.63 en
vez del esperado H = 0.5.




DIMENSION POR
CAJAS

Si N(L>p) denota el numero de intervalos de
o longitud mayor quep entonces N(Lp) = cp® vy
B=D,

Como D=2-H= B=1-H




TECNICAS DE LA
TRANSFORMADA DE FOURIER

La transformada de Fourigepresenta la una
funcion continua mediante los coeficientes de
estas funciones.

Utilizando otras bases de funcionesaVelets,
también es posible "comprimir” la informacion
usando Unicamente los coeficientes.

Si la superficie es fractal, entonces las
amplitudes verificaran una ley potencial que
dependera del exponente fractal de Ia
superficie.



PROGRAMA

Se han elaborado los programas para
calcular exponentes fractales de series
temporales utilizando el exponente de Hurst
por las técnicas derecimiento del rango
delcrecimiento del momento de orden gos
delmomento de orden dos local



El programa comienza a ejecutarse. Nos da
la bienvenida y a continuacidon presenta un
menu:

1.- VER LA DEMOSTRACION

2.- SELECCIONAR UN FICHERO DE
DATOS

3.- INTRODUCIR LOS DATOS POR
TECLADO

4.- SALIR




En las opciones 2 y 3 se entra en un nuevo
menu:

1.- GRAFICA DE DATOS

2.- GRAFICA DE MOMENTOS DE ORDEN
DOS

3.- GRAFICA DE RANGOS

4.- EXPONENTES DE HURST

5.- DATOS Y GRAFICA PARA IMPRESORA
6.- RESUMEN DE DATOS




DIMENSION FRACTAL Y
COEFICIENTE DE HURST
EN LOS PASERIFORMES
DE EUROPA DEL NORTE.




El coeficiente de Hurst medido con el método
del crecimiento del rango nos mide el
crecimiento de Ilas fluctuaciones de Ia
poblacion al aumentar el intervalo de tiempo
At. Esto significa que cuanto mayor es el
exponente de Hurst de una poblacion mas
rapido aumenta el rango de las fluctuaciones.
Si no tenemos en cuenta el valor de la
constante ¢ de la formula (5.1), para un
mismo tamano poblacional, los valores
mayores del coeficiente de Hurst se podrian
asociar a un mayor peligro de extincion
(Sugihara & May 1990).




= En una serie temporal con estructura fractal
seria de esperar que los coeficientes de
Hurst medidos por el méetodo del crecimiento
del momento de orden dos, del crecimiento
i del rango y del momento de orden dos local,
fuesen parecidos.

m Hastings y Sugihara (1993) nos avisan de
gue para series temporales cortas el
coeficiente de Hurst calculado por el método
del crecimiento del rango nos da valores
mayores a los reales.




:
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m El exponente fractal (coeficiente de Hurst) o

lo que es lo mismo, el crecimiento del rango
de las variaciones poblacionales puede ser
debido a caracteristicas intrinsecas de la
especie 0 a caracteristicas puramente
ambientales. Si la tasa de crecimiento del
rango de las variaciones de una poblacion
depende mas de las caracteristicas
ambientales (locales) los coeficientes de
Hurst de distintas poblaciones no estaran
relacionados. En el caso de que estuviesen
relacionados estariamos ante una
caracteristica intrinseca de la especie (por lo
menos en las zonas de estudio).



Las hipotesis a testear son tres:

1) Comprobar si las series temporales de
poblaciones de paseriformes tiene
estructura fractal. Para hacer esta
comprobacion nos basamos en las tres
medidas del exponente fractal por los tres
metodos anteriormente citados y su
comparacion.

2) Comprobar si el coeficiente de Hurst
se mantiene para una misma especie en
distintos lugares.

3) Comprobar si el crecimiento del rango
de las fluctuaciones de una poblacion
puede estar relacionado con el peligro de
extincibon o algun otro parametro
poblacional.




Material y métodos

m Para medir los coeficientes de Hurst de las
distintas especies de paseriformes de este
estudio se han utilizado los datos del Bird
Census News (1992) de tres paises del Norte

.
I de Europa (Finlandia (f), Suecia (sw) y
]

Dinamarca (d)) que forman un gradiente
latitudinal. En Suecia se han utilizado las
series temporales de los dos metodos de
censos utilizados: conteos en estaciones de
escucha (swp) y parcelas censadas por el
metodo "mapping method" (swm).




Material y métodos

m Hemos utilizado el analisis no paramétrico de
Wilcoxon y regresiones lineales entre el
- coeficiente de Hurst obtenido por el método
del crecimiento del momento de orden dos y

nor el método del crecimiento del rango.

_as comparaciones entre los coeficientes de
Hurst obtenidos a partir de los cuatro
conjuntos de datos se han hecho con un
analisis de correlacion de Spearman y el

V4

analisis no parametrico de Wilcoxon.




Resultados

Finland Sweden "mapping method" Sweden "point counts" Denmark
2nd Moment growth |Range increment [2nd Moment growth |Range increment |2nd Moment growth |Range increment [2nd Moment growth |Range increment

Anthus trivialis 0.40 0.83 0.24 0.62 0.22 0.71 0.72 0.90
Motacilla alba alba 0.41 0.71 0.63 0.81 0.39 0.64 0.81 0.93
Prunella modularis 0.28 0.68 0.36 0.75 0.59 0.80 0.50 0.73
Erithacus rubecula 0.11 0.58 0.46 0.71 0.31 0.60 0.34 0.66
Phoenicurus phoenicurus 0.17 0.38 0.22 0.66 0.13 0.53 0.30 0.70
Turdus philomelos 0.33 0.66 0.46 0.75 0.03 0.63 0.22 0.73
Turdus iliacus 0.36 0.74 0.31 0.60 0.43 0.76

Sylia curruca 0.13 0.47 -0.07 0.49 0.14 0.57
Sylvia borin 0.11 0.54 0.11 0.57 0.18 0.54 0.38 0.58
Phylloscopus sibilatrix 0.08 0.47 0.24 0.61 0.42 0.66 0.40 0.71
Phylloscopus callibita 0.49 0.79 0.24 0.59
Phylloscopus trochilus 0.23 0.73 0.30 0.66 0.45 0.68 0.21 0.68
Regulus regulus 0.44 0.72 -0.07 0.42 0.39 0.67 0.41 0.63
Muscicapa striata -0.14 0.39 0.13 0.68 0.05 0.57

Ficedula hypoleuca 0.20 0.59 0.34 0.68 0.56 0.79 0.13 0.51
Parus montanus 0.34 0.63 0.15 0.50 0.19 0.54

Parus major 0.02 0.45 0.15 0.50 0.12 0.54 0.37 0.62
Garrulus glandarius 0.30 0.63 0.36 0.60 -0.01 0.46 0.38 0.72
Fringilla coelebs 0.45 0.75 0.36 0.60 0.29 0.47 0.85 0.90
Carduelis spinus 0.01 0.48 0.21 0.62

Emberiza citrinella 0.13 0.61 0.62 0.71 0.28 0.72 0.28 0.56

Table 1: Hurst coefficients calculated from the passerine popatattime series.




Resultados

m Tres categorias: H<1/2, H=1/2y H >
1/2.

- 1) SiH = 1/2 es el movimiento Browniano,
en el que los incrementos son
iIndependientes en el sentido de |a
teoria de probabilidad, y su correlacion
es cero (Peitgen et al., 1992).




Resultados

2) Para H > 1/2 existe una correlacion positiva

entre dichos incrementos, es decir, si la
grafica y(t) crece para un tiempo t, entonces
tiende a continuar creciendo para t' > t.

Honam = 0,40; Hrange= 0,83.

H2ndM = 0’49; I_I!?ange: 0’79
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Population time series of different passerine speciés Murst
coefficient H > 1/2.




Resultados

m Para H < 1/2 existe una correlacion negativa

entre los Incrementos.
H2ndM =-0,14; I_I!?angez 0,39. H2ndM =0,01; I_I!?ange: 0,48
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Population temporal series of different passerine ggawgith Hurst
coefficient H < 1/2.




Importancia de la
Intensidad y frecuencia
de las perturbaciones en
la estrategia
reproductiva:
heterocarpia vs.
homocarpia.
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m Se ha realizado un modelo Iterativo

mediante el cual se evallan las estrategias
reproductivas de las plantas en ambientes
con distintas frecuencias Yy diferente
intensidad de  sequias (u  otras
perturbaciones). Se comparan dos
estrategias reproductivas extremas:. La
estrategia “homocarpica”, en la que todas
las semillas germinan en la primavera
siguiente, sin dormicion, y la estrategia
“heterocarpica”, en la que germinan la
mitad de las semillas existentes cada ano.



m Se comprueba que este tipo de
heterocarpia es ventajosa en ambientes
con perturbaciones fuertes, como sequias
de gran intensidad, en las que llegan a
morir un porcentaje alto de la poblacion.
Sin embargo, la frecuencia con la que se
producen tales perturbaciones no produce
cambios en la ventaja de una estrategia
sobre otra.




El modelo

m El territorio
m El territorio se ha modelizado mediante una

cuadricula de nxn, doblemente cilindrica para
gue no tenga fronteras. Es decir, las celdas
oroximas a una celda del borde derecho, (1,

J), son ademas de (1, -1), (1, J+1), (2, J-1), (2,
), (2, |+1), las celdas de coordenadas: (n, |-

1), (n, ) vy (n, j+1). Con Iigual criterio se
gestionan los bordes superior e inferior y el
borde derecho. EI modelo se ha
Implementado en un programa en C++.



El modelo

m Variables independientes

= Tiempo en anos, t,

m Numero de semillas esparcidas por planta:
SP,

= NUmero maximo de plantas por celda: mp,

= Numero de semillas iniciales, por celda, s,

m Probabilidad de que ocurra una perturbacion,
OP,

m Intensidad de la perturbacion, PI.




IEI modelo

Variables dependientes

s(i, j, t), numero de semillas que han caido en el afio t en la
celda (i, j),

S,o(t), numero de semillas de la poblacion homocarpica, en
cada celda, en el afno t,

S, (1), numero de semillas de la poblacion heterocarpica, en
cada celda, en el ano t,

PA_(t), numero de plantas adultas homocarpicas, en cada
celda, en el ano t,

PA_c(t), numero de plantas adultas heterocarpicas, en cada
celda, en el afo t,

H(t), numero de huecos libres para plantas adultas, en cada
celda en el ano t,

a(t), probabilidad de que una semilla homocarpica se
convierta en planta, en un hueco libre, en cada celda en el
ano t.



m Cada planta adulta, cada ano, esparce un
numero fijo de semillas, sp, que en los
estudios realizados, se ha supuesto
pequefo, 3, 5 0 8, pues se estan

L considerando ya aquellas semillas que

mueren por una u otra causa.

m La forma de implementar como se esparcen
esas semillas ha sido considerar la propia
celda, de coordenadas |, |, y las ocho celdas
proximas: (-1, j-1), (-1, J), (I-1, J*1), (i, ]-1), (I,
]+1), (I+1, |- 1) (1+1, ), (1+1, j+1), y distribuir

l aleatoriamente las sp semillas entre las

nueve celdas.




| modelo

m La variable s(i, |, t) se obtiene sumando todas las
semillas que hayan caido en la celda (i, ) en el
ano t. Esta variable depende, naturalmente, del
numero de plantas de esa especie que haya en
el ano t: PA (1), PA_ (), tanto en la celda (i, ))

B como en las celdas contiguas. Y depende
tambien del nimero de semillas esparcidas por
cada planta: sp. Luego s(l, |, t) = f(sp, PA,o(l, J,
1), I_DAHE(l, ], t),_P_AHO(l-l, J-l_), _PAHO(l-l, j)! PAHO(I-
1, |+1), PA(, J-1), PA (1, J+1), PA, o(+1, J-1),
DAHo(_i"'l,_ ), PAHo(i"'_l, J+1), F_)A!—IE(i-l’ j'l)_’
ml PAE(-1, ), PAC(-1, j+1), PAL(, J-1), PAC,
l +1), PA c(1+1, J-1), PA (11, J), PA(1+1, |+1)).

-




Sistema dinamico

= El modelo utilizado para la celda (i, j) es:
m Inicio:

= 5,0(0) + S,e(0) = sy,

= PA -(0) =0,

B = PA (0) =0,

m Algoritmo:
m S (t+1) =s(, |, t),
I mS (t+1) =s(, ], t) + ¥2*S (1),
m PA (t+1) = (1-OP*(1-Pl))*(PA,o(t) + a(t) * H(t))

Bl = PA__(t+1) = (1-OP*(1-P)*(PA,c(t) + (1 - a()) *
l H(1), siendo a(t) = S, (1) / (Spo(D) + Spe(®)/2),

H(t) = mp - PA 5(t) - PA,(1).
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Variacion del coeficientes de Hurst con respec@iatensidad de las
perturbaciones, para la especie homocarpica y lvétigrica con una probabilidad
de perturbacion (PO) de 0,5 y obtenidos a parturdeserie temporal con los 80
valores posteriores a los 20 primeros (cuandodpsaes empiezan a
estabilizarse, pero antes de que se produzcaiteiext de una de ellas)
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Variacion del coeficientes de Hurst con respectiatensidad de las
perturbaciones, para la especie homocarpica y lv@tigrica con una probabilidad
de perturbacion (PO) de 0,5 y obtenidos a parturdeserie temporal con los 800
valores posteriores a los 200 primeros (cuanddifesmicas ya son claramente
estables). En los valores de la especie homocatpita 0,80 y 0,90, la especie
esta extinguida, por lo que no se puede calculeoediciente de Hurst
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