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"

lenguaje de la naturaleza
es ma kgci ficas, y sus caracteres
son triangulos, circulos y otras

figuras geométricas”

Galileo, Essays
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Z ‘ gamb,to de paradigma

nuservinteligente que en un instante dac
CoNOCi todas las fuerzas que animan

Naturaleza y las posiciones de los seres que
forman, y gue“fuera lo suficientemente inmenso

como para poder analizar dichos datos, podria
condensar en una unica formula el movimiento de

los objetos mas grandes del universo y de los
atomos mas ligeros: nada seria incierto para dicho
ser; y tanto el futuro como el pasado estarian
presentes antes sus 0j0s”.

Laplace, Philosophical essays on probabillities
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“Ih ~cuando las leyes naturales
parecen ‘Kptener ningun secreto para
nosotros, solo podemos conocer
situacion Inicial aproximadamente... Puec
ocurrir que... un pequeno error en
entrada nos produzca un enorme error en
la salida. La prediccion resulta imposible”.
Poincare, Chance

Adela Salvador
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il ‘Camblo de paradigma

_—

& nubes no son esferas, las

montanaénb son conos, las lineas de

costa no son circunferencias, la corteza no
es lisa, y la luz no viaja en linea recta’.

Mandelbrot,
The fractal geometry of nature
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Si::\dﬁh S=1/2, L=20
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Introduccion
_—

-

%o la~Matematica estudia la realidad, la
- PIENT considerando que Ios
DIOCESOS lineales, bien suponiendo que
asifermas S0n SUAVes y regulares.

Pero elflse del ordenador, que permite la
rapida repeticion de procesos, ha permitido
ampliar el campo y estudiar, por ejemplo, los
sistemas dimamicos no lineales, que
ocasionan fenomenos complejos como el
caos, Y investigar las formas irregulares que
dan lugar a la “geometria fractal”
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Introduccion
_—
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S

%&?mica no lineall supone hoy un cambio

werentlarCiencia, un nuevo paradigma,

PUES’ I[cl ha sido calificada como una
tercerameyolucion.

mSi Jost sistemas dinamicos presentan
sensibilidadl a las condiciones iniciales se dice
gue hay caos.

m Caos y fractales estan muy relacionados,
aungue se pueden encontrar fractales sin
caos, Yy caos sin fractales.
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¢Donde hay fractales?
—_—

tales? ¢Donde hay?

etira, "que; antes: explicaba el mundo que
_ mediante  figuras sencillas, rectas,
CircUnierencigs.  utiliza™ ahora ob]etos Mas

conmplicades:

Los! fractales, mor solor nos ayudan a ampliar el
mundo; de; [argeometria sino que nos surten de
bellos ejemplos de sucesiones, funciones o
probabilidad dentro de la matematica elemental,
aparecen al estudiar iteraciones, el teorema del
punto fijo, sistemas dindmicos e interesantes
problemas topologicos y de teoria de la medida
dentro de la matematica superior.
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etria propia de la
esila'geometria fractal

I i

lidsk costas,, montanas, la orilla de un
deside una nube...

u| Sistem ficados: arboles, el sistema
ﬂﬁ pUl

arté monar...

= Simularimagenes con gran ahorro de
memoria en el ordenador

a Prediccion en bolsa

= Prediccion de la extincion de especies en
Biologia
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Broccoli Romanesco. detail.
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The self-similarity of an ordinary cauliflower is demon-
strated by dissection and two successive enlargements (bottom).
rhe small pieces look similar to the whole caulifiower head.






Dawn over the Himalayas, Gemini IV image, © Dr. Vehrenberg KG.



Wadi Hadramaut, Gemini IV image, © Dr. Vehrenberg KG.




Fractal Moon Craters, © R.F. Voss.




Fractal coast, repeating after 6 magnifications, © R.F. Voss.




6=3, L<2 5=2, =3

Sj\fh 5=1/2. =20
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coni el ordenador han
popularizar estos terminos.

s El términe fractall evoca algo de insdlita

pellezairegular, intrincado en que las partes
mas peduenas son similares al todo, y que se
genera por la repeticion de procesos muy
Ssimples.

m La geometria fractal es una herramienta que
permite describir objetos considerados como
extremadamente complejos y desordenados
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“Zabriski Point”, fractal forgery of a mirage, © K. Musgrave, C. Kolb, B.B. Mandelbrot.



“Carolina”, fractal forgery, © K. Musgrave.






esC;io de los fractales no hubiera sido tan

2fcomo lojes en la actualidad si no
ahitos modelos en la naturaleza a
~se les puede aplicar este tipo de

metria:

-%m_ar objetos’ naturales que se pueden

modeliz ediante un fractal es francamente
facil, comoerpor ejemplo, la medida de costas
con  muchos fiordos, los bordes de
comunidades’™ vegetales en paisajes no
humanizados, los sistemas ramificados como el
sistema nervioso, la ramificacion de los
bronquios en los alveolos pulmonares, la
naturaleza de las fracturas o los sistemas de
fallas, la porosidad de las rocas, la estructura
de las galaxias. Muchas fronteras entre dos
medios, o las estructuras en forma de arbol
son modelos fractales.




a enorme’ cantidad de entradas que
mVvalorar algunas de sus aplicaciones:

SPEnrelmercado de valores o en la extincion de
jles naturales se analizan con tecnicas
fre -Weries temporales cuya dimension

fractal )
fenome

Muchos' fractales son atractores de sistemas
dinamicos.
Otra aplicacion es la generacion de imagenes o la

compresion de imagenes usando técnicas
fractales.

Se encuentra gran cantidad de bibliografia en
"antenas fractales”, que permiten minimizar el
tamano de las antenas, y que incluso nos permite
esperar que proximamente tengamos una en
nuestros moviles.

iona el grado de predictibilidad del




: *';Apl}' aciones de los fractales
o W
. Atrac e sistemas dinamico

Superficies que separan dos medios
Si ramificados
Porosidad

Difusion “aﬁmales, plantas, redes de

drenaje, incendio
Terremotos y volcanes

Estudio de las fallas
Series temporales

Bolsa

Extincion de especies
Codificacion de imagenes
Antenas fractales
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@actales altesemejantes van a estar
de era@@maplicando reiteradamente a un

objeto conjunto.  de aplicaciones
conﬁ;aﬁvas (Una homotecia de razon menor
que; la tinidad es un ejemplo de aplicacion
contractiva).

= El fractal viene a ser el producto final de una
iteracion infinita de un proceso geomeétrico
muy simple.
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10pjetos, fractales

-wi:to de Cantor
= Los dr qes de Heighway.

s L3 cuerdel’ copo de nieve o curva de Koch.
= El triangulo’de Sierpinski.

n El tetraedro de Sierpinski.

m El conjunte de Cantor en el plano.

= El conjunto de Besicovich.

= La esponja de Menger.

Adela Salvador




%Ies‘!oseme\]an’res

r

e .‘]um“o de Cantor

T

%mento unidad [0, 1] se divide en tres

peiEsSiglalesy se elimina la parte central, es
decir, €élFintervalo (1/3, 2/3). Queda F,, la
Uni6nYEE dos intervalos cerrados.

® En los dosf segmentos restantes se repite el
Proceso, borrando la parte central de cada
Intervalo.

m Y asi sucesivamente.
m En el limite se obtiene el objeto que se

denomina "

Adela Salvador




UToseme jantes

o

- ‘nﬁo de Cantor

L
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e ‘]unfo‘de Cantor

S Hemos aplicade alt segmentor dos homotecias de
cer%ps extremos  dell segmento y razon 1/3,

VelVIEnderaplicarta la figura obtenida iterativamente
dichas' homotécias, obteniendose, en el limite el

conjunteraerCantor.

= Se dice gue elfconjunto de Cantor es, pues, el atractor
de dos homotecias de razon 1/3, y centros en el
origen y en el'extremo unidad.

m Se observa dque si partimos inicialmente de,
unicamente, los dos puntos: 1/3 y 2/3 y aplicamos
iteradamente las dos homotecias volvemos obtener,
en el limite, el conjunto de Cantor.
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T

%unto de; Cantoer es no vacio pues los
< espaelfntervalorgue lo generan nunca
se eliminamien| ese; proceso; infinito.

= Estd fofmado POr union infinita de conjuntos
Cerrados) Y esta acotado, luego es un
COmMpacto.

® Su loengitud’ es nula, pues la longitud de su
complementario tiene de longitud uno. Es:
1/3 + 2/32 + 4/33+...= (1/3)/(1-2/3) =1.

m Tiene el cardinal del continuo.
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presion. decimal de los puntos del
con]untepde antor es una sucesion infinita

deO;z

u |luegor el candinal dell conjunto de Cantor es
no NUMeranle, tieme la potencia del continuo
como el cardinal de R.

® [enemos pues un conjunto de longitud nula y
cuyo cardinal es igual al de R.

Adela Salvador
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g w'n@ dé*Cantor en el plano

-

e de Un cladrado de lado uno.
m Se dividéﬁn 16 cuadrados iguales y en el

prlmemas Se teman cuatro cuadrados, uno
en CadaVertice, y de lado 4.

= Con cada Uno de estos cuadrados se repite el
proceso, con lo que en el paso segundo se
tienen 16 cuadrados de lado 1/16 y, asi
sucesivamente.
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g é@pﬁt@ gésCantor en el plano

—

_—

ficando; larrazon de homotecia o el
nﬂmer@‘@ cUadrados seleccionados se
ebLENen otres  conjuntos de Cantor

deneralizados, o0 modificando |a
disposicion se obtiene el conjunto de
Besicovitch:




autoseme jantes
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’aleMGn’res
Mub de Sierspinky

_—
%te derun triangulo equilatero en el que
S diNes PUntes medios de los lados.

u Se for %n‘ﬁlatro triangulos.

m Selelimimarel tiiangulo central.

= En cada RO de los tres nuevos triangulos se
repite el proceso.

m Y asi sucesivamente.

= A la figura formada por la iteracion infinita se
la denomina triangulo de Sierpinski.
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actales autosemejantes

- ‘féngulade Sierspinky
“—
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’aleMGn’res
Mub de Sierspinky

_—
%te derun triangulo equilatero en el que
S diNes PUntes medios de los lados.

u Se for %n‘ﬁlatro triangulos.

m Selelimimarel tiiangulo central.

= En cada RO de los tres nuevos triangulos se
repite el proceso.

m Y asi sucesivamente.

= A la figura formada por la iteracion infinita se
la denomina triangulo de Sierpinski.

Adela Salvador




’aleMGn’res
Mub de Sierspinky

i%oceso due Nemos segwdo ha sido
aplicaitiesr iomotecias de razon 1/2 y

Cantros 105 tres, vértices del triangulo al

trangionnicial y. de forma iterativa a la
figura obtenida, de donde el triangulo
de Sierpinski es el punto fijo o atractor
del conjunto de aplicaciones
contractivas formado por las tres
homotecias.

Adela Salvador
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r

r

~ Twidngulo de Sierspinky

spEnplancenstiuceion dell trangulo de Sierpinski partimos
depiinpebjeio; plano, de dimension 2, un triangulo de
area A. "

= Srea: A aplicar la primera iteracion en area
es (3/4)Aen laisegunda (3/4)24, luego en el limite el
area de la figlra“es cero ¢Es entonces el triangulo de
Sierpinski un'objeto de dimension dos?

= También observamos que su
longitud tiende a oo.

m Esto nos hace suponer que la dimension del triangulo
de Sierpinski no es ni uno ni dos, sino un humero d tal
que 1< D < 2. Adela Salvador
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gl W@I COPO de nieve d!@ch

-%lgstruccmn comienza con un triangulo
ere, Cada’ lade de este triangulo lo
dividimoes en tres partes. En la parte central,
v. deado; esta longitud, se dibuja otro

trianguler eglilateror borrando el lado que se
superpone con el triangulo anterior. Se
vuelve a repetir este proceso con cada uno
de los segmentos de la nueva figura y asi
sucesivamente. La curva que se obtiene
cuando repetimos este Proceso
indefinidamente se denomina curva ael copo
de nieve o curva de Kochy es un fractal.




Se observa que si el
ey inicial“tiene un perimetro de
Iongltudﬁﬁl primer poligono obtenido tiene

Un pe ongitud 3(4/3), el perimetro
del se%]ndo se obtiene multiplicando otra vez
por 4/3, por lo gue la longitud del perimetro
en lal etapal £, es 3(4/3)% cantidad que tiene
a Infinito cuando 4 tiene a infinito.

= El area es finita pues esta
contenida en el circulo circunscrito al
triangulo de partida.

Adela Salvador
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"/\bf/b'n de fractal

-
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. .predsiobre’ra nocion de fractal
il -

El nhombre de “fractal” se debe a B.
e N0S setenta.

Admite w‘{c?ones distintas:

Dimension fraccionaria
Punto fijo de un conjunto de aplicaciones

contractivas
Su es distinta que su

Adela Salvador
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g Se ueﬂn segmento tiene dimension 1,

EE {r0z0, de' plano), por ejemplo un cuadrado,

on 2, unicibo, dimension 3.

mSi se !\\yﬁe el intervalo unidad en n
subintenales, la lengitud de cada uno de

ellos estl/n, Juego el factor de reduccion es r
="}

Si se divide el cuadrado unidad, por ejemplo
en 16 cuadrados, 7 = 16 = 42, y el factor de
reduccion es r = 4.

m Si se divide un cubo en 8 cubos, por ejemplo,
n = 8 = 23, y el factor de reduccion es r = 2.

Adela Salvador




observa gue Ias dimensiones
coIncIdén  con' los exponentes: 1, 2 vy 3,

respgg ente

m Entgeneral, sii llamamos DO a la
dimension, se tiene:

m/P=n

m Resolviendo esta ecuacion, aplicando
logaritmos (en cualguier base):

Adela Salvador




’ r\!ogr‘e Ia hocion de fractal
fD

spn \de semejanza

In n
D=——
INnr

n=4r=2D=2

n=8rz=20-=3
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N ENRtERRION0 T tiener dimension uno, y lo mismo
cor&ﬁwna de Ias etapasi de la construccion: F£,.

u Sinrembaraeasongitud final, con el paso al limite, es
CEr0} &Ser%nt fces su dimension igual a 0?

m Parece queria dimension topologica no es adecuada
para caracterizar ar este conjunto. Su dimension
deberia ser un valor entre O'y 1.

m Al pasar de £, a £, se reemplaza cada segmento por
dos segmentos cuya longitud se reduce por el factor
3. Podemos caracterizar el Conjunto de Cantor por
esos dos numeros: 7 = numero de copias en que se
convierte una copia = 2¢¥ss=factor de reduccion = 3.




de Cantor

n=~2

D =In2/In3 < 1

Adela Salvador
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Ug) é@pﬁt@ gésCantor en el plano

r

—

u Esterconjintores noei vacio, compacto, no numerable
Y. dE €110, PEIO SU perimetro vale siempre 4.

= Es el atra%r @e un conjunto de cuatro homotecias

de razon

m Se caracterizarpor 7= 4y r = 4. Al tener longitud
parece que su dimension, a pesar de partir de
figuras de dimension 2, deberia ser 1.

Adela Salvador




h=4
D=1n4/In4 =1
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CW@I COPO de nieve @acC

=4 vy r = 3, pues de cada
o’ se obtienen 4 v el factor de reduccion es 3.
u SEguRrlaNeonstfuccion, cada F, es de dimension 1,

PEro all ser IH.ongitud infinita puede esperarse que
SU difEnGIon sea mayor que 1.

; Y

m Incluse se puede comprobar que la longitud es
Infinita entre dos cualesquiera de sus puntos.

m ES un ejemplo de curva continua que no tiene
tangente (derivada) en ninguno de sus puntos.

Adela Salvador
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r

v,

~ Tmidngulo de Sierspinky

T

Pliksill construceion el triangulo de Sierpinski
esi ufcoenjunto  compacto de perimetro

infinit% éﬁa nula.

5 Quedarcaracterizade: por 7 = 3, pues cada
triangulorse trasforma en 3 triangulos, y r= 2
que es el factor de reduccion /ineal, es decir,
la longitud de cada lado se reduce a la mitad.

Adela Salvador




n=3
D =1n3/In2 > 1
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Te fr@a‘de'ﬁ'erpmski

W
@te de Un tetraedro regular el el que se
manrcanNes plintos medios de las aristas y al

unirIOSﬁe fiman 4 tetraedros de lado mitad.

Se elimina la figura central. En cada uno de
|os, cliatror tetraedros restantes se vuelve a
repetir el proceso sucesivamente.

B Se caracterizaipor n=4y r= 2.
L

Adela Salvador
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Te fr@a,de‘:sierpmski

L

" > ol

m El tetraedro de Sierpinski es el punto fijo del
conjunto de cuatro homotecias de razon 1/2
y centros en los cuatro vertices de un
tetraedro.

m Es un ejemplo de objeto fractal de dimension
2, no fraccionaria.




r\!ogr‘e Ia hocion de fractal
g =

Pam fifo de un conjunto de
ap//:«c‘aabnes contractivas

Ofi(K):

1=1

J. E. Hunchinson (1981)
M. F. Barnsley (1985)
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d&éupis dejlasiaplicaciones contractivas
enrios ﬁ‘aetales autosemejantes

-
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|0s' compactos de; S. {K(S), D} es un espacio

mer ompleto.
2 Fractalesratitosemejantes
u M. F Barrs/eyen 1985

m Sistema de funciones iteradas

= Teorema del punto fijo de un conjunto
de aplicaciones contractivas

Adela Salvador
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En “ﬁéﬁg_ulo de Sierspinsky’ partimos de un
tHEngulo pla'ﬂb%le aplicamos' las 3 homotecias

-
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__ n‘a dejuinitriangulo plano vy le

% HEMIotecias

En ambos casos, al ser el triangulo de
Sierspinsky el punto fijo del conjunto d
aplicaciones contractivas formado por
homotecias, se llega al mismo resultac

Adela Salvador
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Y lo mismo se

obtiene silse parte
de cualguierota
figura

Figure 1.13 : Starting with a rectangle the iteration leads to the
Sierpinski gasket. Shown are the first five steps and the result after
some more iterations (lower right).

NGTM NC%M mﬁﬁﬂ"’%ﬁh
NCTMNCTM mmncmncmwcm ok

Figure 1.14 : We can start with an arbltrary image — this iterator
will always lead to the Sierpinski gasket.




Barnsley's fern




[ Blueprint of Barnsley’s
& Fern
Initial Image
‘ Figure 5.22 : Blueprint of Barnsley's fern.
e Translations [_Rotutions Scalings Barnsley Fern
e f f Y r 5 Transformations

100" 16 [25 25]08 0.85

00 16 | 49 49 | 03 034
0.0 0.44 120 -50 03 037
0.0 0.0 0 0 00 0.16

Transformations for the Barnsley fern.

btiene como
discoveries which have given current research significant momen-
.- tum. One is the first strange attractor discovered by E. Lorenz at
p l I n to fIJ O d e a S MIT in 1962, and the second is what we would like to call Barns-

PPN o

g " Koch Curve
a p I i Ca C i O n e S P P ,,AA.?A{{ Fn Py e Transformed into the
4 %

Fern
i de
contractivas feo e Y

2524 : By changing the parameters for the Koch curve
wously along a path to those of the fern, a transformation from
‘actal to the other is obtained.

la figura
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@bjeto cuya dimension de
Hausdorff (semejanza) es

distinta de su dimension
topologica

E. Borel y H. Lebesgue
H. Weyl
Hausdorff (1919) y Besicovitch (1920)
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Srrrzlf eyl Selqgue. el espaC/o tiene dimension. tres porgue /as
&, P50 S0/ de. dimension. dos.

icerquie ind(S)=<ksi y solo si existe una base de
abjertos de S gl frontera tiene su dimension menos o igual a A-1.

= Dimensio ductiva grande: Se denota Ind(S)

s Sedice gueliSisepara A y Bisi y solo si existen abiertos U
contenides en''S; cllya interseccion es vacia, UDA, VOB y L= SK(UDV)

m Definicion: Se dice gue Ind(S)=k si y solo si cualquier par de conjuntos
%e(rjr(?_c)lo?( d1|51untos de S pueden ser separados por un conjunto L con
N =

= Dimension de recubrimiento: Se denota Cov(S)

= El orden de una familia 4 de abiertos es menor o igual a 71.si y solo si
cualquier /7+2 de esos conjuntos tiene una interseccion vacia

m Definicion: S tiene dimension de recubrimiento menor o igual a n
si y solo si todo recubrimiento abierto finito de S tiene un refinamiento
abierto de orden menor o igual a n

Adela Salvador




%’fige Jaumedida y de la
\mEELT.

ida exté]‘ior de Lebesgue y
Interior de Lebesgue

n de Hausdorff

® Familigpdermedidas para cada conjunto:
Hs(F)
m Dado uniconjunto de Bore/F, y dados
0<s<{, se tiene que:
= Si Hs(F)<o entonces Ht(F)=0
= Si Ht(F)>0 entonces Hs(F)=oo

Adela Salvador
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il ‘ aos y fractales

%mas dindmicos continuos:
racm‘e Lorentz

Slisreaas amicos discretos

Ec n Logistica
Méetodo de Newton

Conjuntos de Julia y de Fatou
Conjunto de Mandelbrot

Adela Salvador
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f(2)=2"-1L,N(2)=2z F(2)
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%‘o iunto de Mandelbrot
& et

s
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DIMENSION DE GRAFICAS
DE FUNEIONES. DIMENSION
DE SERIES TEMPORALES
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Hurst yﬁgias re

|, Semillas, plantulas y plantas de dos especies distintas {esp 2 germinan la mitad) . Sec Hel variable, Algoritmo p

Archivo  Operaciones  Salie

...................................... Hiztarial Afio Pazado Plantas

Afin Siquiente Siembra - 100a&fior i [Semilas dispers: 4171 483 A B0 47 A
L s s e e e e g ; 1SEI_I_""aS 411 E[”:I DEEI E L ]E;B 85
Plantulaz; 54 1EE 7893
Flanta Semillas Iricia tuestra Vanables| |Plantaz 89 97 , EBia B M 1827

hd 4 ¥ 137 1E1

A5 100 8337

Plartas b

N401710 401312 3018 A
$00B21 400720 100212 3106
00822 302520 410601 3014
201921 010211 401611 2118
200520 412411 201711 2005

Semillas, Plantulas v Plantas

Semillas; 411 e
GO0

|Plantulas: 54 165
Plantasz; 83 97

ROBT0 B121410 400612 1018 =
200411 3011422 401720 3011 Estaciones del o
$11511 2111320 210412 1135 47% g]ﬂgg“ o
302832 531410 921201 1020k Q 23 57 _
¢ ¥ < 411 600 54 16 83 97 v

Adela Salvador



HUPS"'-%PGT 2

";I,,.-"

po=0,2; Pi=0,2

350

300

250
200 -
150

100

— Plantas 1
—— Plantas 2

50

0 _
1 68 135202 269 336 403 470 537 604 671 738 805 872 939

ANOS
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dctales en larweb. Actividades de aula

= Conﬁﬂo de; Cantor

= SolUCIon

m Poligoenalide Koch
m Solucion
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= Concepto de dimension
m Dimension fractal

m Dimension de la curva de Koch

= Dimension topologica y fractal. Curva
de Peano
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Fhiactales enila web: Aplicaciones
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‘ Aren la Ciencia de los materiales
u El'espac [eEmpo fractal

n Mt]sica‘@ctal ellsonido del caos
m Porosidad deé Ias rocas

m Otras direcciones en la web

Adela Salvador




	4.Geometría de lo irregular Fractales.ppt.pdf

