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“El lenguaje de la naturaleza 
es matemáticas, y sus caracteres 
son triángulos, círculos y otras 
figuras geométricas”

Galileo, Essays

Cambio de paradigma
Introducción
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Cambio de paradigma

“Un ser inteligente que en un instante dado 
conociera todas las fuerzas que animan la 
Naturaleza y las posiciones de los seres que la 
forman, y que fuera lo suficientemente inmenso 
como para poder analizar dichos datos, podría 
condensar en una única fórmula el movimiento de 
los objetos más grandes del universo y de los 
átomos más ligeros: nada sería incierto para dicho 
ser; y tanto el futuro como el pasado estarían 
presentes antes sus ojos”.

Laplace, Philosophical essays on probabilities

Introducción
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Cambio de paradigma

“Incluso cuando las leyes naturales 
parecen no tener ningún secreto para 
nosotros, sólo podemos conocer la 
situación inicial aproximadamente... Puede 
ocurrir que... un pequeño error en la 
entrada nos produzca un enorme error en 
la salida. La predicción resulta imposible”.

Poincaré, Chance

Introducción



Adela Salvador

Cambio de paradigma

“Las nubes no son esferas, las 
montañas no son conos, las líneas de 
costa no son circunferencias, la corteza no 
es lisa, y la luz no viaja en línea recta”.

Mandelbrot, 
The fractal geometry of nature

Introducción
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Líneas de costa

Introducción
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Introducción

�� Cuando la MatemCuando la Matemáática estudia la realidad, la tica estudia la realidad, la 
simplifica, bien considerando que los simplifica, bien considerando que los 
procesos son lineales, bien suponiendo que procesos son lineales, bien suponiendo que 
las formas son suaves y regulares. las formas son suaves y regulares. 

�� Pero el uso del ordenador, que permite la Pero el uso del ordenador, que permite la 
rráápida repeticipida repeticióón de procesos, ha permitido n de procesos, ha permitido 
ampliar el campo y estudiar, por ejemplo, los ampliar el campo y estudiar, por ejemplo, los 
sistemas dinsistemas dináámicos no lineales, que micos no lineales, que 
ocasionan fenocasionan fenóómenos complejos como el menos complejos como el 
caos, y investigar las formas irregulares que caos, y investigar las formas irregulares que 
dan lugar a la dan lugar a la ““geometrgeometríía fractala fractal””. . 
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Introducción

�� La dinLa dináámica no lineal supone hoy un cambio mica no lineal supone hoy un cambio 
de rumbo en la Ciencia, un nuevo paradigma, de rumbo en la Ciencia, un nuevo paradigma, 
pues incluso ha sido calificada como una pues incluso ha sido calificada como una 
tercera revolucitercera revolucióón. n. 

�� Si los sistemas dinSi los sistemas dináámicos presentan micos presentan 
sensibilidad a las condiciones iniciales se dice sensibilidad a las condiciones iniciales se dice 
que hay caos. que hay caos. 

�� Caos y fractales estCaos y fractales estáán muy relacionados, n muy relacionados, 
aunque se pueden encontrar fractales sin aunque se pueden encontrar fractales sin 
caos, y caos sin fractales. caos, y caos sin fractales. 



¿¿DDóónde hay fractales?nde hay fractales?
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�� ¿¿QuQuéé son los fractales? son los fractales? ¿¿DDóónde hay? nde hay? 
�� La geometrLa geometríía, que antes explicaba el mundo que a, que antes explicaba el mundo que 
nos rodea mediante figuras sencillas, rectas, nos rodea mediante figuras sencillas, rectas, 
circunferencias... utiliza ahora objetos mcircunferencias... utiliza ahora objetos máás s 
complicados. complicados. 

�� Los fractales no sLos fractales no sóólo nos ayudan a ampliar el lo nos ayudan a ampliar el 
mundo de la geometrmundo de la geometríía sino que nos surten de a sino que nos surten de 
bellos ejemplos de sucesiones, funciones o bellos ejemplos de sucesiones, funciones o 
probabilidad dentro de la matemprobabilidad dentro de la matemáática elemental, y tica elemental, y 
aparecen al estudiar iteraciones, el teorema del aparecen al estudiar iteraciones, el teorema del 
punto fijo, sistemas dinpunto fijo, sistemas dináámicos e interesantes micos e interesantes 
problemas topolproblemas topolóógicos y de teorgicos y de teoríía de la medida a de la medida 
dentro de la matemdentro de la matemáática superior.tica superior.

¿¿DDóónde hay fractales?nde hay fractales?
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La geometría propia de la La geometría propia de la 
naturaleza es la geometría naturaleza es la geometría fractalfractal

�� Fronteras: costas, montañas, la orilla de un Fronteras: costas, montañas, la orilla de un 
río, los bordes de una nube...río, los bordes de una nube...

�� Sistemas ramificados: árboles, el sistema Sistemas ramificados: árboles, el sistema 
arterial o pulmonar...arterial o pulmonar...

�� Simular imágenes con gran ahorro de Simular imágenes con gran ahorro de 
memoria en el ordenadormemoria en el ordenador

�� Predicción en Predicción en bolsabolsa

�� Predicción de la extinción de especies en Predicción de la extinción de especies en 
BiologíaBiología
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zz55 = 1= 1
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Fractales confeccionados con el ordenador



Adela Salvador

Fractales confeccionados con el ordenador
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Una exposiciónUna exposición

�� No hay duda que las espectaculares grNo hay duda que las espectaculares grááficas ficas 
confeccionadas con el ordenador han confeccionadas con el ordenador han 
contribuido a popularizar estos tcontribuido a popularizar estos téérminos. rminos. 

�� El tEl téérmino fractal evoca algo de insrmino fractal evoca algo de insóólita lita 
belleza, irregular, intrincado en que las partes belleza, irregular, intrincado en que las partes 
mmáás peques pequeññas son similares al todo, y que se as son similares al todo, y que se 
genera por la repeticigenera por la repeticióón de procesos muy n de procesos muy 
simples. simples. 

�� La geometrLa geometríía fractal es una herramienta que a fractal es una herramienta que 
permite describir objetos considerados como permite describir objetos considerados como 
extremadamente complejos y desordenadosextremadamente complejos y desordenados
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�� El estudio de los fractales no hubiera sido tan El estudio de los fractales no hubiera sido tan 
importante como lo es en la actualidad si no importante como lo es en la actualidad si no 
existieran tantos modelos en la naturaleza a existieran tantos modelos en la naturaleza a 
los que se les puede aplicar este tipo de los que se les puede aplicar este tipo de 
geometrgeometríía. a. 

�� Encontrar objetos naturales que se pueden Encontrar objetos naturales que se pueden 
modelizarmodelizar mediante un fractal es francamente mediante un fractal es francamente 
ffáácil, como por ejemplo, la medida de costas cil, como por ejemplo, la medida de costas 
con muchos fiordos, los bordes de con muchos fiordos, los bordes de 
comunidades vegetales en paisajes no comunidades vegetales en paisajes no 
humanizados, los sistemas ramificados como el humanizados, los sistemas ramificados como el 
sistema nervioso, la ramificacisistema nervioso, la ramificacióón de los n de los 
bronquios en los alvbronquios en los alvééolos pulmonares, la olos pulmonares, la 
naturaleza de las fracturas o los sistemas de naturaleza de las fracturas o los sistemas de 
fallas, la porosidad de las rocas, la estructura fallas, la porosidad de las rocas, la estructura 
de las galaxias. Muchas fronteras entre dos de las galaxias. Muchas fronteras entre dos 
medios, o las estructuras en forma de medios, o las estructuras en forma de áárbol rbol 
son modelos fractales. son modelos fractales. 



�� Si se busca en Si se busca en internetinternet el tel téérmino fractal se rmino fractal se 
obtienen una enorme cantidad de entradas que obtienen una enorme cantidad de entradas que 
nos permiten valorar algunas de sus aplicaciones:nos permiten valorar algunas de sus aplicaciones:

�� En el mercado de valores o en la extinciEn el mercado de valores o en la extincióón de n de 
especies naturales se analizan con tespecies naturales se analizan con téécnicas cnicas 
fractales las series temporales cuya dimensifractales las series temporales cuya dimensióón n 
fractal proporciona el grado de fractal proporciona el grado de predictibilidadpredictibilidad del del 
fenfenóómeno. meno. 

�� Muchos fractales son Muchos fractales son atractoresatractores de sistemas de sistemas 
dindináámicos. micos. 

�� Otra aplicaciOtra aplicacióón es la generacin es la generacióón de imn de imáágenes o la genes o la 
compresicompresióón de imn de imáágenes usando tgenes usando téécnicas cnicas 
fractales. fractales. 

�� Se encuentra gran cantidad de bibliografSe encuentra gran cantidad de bibliografíía en a en 
"antenas fractales", que permiten minimizar el "antenas fractales", que permiten minimizar el 
tamatamañño de las antenas, y que incluso nos permite o de las antenas, y que incluso nos permite 
esperar que presperar que próóximamente tengamos una en ximamente tengamos una en 
nuestros mnuestros móóviles. viles. 



Aplicaciones de los fractales

� Atractores de sistemas dinámico
� Superficies que separan dos medios
� Sistemas ramificados
� Porosidad
� Difusión de animales, plantas, redes de 

drenaje, incendio
� Terremotos y volcanes

� Estudio de las fallas
� Series temporales

� Bolsa
� Extinción de especies

� Codificación de imágenes
� Antenas fractales



Fractales Fractales 
autosemejantesautosemejantes



Adela Salvador

Fractales Fractales 
autosemejantesautosemejantes

�� Los fractales Los fractales autosemejantesautosemejantes van a estar van a estar 
generados aplicando reiteradamente a un generados aplicando reiteradamente a un 
objeto un conjunto de aplicaciones objeto un conjunto de aplicaciones 
contractivas (una homotecia de razcontractivas (una homotecia de razóón menor n menor 
que la unidad es un ejemplo de aplicacique la unidad es un ejemplo de aplicacióón n 
contractiva). contractiva). 

�� El fractal viene a ser el producto final de una El fractal viene a ser el producto final de una 
iteraciiteracióón infinita de un proceso geomn infinita de un proceso geoméétrico trico 
muy simple. muy simple. 
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Algunos objetos Algunos objetos fractalesfractales

�� El El conjunto de conjunto de CantorCantor

�� Los Los dragones de dragones de HeighwayHeighway..

�� La curva del copo de nieve o La curva del copo de nieve o curva de curva de KochKoch..

�� El El triángulo de triángulo de SierpinskiSierpinski..

�� El El tetraedro de tetraedro de SierpinskiSierpinski..

�� El conjunto de El conjunto de CantorCantor en el plano.en el plano.

�� El El conjunto de conjunto de BesicovichBesicovich..

�� La La esponja de esponja de MengerMenger..
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Conjunto de Cantor

�� El segmento unidad [0, 1] se divide en tres El segmento unidad [0, 1] se divide en tres 
partes iguales y se elimina la parte central, es partes iguales y se elimina la parte central, es 
decir, el intervalo (1/3, 2/3). Queda Fdecir, el intervalo (1/3, 2/3). Queda F11, la , la 
uniunióón de dos intervalos cerrados. n de dos intervalos cerrados. 

�� En los dos segmentos restantes se repite el En los dos segmentos restantes se repite el 
proceso, borrando la parte central de cada proceso, borrando la parte central de cada 
intervalo. intervalo. 

�� Y asY asíí sucesivamente. sucesivamente. 

�� En el lEn el líímite se obtiene el objeto que se mite se obtiene el objeto que se 
denomina denomina ""Conjunto de CantorConjunto de Cantor"". . 

Fractales autosemejantes
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Fractales autosemejantes

Conjunto de Cantor



Conjunto de Cantor

�� Hemos aplicado al segmento dos homotecias de Hemos aplicado al segmento dos homotecias de 
centros los extremos del segmento y razcentros los extremos del segmento y razóón 1/3, n 1/3, 
volviendo aplicar a la figura obtenida volviendo aplicar a la figura obtenida iterativamenteiterativamente
dichas homotecias, obtenidichas homotecias, obteniééndose, en el lndose, en el líímite el mite el 
conjunto de Cantor. conjunto de Cantor. 

�� Se dice que el conjunto de Cantor es, pues, el Se dice que el conjunto de Cantor es, pues, el atractoratractor
de dos homotecias de razde dos homotecias de razóón 1/3, y centros en el n 1/3, y centros en el 
origen y en el extremo unidad. origen y en el extremo unidad. 

�� Se observa que sSe observa que si partimos inicialmente de, i partimos inicialmente de, 
úúnicamente, los dos puntos: 1/3 y 2/3 y aplicamos nicamente, los dos puntos: 1/3 y 2/3 y aplicamos 
iteradamente las dos homotecias volvemos obtener, iteradamente las dos homotecias volvemos obtener, 
en el len el líímite, el conjunto de Cantor. mite, el conjunto de Cantor. 

Fractales autosemejantes
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�� El conjunto de Cantor es no vacEl conjunto de Cantor es no vacíío pues los o pues los 
extremos del intervalo que lo generan nunca extremos del intervalo que lo generan nunca 
se eliminan en ese proceso infinito. se eliminan en ese proceso infinito. 

�� EstEstáá formado por uniformado por unióón infinita de conjuntos n infinita de conjuntos 
cerrados, y estcerrados, y estáá acotado, luego es un acotado, luego es un 
compacto. compacto. 

�� Su longitud es nula, pues la longitud de su Su longitud es nula, pues la longitud de su 
complementario tiene de longitud uno. Es: complementario tiene de longitud uno. Es: 
1/3 + 2/31/3 + 2/322 + 4/3+ 4/333+...= (1/3)/(1+...= (1/3)/(1--2/3) =1.2/3) =1.

�� Tiene el cardinal del continuo.Tiene el cardinal del continuo.
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�� La expresiLa expresióón decimal de los puntos del n decimal de los puntos del 
conjunto de Cantor es una sucesiconjunto de Cantor es una sucesióón infinita n infinita 
de 0 y 2. de 0 y 2. 

�� Luego el cardinal del conjunto de Cantor es Luego el cardinal del conjunto de Cantor es 
no numerable, tiene la potencia del continuo no numerable, tiene la potencia del continuo 
como el cardinal de R. como el cardinal de R. 

�� Tenemos pues un conjunto de longitud nula y Tenemos pues un conjunto de longitud nula y 
cuyo cardinal es igual al de R.cuyo cardinal es igual al de R.



Un conjunto de Cantor en el planoUn conjunto de Cantor en el plano

�� Se parte de un cuadrado de lado uno.Se parte de un cuadrado de lado uno.

�� Se divide en 16 cuadrados iguales y en el Se divide en 16 cuadrados iguales y en el 
primer paso se toman cuatro cuadrados, uno primer paso se toman cuatro cuadrados, uno 
en cada ven cada véértice, y de lado rtice, y de lado ¼¼. . 

�� Con cada uno de estos cuadrados se repite el Con cada uno de estos cuadrados se repite el 
proceso, con lo que en el paso segundo se proceso, con lo que en el paso segundo se 
tienen 16 cuadrados de lado 1/16 y, astienen 16 cuadrados de lado 1/16 y, asíí
sucesivamente. sucesivamente. 



Un conjunto de Cantor en el planoUn conjunto de Cantor en el plano

�� Modificando la razModificando la razóón de homotecia o el n de homotecia o el 
nnúúmero de cuadrados seleccionados se mero de cuadrados seleccionados se 
obtienen otros conjuntos de Cantor obtienen otros conjuntos de Cantor 
generalizados, o modificando la generalizados, o modificando la 
disposicidisposicióón se obtiene el conjunto de n se obtiene el conjunto de 
BesicovitchBesicovitch::
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Fractales autosemejantes

Conjunto de Besicovitch
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Triángulo de Sierspinky

�� Se parte de un triSe parte de un triáángulo equilngulo equiláátero en el que tero en el que 
se trazan los puntos medios de los lados. se trazan los puntos medios de los lados. 

�� Se forman cuatro triSe forman cuatro triáángulos. ngulos. 

�� Se elimina el triSe elimina el triáángulo central. ngulo central. 

�� En cada uno de los tres nuevos triEn cada uno de los tres nuevos triáángulos se ngulos se 
repite el proceso. repite el proceso. 

�� Y asY asíí sucesivamente. sucesivamente. 

�� A la figura formada por la iteraciA la figura formada por la iteracióón infinita se n infinita se 
la denomina trila denomina triáángulo de ngulo de SierpinskiSierpinski..

Fractales autosemejantes
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Triángulo de Sierspinky

Fractales autosemejantes
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Triángulo de Sierspinky

�� Se parte de un triSe parte de un triáángulo equilngulo equiláátero en el que tero en el que 
se trazan los puntos medios de los lados. se trazan los puntos medios de los lados. 

�� Se forman cuatro triSe forman cuatro triáángulos. ngulos. 

�� Se elimina el triSe elimina el triáángulo central. ngulo central. 

�� En cada uno de los tres nuevos triEn cada uno de los tres nuevos triáángulos se ngulos se 
repite el proceso. repite el proceso. 

�� Y asY asíí sucesivamente. sucesivamente. 

�� A la figura formada por la iteraciA la figura formada por la iteracióón infinita se n infinita se 
la denomina trila denomina triáángulo de ngulo de SierpinskiSierpinski..

Fractales autosemejantes
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Triángulo de Sierspinky

�� El proceso que hemos seguido ha sido El proceso que hemos seguido ha sido 
aplicar tres homotecias de razaplicar tres homotecias de razóón 1/2 y n 1/2 y 
centros los tres vcentros los tres véértices del trirtices del triáángulo al ngulo al 
tritriáángulo inicial y de forma iterativa a la ngulo inicial y de forma iterativa a la 
figura obtenida, de donde el trifigura obtenida, de donde el triáángulo ngulo 
de de SierpinskiSierpinski es el punto fijo o es el punto fijo o atractoratractor
del conjunto de aplicaciones del conjunto de aplicaciones 
contractivas formado por las tres contractivas formado por las tres 
homotecias.homotecias.

Fractales autosemejantes
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Triángulo de Sierspinky
�� En la construcciEn la construccióón del trin del triáángulo de ngulo de SierpinskiSierpinski partimos partimos 
de un objeto plano, de dimenside un objeto plano, de dimensióón 2, un trin 2, un triáángulo de ngulo de 
áárea rea AA. . 

�� CCáálculo del lculo del áárea: rea: Al aplicar la primera iteraciAl aplicar la primera iteracióón en n en áárea rea 
es (3/4)es (3/4)AA, en la segunda (3/4), en la segunda (3/4)22AA, luego en el l, luego en el líímite el mite el 
áárea de la figura es cero rea de la figura es cero ¿¿Es entonces el triEs entonces el triáángulo de ngulo de 
SierpinskiSierpinski un objeto de dimensiun objeto de dimensióón dos?n dos?

�� CCáálculo de su longitud: lculo de su longitud: TambiTambiéén observamos que su n observamos que su 
longitud tiende a longitud tiende a ∞∞. . 

�� Esto nos hace suponer que la dimensiEsto nos hace suponer que la dimensióón del trin del triáángulo ngulo 
de de SierpinskiSierpinski no es ni uno ni dos, sino un nno es ni uno ni dos, sino un núúmero mero dd tal tal 
que 1<que 1< D D < 2. < 2. 

Fractales autosemejantes
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La curva del copo de nieve de La curva del copo de nieve de KochKoch..



La curva del copo de nieve de La curva del copo de nieve de KochKoch..

�� La construcciLa construccióón comienza con un trin comienza con un triáángulo ngulo 
equilequiláátero. Cada lado de este tritero. Cada lado de este triáángulo lo ngulo lo 
dividimos en tres partes. En la parte central, dividimos en tres partes. En la parte central, 
y de lado esta longitud, se dibuja otro y de lado esta longitud, se dibuja otro 
tritriáángulo equilngulo equiláátero borrando el lado que se tero borrando el lado que se 
superpone con el trisuperpone con el triáángulo anterior. Se ngulo anterior. Se 
vuelve a repetir este proceso con cada uno vuelve a repetir este proceso con cada uno 
de los segmentos de la nueva figura y asde los segmentos de la nueva figura y asíí
sucesivamente. La curva que se obtiene sucesivamente. La curva que se obtiene 
cuando repetimos este proceso cuando repetimos este proceso 
indefinidamente se denomina indefinidamente se denomina curva del copo curva del copo 
de nievede nieve oo curva de curva de KochKoch y es un fractal.y es un fractal.
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La curva del copo de nieve de La curva del copo de nieve de KochKoch..
�� CCáálculo del perlculo del períímetro:metro: Se observa que si el Se observa que si el 
tritriáángulo inicial tiene un perngulo inicial tiene un períímetro de metro de 
longitud 3, el primer pollongitud 3, el primer políígono obtenido tiene gono obtenido tiene 
un perun períímetro de longitud 3(4/3), el permetro de longitud 3(4/3), el períímetro metro 
del segundo se obtiene multiplicando otra vez del segundo se obtiene multiplicando otra vez 
por 4/3, por lo que la longitud del perpor 4/3, por lo que la longitud del períímetro metro 
en la etapa en la etapa FFkk es 3(4/3)es 3(4/3)kk, cantidad que tiene , cantidad que tiene 
a infinito cuando a infinito cuando kk tiene a infinito. tiene a infinito. 

�� CCáálculo del lculo del áárea:rea: El El áárea es finita pues estrea es finita pues estáá
contenida en el ccontenida en el cíírculo circunscrito al rculo circunscrito al 
tritriáángulo de partida. ngulo de partida. 



Otros fractales autosemejantes
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Noción de fractal
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Precisiones sobre la noción de fractal

El nombre de “fractal” se debe a B. Mandelbrot
en los años setenta.

Admite definiciones distintas:
� Dimensión fraccionaria
� Punto fijo de un conjunto de aplicaciones 

contractivas
� Su dimensión topológica es distinta que su

dimensión de Hausdorff
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DimensiDimensióónn

�� Se sabe que un segmento tiene dimensiSe sabe que un segmento tiene dimensióón 1, n 1, 
un trozo de plano, por ejemplo un cuadrado, un trozo de plano, por ejemplo un cuadrado, 
dimensidimensióón 2, un cubo, dimensin 2, un cubo, dimensióón 3. n 3. 

�� Si se divide el intervalo unidad en n Si se divide el intervalo unidad en n 
subintervalossubintervalos, la longitud de cada uno de , la longitud de cada uno de 
ellos es 1/n, luego el factor de reducciellos es 1/n, luego el factor de reduccióón es r n es r 
= n. = n. 

�� Si se divide el cuadrado unidad, por ejemplo Si se divide el cuadrado unidad, por ejemplo 
en 16 cuadrados, en 16 cuadrados, nn = 16 = 4= 16 = 422, y el factor de , y el factor de 
reduccireduccióón es n es rr = 4. = 4. 

�� Si se divide un cubo en 8 cubos, por ejemplo, Si se divide un cubo en 8 cubos, por ejemplo, 
nn = 8 = 2= 8 = 233, y el factor de reducci, y el factor de reduccióón es n es rr = 2.= 2.
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DimensiDimensióón de semejanzan de semejanza

�� Se observa que las dimensiones Se observa que las dimensiones 
coinciden con los exponentes: 1, 2 y 3, coinciden con los exponentes: 1, 2 y 3, 
respectivamente. respectivamente. 

�� En general, si llamamos En general, si llamamos DD a la a la 
dimensidimensióón, se tiene:n, se tiene:

�� rrDD = n= n..
�� Resolviendo esta ecuaciResolviendo esta ecuacióón, aplicando n, aplicando 
logaritmos (en cualquier base):logaritmos (en cualquier base): ln

ln

n
D

r
=
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Dimensión de semejanza
ln

ln

n
D

r
=

n = 2; r = 2; D = 1

n = 4; r = 2; D = 2

n = 8; r = 2; D = 3

Precisiones sobre la noción de fractal
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Conjunto de Cantor
�� El intervalo [0, 1] tiene dimensiEl intervalo [0, 1] tiene dimensióón uno, y lo mismo n uno, y lo mismo 
con cada una de las etapas de la construccicon cada una de las etapas de la construccióón: n: FFkk. . 

�� Sin embargo la longitud final, con el paso al lSin embargo la longitud final, con el paso al líímite, es mite, es 
cero. cero. ¿¿SerSeráá entonces su dimensientonces su dimensióón igual a 0? n igual a 0? 

�� Parece que la dimensiParece que la dimensióón topoln topolóógica no es adecuada gica no es adecuada 
para caracterizar a este conjunto. Su dimensipara caracterizar a este conjunto. Su dimensióón n 
deberdeberíía ser un valor entre 0 y 1. a ser un valor entre 0 y 1. 

�� Al pasar de Al pasar de FFkk a a FFk+1k+1 se reemplaza cada segmento por se reemplaza cada segmento por 
dos segmentos cuya longitud se reduce por el factor dos segmentos cuya longitud se reduce por el factor 
3. Podemos caracterizar el Conjunto de Cantor por 3. Podemos caracterizar el Conjunto de Cantor por 
esos dos nesos dos núúmeros: meros: nn = n= núúmero de copias en que se mero de copias en que se 
convierte una copia = 2; convierte una copia = 2; rr = factor de reducci= factor de reduccióón = 3. n = 3. 
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Noción de fractal

Conjunto de Cantor

r = 3

n = 2

D = ln2/ln3 < 1
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Un conjunto de Cantor en el planoUn conjunto de Cantor en el plano

�� Este conjunto es no vacEste conjunto es no vacíío, compacto, no numerable o, compacto, no numerable 
y de y de áárea cero, pero su perrea cero, pero su períímetro vale siempre 4. metro vale siempre 4. 

�� Es el Es el atractoratractor de un conjunto de cuatro homotecias de un conjunto de cuatro homotecias 
de razde razóón n ¼¼. . 

�� Se caracteriza por Se caracteriza por nn = 4 y = 4 y rr = 4. Al tener longitud = 4. Al tener longitud 
parece que su dimensiparece que su dimensióón, a pesar de partir de n, a pesar de partir de 
figuras de dimensifiguras de dimensióón 2, debern 2, deberíía ser 1.a ser 1.

�� ¿¿QuQuéé dimensidimensióón de semejanza tiene? Observa que n de semejanza tiene? Observa que 
NO es fraccionaria.NO es fraccionaria.



Adela Salvador

Noción de fractal

r = 4

n = 4

D = ln4/ln4 = 1



Adela Salvador

La curva del copo de nieve de La curva del copo de nieve de KochKoch..
�� Se caracteriza por Se caracteriza por nn = 4 y = 4 y rr = 3, pues de cada = 3, pues de cada 

segmento se obtienen 4 y el factor de reduccisegmento se obtienen 4 y el factor de reduccióón es 3. n es 3. 

�� SegSegúún la construccin la construccióón, cada n, cada FFkk es de dimensies de dimensióón 1, n 1, 
pero al ser la longitud infinita puede esperarse que pero al ser la longitud infinita puede esperarse que 
su dimensisu dimensióón sea mayor que 1. n sea mayor que 1. 

�� ¿¿QuQuéé dimensidimensióón de semejanza tiene?n de semejanza tiene?

�� Incluso se puede comprobar que la longitud es Incluso se puede comprobar que la longitud es 
infinita entre dos cualesquiera de sus puntos. infinita entre dos cualesquiera de sus puntos. 

�� Es un ejemplo de curva continua que no tiene Es un ejemplo de curva continua que no tiene 
tangente (derivada) en ninguno de sus puntos.tangente (derivada) en ninguno de sus puntos.
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Triángulo de Sierspinky

�� Por su construcciPor su construccióón el trin el triáángulo de ngulo de SierpinskiSierpinski
es un conjunto compacto de peres un conjunto compacto de períímetro metro 
infinito y infinito y áárea nula. rea nula. 

�� Queda caracterizado por Queda caracterizado por nn = 3, pues cada = 3, pues cada 
tritriáángulo se trasforma en 3 tringulo se trasforma en 3 triáángulos, y ngulos, y rr = 2 = 2 
que es el factor de reduccique es el factor de reduccióón n lineallineal, es decir, , es decir, 
la longitud de cada lado se reduce a la mitad.la longitud de cada lado se reduce a la mitad.

�� ¿¿QuQuéé dimensidimensióón de semejanza tiene?n de semejanza tiene?

Fractales autosemejantes
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Noción de fractal

r = 2

n = 3

D = ln3/ln2 > 1

Triángulo de Sierspinky
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Tetraedro de Tetraedro de SierpinskiSierpinski

�� Se parte de un tetraedro regular el el que se Se parte de un tetraedro regular el el que se 
marcan los puntos medios de las aristas y al marcan los puntos medios de las aristas y al 
unirlos se forman 4 tetraedros de lado mitad. unirlos se forman 4 tetraedros de lado mitad. 
Se elimina la figura central. En cada uno de Se elimina la figura central. En cada uno de 
los cuatro tetraedros restantes se vuelve a los cuatro tetraedros restantes se vuelve a 
repetir el proceso sucesivamente. repetir el proceso sucesivamente. 

�� Se caracteriza por Se caracteriza por nn = 4 y = 4 y rr = 2.= 2.

�� ¿¿QuQuéé dimensidimensióón de semejanza tiene? Observa n de semejanza tiene? Observa 
que NO es fraccionaria.que NO es fraccionaria.



Tetraedro de Tetraedro de SierpinskiSierpinski
�� La forma central eliminada, que es un La forma central eliminada, que es un 
octaedro regular, es difoctaedro regular, es difíícil de percibir. En el cil de percibir. En el 
laboratorio de matemlaboratorio de matemááticas sugerimos ticas sugerimos 
construir cuatro tetraedros iguales y analizar construir cuatro tetraedros iguales y analizar 
lo que falta para obtener el tetraedro de lado lo que falta para obtener el tetraedro de lado 
doble de partida.doble de partida.

�� El tetraedro de El tetraedro de SierpinskiSierpinski es el punto fijo del es el punto fijo del 
conjunto de cuatro homotecias de razconjunto de cuatro homotecias de razóón 1/2 n 1/2 
y centros en los cuatro vy centros en los cuatro véértices de un rtices de un 
tetraedro. tetraedro. 

�� Es un ejemplo de objeto fractal de dimensiEs un ejemplo de objeto fractal de dimensióón n 
2, no fraccionaria.2, no fraccionaria.
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Punto fijo de un conjunto de 
aplicaciones contractivas

J. E. Hunchinson (1981)
M. F. Barnsley (1985)

1

( )
n

i
i

f K K
=

=∪

Precisiones sobre la noción de fractal



Adela Salvador

�� Análisis de las aplicaciones contractivas Análisis de las aplicaciones contractivas 
en los en los fractalesfractales autosemejantesautosemejantes



Precisiones sobre la noción de fractal
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Distancia de Distancia de HausdorffHausdorff

�� D(AD(A, B), B)=inf{=inf{rr: A: A⊂⊂Nr(B) y BNr(B) y B⊂⊂Nr(A)}Nr(A)}

�� S espacio métrico completo. S espacio métrico completo. K(SK(S) conjunto de ) conjunto de 
los compactos de S. {los compactos de S. {K(SK(S), D} es un espacio ), D} es un espacio 
métrico completo.métrico completo.

�� FractalesFractales autosemejantesautosemejantes

�� M. F. M. F. BarnsleyBarnsley en 1985en 1985

�� Sistema de funciones iteradasSistema de funciones iteradas

�� Teorema del punto fijo de un conjunto Teorema del punto fijo de un conjunto 
de aplicaciones contractivasde aplicaciones contractivas
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En el triángulo de En el triángulo de SierspinskySierspinsky partimos de un partimos de un 
triángulo plano y le aplicamos las 3 homoteciastriángulo plano y le aplicamos las 3 homotecias
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Partimos de un triángulo plano y le Partimos de un triángulo plano y le 
aplicamos las 3 homoteciasaplicamos las 3 homotecias

En ambos casos, al ser el triángulo de En ambos casos, al ser el triángulo de 
SierspinskySierspinsky el punto fijo del conjunto de el punto fijo del conjunto de 
aplicaciones contractivas formado por las 3 aplicaciones contractivas formado por las 3 
homotecias, se llega al mismo resultadohomotecias, se llega al mismo resultado
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Y lo mismo se Y lo mismo se 
obtiene si se parte obtiene si se parte 
de cualquier otra de cualquier otra 
figurafigura
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Helecho de Helecho de BarnsleyBarnsley
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El helecho de El helecho de 
BarnsleyBarnsley se se 
obtiene como obtiene como 
punto fijo de las punto fijo de las 
4 aplicaciones 4 aplicaciones 
contractivas de contractivas de 
la figurala figura
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Objeto cuya dimensión de 
Hausdorff (semejanza) es 
distinta de su dimensión 

topológica
E. Borel y H. Lebesgue

H. Weyl
Hausdorff (1919) y Besicovitch (1920)
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Dimensión topológicaDimensión topológica

�� Dimensión inductiva pequeña:Dimensión inductiva pequeña: Se designa Se designa ind(Sind(S))
�� HermannHermann WeylWeyl: : Se que el espacio tiene dimensión tres porque las Se que el espacio tiene dimensión tres porque las 

paredes de una prisión son de dimensión dosparedes de una prisión son de dimensión dos..
�� Definición: Se dice que Definición: Se dice que ind(Sind(S))≤≤kk si y sólo si existe una base de si y sólo si existe una base de 

abiertos de S cuya frontera tiene su dimensión menos o igual a abiertos de S cuya frontera tiene su dimensión menos o igual a kk––1.1.
�� Dimensión inductiva grande: Dimensión inductiva grande: Se denotaSe denota Ind(SInd(S))

�� Se dice que LSe dice que L⊂⊂S S separasepara A y B si y sólo si existen abiertos U y V A y B si y sólo si existen abiertos U y V 
contenidos en S, cuya intersección es vacía, Ucontenidos en S, cuya intersección es vacía, U⊃⊃A, VA, V⊃⊃B y L=SB y L=S\\(U(U∪∪V).V).

�� Definición: Se dice que Definición: Se dice que Ind(SInd(S))≤≤kk si y sólo si cualquier par de conjuntos si y sólo si cualquier par de conjuntos 
cerrados disjuntos de S pueden ser separados por un conjunto L ccerrados disjuntos de S pueden ser separados por un conjunto L con on 
Ind(L)Ind(L)≤≤kk––1.1.

�� Dimensión de recubrimiento: Dimensión de recubrimiento: Se denotaSe denota Cov(SCov(S))
�� El El ordenorden de una familia de una familia AA de abiertos es menor o igual a de abiertos es menor o igual a nn si y sólo si si y sólo si 

cualquier cualquier nn+2+2 de esos conjuntos tiene una intersección vacíade esos conjuntos tiene una intersección vacía
�� Definición: S tiene Definición: S tiene dimensión de recubrimientodimensión de recubrimiento menor o igual a menor o igual a nn

si y sólo si todo recubrimiento abierto finito de S tiene un refsi y sólo si todo recubrimiento abierto finito de S tiene un refinamiento inamiento 
abierto de orden menor o igual a abierto de orden menor o igual a nn
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Teoría de la medida y de la Teoría de la medida y de la 
dimensióndimensión

�� Medida exterior de Medida exterior de LebesgueLebesgue y y 
medida interior de medida interior de LebesgueLebesgue

�� Dimensión de Dimensión de HausdorffHausdorff
�� Familia de medidas para cada conjunto: Familia de medidas para cada conjunto: 
Hs(FHs(F) ) 

�� Dado un conjunto de Dado un conjunto de BorelBorel F, y dados F, y dados 
0<0<ss<<tt, se tiene que:, se tiene que:
�� Si Si Hs(FHs(F)<)<∞∞ entonces Ht(F)=0entonces Ht(F)=0

�� Si Si Ht(FHt(F)>0 entonces )>0 entonces Hs(FHs(F)=)=∞∞
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Caos y fractales
� Sistemas dinámicos continuos: 

�Atractor de Lorentz
� Sistemas dinámicos discretos

�Ecuación Logística
� Método de Newton
� Conjuntos de Juliá y de Fatou
� Conjunto de Mandelbrot
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Ecuación Logística
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Ecuación Logística



Adela Salvador

Método de Newton
( )

( ) 1; ( )
'( )

p f z
f z z N z z

f z
= − = −
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Conjunto de Mandelbrot
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DIMENSIÓN DE GRÁFICAS 
DE FUNCIONES. DIMENSIÓN 

DE SERIES TEMPORALES

Dimensión de series temporales
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Proceso aleatorio o Proceso aleatorio o 
movimiento brownianomovimiento browniano

 

Dimensión de series temporales
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Hurst y estrategias reproductivas de plantas
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po = 0,2; Pi = 0,2
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Hurst y estrategias reproductivas de plantas
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Fractales en la web. ImágenesFractales en la web. Imágenes

�� Imágenes Imágenes 11

�� Imágenes Imágenes 22

�� Imágenes Imágenes 33

�� Imágenes Imágenes 44
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Fractales en la webFractales en la web

�� Concepto Concepto fractalfractal

�� Los Los fractalesfractales

�� HistoriaHistoria

�� Fractales Fractales y sistemas dinámicosy sistemas dinámicos
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Fractales en la web. Actividades de aulaFractales en la web. Actividades de aula

�� Actividades Actividades con fractales y con fractales y LogoLogo

�� Medida Medida de una de una costacosta

�� Conjunto Conjunto de Cantorde Cantor

�� SoluciónSolución

�� Poligonal Poligonal de de KochKoch

�� SoluciónSolución
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Fractales en la webFractales en la web

�� Primera Primera idea sobre dimensiónidea sobre dimensión

�� DimensiónDimensión

�� Concepto de Concepto de dimensióndimensión

�� Dimensión Dimensión fractalfractal

�� Dimensión de la curva de Dimensión de la curva de KochKoch

�� Dimensión topológica y fractal. Curva Dimensión topológica y fractal. Curva 
de de PeanoPeano
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Fractales en la web: AplicacionesFractales en la web: Aplicaciones

�� Aplicación en la Ciencia de los Aplicación en la Ciencia de los materialesmateriales

�� El espacio El espacio –– tiempo tiempo fractalfractal

�� Música Música fractal el fractal el sonido sonido del caosdel caos

�� Porosidad Porosidad de las rocasde las rocas

�� Otras Otras direcciones en la webdirecciones en la web
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