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PROBLEMA 

"Consideramos dentro del plano de políticas dos partidos, 
cuyas políticas iniciales sobre dos temas están dados por las 
coordenadas de dos puntos y      , y la localización de n 
votantes representada por los puntos pi . Trazamos la 
mediatriz de        , que parte el plano en dos semiplanos. 
Cada partido gana a los votantes que están en su semiplano. 
Con el objetivo de conseguir el mayor número posible de 
votantes, aceptamos que cada partido puede cambiar sus 
políticas dentro de un entorno circular, siendo los dos 
entornos disjuntos. Buscamos las situaciones de equilibrio 
para los partidos dentro de sus entornos."
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PLANTEAMIENTO 
Políticas iniciales de los partidos:

Votantes pi =(pi1 , pi2 )   i=1,.....,n
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Entornos:

planteamiento
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El concepto de equilibrio que estudiamos es el de Nash:

Definición: (t01 ,t02 ) es una posición de equilibrio de Nash 
si: 

Son posiciones donde se pueden situar los 
jugadores de forma que si se mueve uno de ellos 
no mejora su ganancia.
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Condiciones de existencia de equilibrio

Condición necesaria y suficiente

Proposición 1: Las posiciones de equilibrio en el 
juego planteado serán las posiciones           de 
manera que       está situado en la zona en       de 
máxima intersección de círculos de centro la 
posición de algún votante y radio la distancia de éste 
a      , y      está situado en la zona en      de máxima 
intersección de círculos de centro la posición de 
algún votante y radio la distancia de éste a 
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Condición suficiente 

Sean     , …,     las posiciones en el 
plano de los votantes. Llamamos    ,   
…,      a los puntos del conjunto 
anterior tales que                 ,    ,…,  
a los que cumplen que                   y 
llamamos                        ,                   
Entonces, si          y           , cualquier 
posición        con        ,         es de 
equilibrio.
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Observaciones

• La proposición asegura regiones de equilibrio

• Aunque no se cumplan las condiciones de la proposición 
puede haber equilibrio

• Si existe equilibrio, éste no es único, al menos para el segundo 
partido (ventaja respecto a los juegos de Downs sin 
restricciones)



Ejemplos 

Caso de no existencia de equilibrio



Caso de existencia de equilibrio sin que se dé 
la condición suficiente

Posiciones de equilibrio: cualquier          con        11, xt 1
11 Bt 



Caso de unicidad de equilibrio para el 
primer partido (en el interior de su entorno)

Posiciones de equilibrio: cualquier          con        20 , tx Bt 2



ALGORITMO PARA ENCONTRAR LAS 
POSICIONES DE EQUILIBRIO

Se basa en la siguiente condición necesaria y 
suficiente de equilibrio para nuestro juego 
(condiciones de von Neumann):       

Proposición 2: Se consideran los números: 

(máxima ganancia mínima para el segundo 
jugador), 
Entonces existe equilibrio en el juego planteado si 
y sólo si              . Las posiciones de equilibrio 
serán los            tales que    es un punto de  donde 
se alcanza   y  es un punto de  donde se alcanza  .
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Hay que hallar entonces       ,     y zonas donde 
se alcanzan

Inconveniente: los conjuntos B, B’ donde se 
buscan esos mínimos tienen infinitos puntos. 

2m1m

Ventaja: los valores que pueden tomar las 
máximas intersecciones que hay que minimizar 
son finitos (puesto que el conjunto de votantes es 
finito). 

Idea: Hacer una partición de los entornos B, B’ 
utilizando cuadrados, y hallar las máximas 
intersecciones de círculos centrados en los 
votantes y de radios las distancias máxima y 
mínima a los cuadrados. Cuando esas máximas 
intersecciones coincidan, en todo el cuadrado la 
máxima intersección es la misma



Paso 1. Tomar un cuadrado     que circunscriba a        
Hacer una partición de    en     cuadrados

Algoritmo para encontrar zonas donde se 
alcanzan    ,     y posiciones de equilibrio si existen

Paso 2. En los cuadrados considerados en el paso 
anterior, hallar para todo i, j la máxima 
intersección en B’ de                   ,            (      ) y la 
máxima intersección en B’ de: 
,                (       ).
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Paso 3. Hallar el            y comprobar si para algún     ,    
para el que se alcanza ese mínimo,         =       . En ese 
caso ir al paso 5 y almacenar los        ,        . En caso 
contrario, ir al paso 4.
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Paso 4. Repetir los pasos 1, 2 y 3 para

Paso 5. Repetir los pasos del 1 al 4 para un 
cuadrado  Q’ que circunscriba a B’ y así 
encontrar los       donde se alcanza el             y tales 
que        =          . 
Almacenar estos          y 

Paso 6. Hallar               . Si este número es igual a  n, 
existe equilibrio en el juego planteado y cualquier   
con               ,               es posición de equilibrio 
(en              se alcanza       , y en             se alcanza .  
Se cumple además que              ,            ) 
Si el número anterior no es n, no existe equilibrio en el 
juego planteado.
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Idea gráfica del algoritmo para un votante en la 
posición (0, -3) 



OBSERVACIONES 

1) Los interiores de las regiones en que se alcanzan     
,     han de ser no vacíos para que el algoritmo 
“funcione” (en ese caso se cumple seguro la 
condición de parada del paso 3)
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2) La complejidad del algoritmo es (hay que 
hallar la máxima intersección en arreglos de n 
círculos, cada uno de ellos tiene complejidad . 
Se puede rebajar ligeramente esta complejidad)
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3) Para que un valor de k dé los       , ha de ser 
necesariamente             
(D: región en la que se alcanza     )
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PROBLEMA: Que el interior de D sea vacío

Puede ocurrir (recordad el tercer ejemplo, con 
unicidad de equilibrio para el primer partido: D se 
reduce a un punto)

Para tratar estos casos, hay que analizar arreglos de 
círculos “degenerados” (que tienen intersecciones en 
un solo punto: ver Halperin y Leiserowitz)

Se puede adaptar el algoritmo para que cubra estos 
casos, pero aumentando su complejidad



CONCLUSIONES

En el análisis del equilibrio de la mayoría de los 
juegos de competición multidimensionales, se 
encuentra que no existen posiciones de equilibrio 
salvo en casos singulares. Además, cuando existe 
suele ser único y con los dos jugadores adoptando la 
misma estrategia

En este trabajo se ha propuesto un modelo de 
competición bidimensional con restricciones de 
entorno y se han desarrollado estrategias geométricas 
que encuentran las posiciones de equilibrio, si existen

Ventaja del modelo: existen casos en los que las 
posiciones de equilibrio no sólo no son únicas sino que 
son regiones en el plano, lo que aporta mayores 
posibilidades al juego
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