Tema 4

Integral de Riemann

1. Calcule las siguientes integrales indefinidas:

Inmediatas o con cambio elemental de variable:

1) / senx - cos xdx

T
4 / cos? z2 dx

7) / cotg x dx

' d
10) / __dr
. SenT - COsx

2) / i(log 2)? da 3) / ze® dx

v — 32

dz 6) /Sechxdx
1+e® .

dzr

: L
—_— 9 —d
a’e® + b’e~ 7 )/ VIt !
11) / L

at 4 x4

Relaciones trigonométricas y cambios de variable trigonométricos:
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Irracionales:
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2. Compruebe que sen"zrdr = sen™ %z dr (n > 2) y deduzca el valor de / sen"zdzx,
0 no. 0
cualquiera que sea n € N. (Esto es lo que se llama una Férmula de reduccion.)
3. Halle una férmula de reduccién para las integrales:
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Use las reglas del trapecio y de Simpson para estimar las siguientes integrales.
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Discuta el cardcter de las siguientes integrales impropias:
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Calcule las siguientes integrales impropias: / — dz, / —dx, / —dxr, /
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Calcule la longitud de la curva y = chx comprendida entre z = -1y x = 1.
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Calcule la longitud de un trozo de la espiral logaritmica p = ae™’, (6; < 6 < 65)
Calcule la longitud de la cardioide p = a(1 — cosf), (a > 0)

Calcule el 4rea encerrada por la recta = + 2y = 4 y la parabola y? = 4 + .
22 2
Calcule el drea encerrada por la elipse — + i 1
a
Calcule el drea de la regién comiin a los circulos p < 3v/27cosf y p < 3rsend  (r > 0)
Calcule el area limitada por los tres lazos de la curva p = acos 360, a > 0.

Calcule el drea interior a la cardioide p = 1+ cosf (0 < 6 < 2m) y exterior a la circunferencia
p=1

Halle el volumen del toro engendrado al girar el circulo (y — R)? +22 <r? (0 <r < R) alrededor
del eje OX.

Calcule el volumen del cuenco obtenido al girar alrededor del eje OY la regién comprendida entre
las curvas y = 22 y y = a°
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Calcule el volumen del elipsoide — + = + — <1
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Un sélido tiene una base en forma de elipse cuyos ejes mayor y menor miden 10cm y 8cm, respecti-
vamente. Calcule su volumen sabiendo que toda seccién del mismo, perpendicular al eje mayor es

un triangulo isésceles de altura igual a 6em.

En un valle con forma de medio elipsoide se construye una presa que se supone plana. El valle tiene
las siguientes dimensiones: longitud 8 km., anchura méxima 4 km., profundidad méaxima 100 m..
La presa estd situada a 7 km. del fondo del valle. Calcule:

e La capacidad maxima del pantano

e El volumen de agua almacenada cuando la maxima cota es 20 m.



24. Integrales Eulerianas

e Consideremos la integral impropia:
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(a) Compruebe que la integral converge para todo p > 0.
(b) Llamaremos funcién Gamma, T, a la funcién:
400

I':(0,+00) — R T'(p) = / 2P le ™ dy
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Compruebe que:
i I(1) =1
ii. Sip>1,T(p) = (p—1)I'(p—1). Nétese, como consecuencia, quesin € N, T'(n+1) = n!

e Consideremos la integral impropia:
1
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(a) Compruebe que la integral es convergente Vp,q > 0
(b) Llamaremos funcién Beta a la funcién:
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Compruebe las siguientes propiedades:
i. B(p,q) = B(q,p) (Indicacién: utilice el cambio t = 1 — z)
ii. B(p,1) =pB(1,p) =1
iii. ¢ >1= B(p,q) = gg—lﬂ(p +1,¢g—1) (Indicacién: integre por partes)

(m=1)!(n—1)!
(m+n—1)!
propiedad anterior)

iv. B(m,n) = para m,n € N  (Indicacién: aplique reiteradamente la

™
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v. B(p,q) =2 / sen** o cos® ada (Indicacién: haga el cambio x = sen
Jo
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