607 Analisis matematico para Ingenieria. M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA

CAPITULO 10.

Ecuaciones diferenciales lineales de orden

superior

En este capitulo se estudian las ecuaciones diferenciales lineales de

orden superior.

Desde que se comenzaron a estudiar las ecuaciones diferenciales ha
resultado evidente que es dificil obtener resultados muy generales que
permitan obtener las soluciones de un tipo determinado de ecuacion. Una
excepcion a esta carencia de una teoria general para resolver ecuaciones
diferenciales se presenta en el estudio de las ecuaciones diferenciales lineales

y en particular de las que tienen coeficientes constantes.

En una ecuacion diferencial lineal de orden n homogénea, el conjunto de
soluciones tiene estructura de espacio vectorial de dimensién n, por lo que
basta encontrar n soluciones linealmente independientes para obtener la
solucion general. El conjunto de soluciones de cualquier ecuacion diferencial
lineal de orden n completa tiene estructura de espacio afin, que tiene como
espacio vectorial asociado el conjunto de soluciones de la ecuacion
homogénea asociada. En consecuencia, si se conoce la solucion general de la
ecuacion homogénea asociada, para tener la solucion general de la ecuacion
completa es suficiente encontrar un punto de ese espacio afin, es decir, una

solucion particular de esta ecuacion.
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Pero incluso en este caso, a veces, resulta dificil encontrar n soluciones
linealmente independientes de una ecuacion diferencial lineal homogénea.
Solamente en el caso mas sencillo, en el que los coeficientes de la ecuacion
son constantes, existe un método general que permite calcular las soluciones

en funcién de los coeficientes de la ecuacion.

Si los coeficientes de la ecuacion diferencial son funciones analiticas se
pueden obtener soluciones en forma de series de potencias, y resolver de esta
forma muchas ecuaciones particulares, como las ecuaciones de Legendre y
Bessel, que tienen una importancia especial por sus multiples aplicaciones en
problemas relativos a vibraciones de membranas, flujos de calor y propagacion

de corrientes eléctricas.

Como en el caso general, las ecuaciones diferenciales lineales de orden
superior no siempre pueden ser resueltas explicitamente en términos de
funciones elementales conocidas, por lo que resulta necesario determinar las

condiciones para poder garantizar la existencia y unicidad de la solucion.

El capitulo comienza, en la Seccion 1, con algunas ideas sobre
operadores lineales que permiten simplificar la notacidon en el estudio de
ecuaciones diferenciales lineales, y se explicitan los teoremas de existencia y
unicidad de soluciones. En la Seccion 22 se estudia la estructura algebraica de
las soluciones de una ecuacion diferencial lineal. Un estudio algebraico permite
determinar las soluciones de una ecuacion lineal homogénea con coeficientes

constantes en la Seccion 32

En las secciones siguientes se proponen varios métodos para resolver la
ecuaciéon no homogénea y algunos casos particulares en los que resulta facil

resolver la ecuacidon con coeficientes no constantes. En la Seccién 62 se
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resuelven algunas ecuaciones especiales mediante desarrollos en series de
potencias y se termina el capitulo con la Seccion 72 en la que se presentan
distintas aplicaciones de estas ecuaciones a la mecanica, a la electronica y, en

general, a la fisica.

10.1. CONCEPTOS PREVIOS

Definicion 10.1.1:

Una ecuacion diferencial de orden n se denomina lineal si es lineal
respecto a la variable dependiente y, y a todas sus derivadas hasta el orden n,

de modo que se puede expresar de la forma:
Po(X)-y” + P1(X)y"™ + ... + Pra(X):y' + Pa(X)-y = G(X) (10.1.1)

donde Py, P1, ..., P, son funciones definidas en un intervalo (a, b) de la recta

real.
Definicién 10.1.2:

Se denomina problema de valor inicial o problema de Cauchy de la
ecuacion diferencial de orden n (10.1.1), al problema que consiste en encontrar
una solucion ¢(x) de la ecuacion diferencial que verifigue n condiciones
iniciales @(xo) = Yo, ©'(Xo) = Y1, ..., (p”'l)(xo) = Yyn1, Siendo X € (a, b), Yo, Y1, -y

Yn-1 NUMeros reales cualesquiera.
Definicion 10.1.3:

Si las condiciones que debe verificar la solucion estan definidas en dos o

mas puntos diferentes el problema se denomina problema de contorno de
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una ecuacion diferencial.

10.1.1. El operador diferencial D

El estudio de estas ecuaciones se puede simplificar utilizando una

notacion con operadores.
Definicion 10.1.2:

Sea 3 una familia de funciones reales de variable real infinitamente
derivables en un intervalo (a, b) de la recta real. Se define el operador

diferencial D como una aplicacion de 3 en 3 tal que Vf € I, D(f) = ﬂ

dx
Definicién 10.1.3:

Dado el operador D, se define D* = D-D como la composicién de

aplicaciones, de forma que D?(f) = (D-D)(f) = D(D(f)).

2
Con esta definicién se tiene que D? esta determinado por D*(f) = % y
X
. n . n d"f
analogamente el operador D" queda determinado por D' (f) = r
dx

Sea P(x) una funcién definida en el intervalo (a, b). El producto P-D" es un

n
operador determinado en 3 de forma natural por P-D"(f) = P- a’f tal que,
dx
d"f(x
- P(x) da7f(x)
dx" dx"

En particular si P(x) es una funcién constante P(x) = k, k € R, el operador

k-D", queda determinado por (k-D")(f) = k-(D"(f)) tal que, Vxe(a, b), (k-D")(f(x)) =
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d"(x)
dx"

K- , €s decir, el segundo miembro de esta igualdad es el producto de un

namero k por la derivada n-ésima de una funcion.
Propiedades del operador D
D".D™=D"™:
El operador D es lineal, es decir:
Vi, g € 3 se verifica que D(f + g) = D(f) + D(g).

Vvl e 3, Vk € R se verifica que D(k-f) = k-D(f).

10.1.2. El operador lineal L

Definicion 10.1.4:

Sea 3 una familia de funciones reales de variable real infinitamente
derivables en un intervalo (a, b) de la recta real y Po(X), P1(X), ..., Pn(X)

funciones definidas en dicho intervalo. Se denomina operador lineal:
L=PoD"+P;D" +..+P,
a un operador definido en 3, tal que Vf € I, L(f) = Po-f" + P1f"P + ... + P, f.
Propiedades del operador L

El operador L es lineal, es decir:
vf, g € J se verifica que L(f + g) = L(f) + L(g)
Vi e 3, Vk € R se verifica que L(k-f) = k-L(f).

La linealidad de L se extiende por induccién a una combinacion lineal de n
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n n
funciones de modo que L| > kifi | = > kiL(f;)
i=1 i=1

Utilizando el operador L = Po-D" + P1-D"* + ... + P, la ecuacién diferencial
lineal de orden n, Po(X)-y” + P1(X):y"™ + ... + Pra(X)y' + Pn(X)y = G(X), se

puede expresar de la forma L(y) = G(x).

Si G es la funcion nula la ecuacion diferencial lineal de orden n anterior se
denomina homogénea; en caso contrario se denomina no homogénea o

completa.

La ecuacion completa L(y) = G(x) tiene asociada la ecuacion homogénea
definida mediante el mismo operador, asi L(y) = 0 es la ecuacién homogénea

asociada a la ecuacion completa.

El orden de la ecuacion anterior L(y) = G(x), que es también el del
operador, esta determinado por el valor de n. Los puntos en los que la funcién
Po(X) se anula se denominan puntos singulares de la ecuacion. Estos puntos
introducen dificultades en su resolucion y requieren un tratamiento especial por
lo que a partir de ahora se supone que Po(x) = 0 en el intervalo (a, b). En este

caso se puede dividir toda la ecuacion por Py(X) y expresarla de la forma:
Yy + P10y + L+ Pra(x)y' + Pa(x)y = G(x).
El operador lineal asociado L esta definido por:
L=D"+P; D"+ ..+ P,

Cuando los operadores tienen coeficientes constantes las propiedades del
operador D permiten realizar operaciones entre ellos utilizando las mismas
reglas que en el caso de operaciones con polinomios. A continuacion se

estudian las caracteristicas especiales de estos operadores.
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10.1.3. Operadores con coeficientes constantes
Sean Ay B dos operadores con coeficientes constantes definidos por:
A=ag-D"+a;-D" + ... +a, con ag, ai, ..., a, constantes y
B =bo-D"+b;-D" + ... + b, con by, by, ..., b, constantes
Siap#0Yybg# 0 se dice que los operadores Ay B son de orden n.

La suma A + B, el producto A-B y el producto por escalares k-B son
también operadores con coeficientes constantes; ademas se verifican todas las
propiedades que tienen las operaciones con polinomios. Para probar esta
afirmacion se demuestra que existe una correspondencia biunivoca entre los
operadores con coeficientes constantes de orden n y los polinomios de grado n,

gue conservan estas operaciones.

Al operador con coeficientes constantes A se le asocia un polinomio pa
definido por pa(x) = ag:x" + a;-x™ + ... + a, que se denomina su polinomio

caracteristico.
Teorema 10.1.1:

Sean A y B operadores con coeficientes constantes de orden ny pa Yy ps

sus polinomios caracteristicos, entonces A = B < pa = ps.
Demostracion:

Si pa = ps los dos polinomios tienen el mismo grado y los mismos
coeficientes por lo que los operadores A y B también tienen el mismo orden y

los mismos coeficientes y por lo tanto A(f) = B(f), Vf € .

Por otra parte si A = B entonces A(f) = B(f), vf € 3. Tomando f(x) = e,
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con o € R, se tiene A(e™) = pa(a)-e* y B(e*) = pg(a)-e” por lo que pa(a) =
ps(a), Vo € Ry por lo tanto pa(x) = pe(X). [
De forma similar se pueden demostrar las siguientes propiedades que

muestran que la correspondencia entre operadores y polinomios conserva las

operaciones:
Propiedades:
1. pa+s =Pa+tPs.
2. pas =Pa-Ps.
3. Poua = 0-Pa, a € R.

Como consecuencia de todo lo dicho hasta ahora se tiene que el
problema de resolver una ecuacion diferencial homogénea con coeficientes
constantes A(y) = 0 se puede reducir a un problema algebraico, que consiste

simplemente en factorizar el polinomio caracteristico, pa(x).

10.1.4. Teorema de existencia y unicidad

Teorema 10.1.2: Teorema de existencia y unicidad

Sea un problema de valor inicial o problema de Cauchy: L(y) = y? +
P1(X)-y"™ + ... + Pra(X):y' + Pn(x):y = G(x), con las condiciones iniciales, ¢(Xo) =
Yo, 0'(Xo) = Y1, .., 9" P(X0) = Yn1 cON Xo € (a, b), y sean Py, Py, ..., Py, G,
funciones continuas en el intervalo abierto (a, b). Entonces existe una Unica
funcion ¢(x) que es solucion de la ecuacion diferencial L(y) = G(x) y verifica las

condiciones iniciales: (Xo) = Yo, ¢'(X0) = Y1, ..., " (X0) = Yn1.

Este teorema se obtiene como corolario del teorema de existencia mas

general, y se demuestra como consecuencia del teorema 9.2.1 y 9.2.2 del
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capitulo 9.

La condicion de continuidad de las derivadas parciales se verifica por el

hecho de ser Py, Py, ..., P, funciones continuas.

Si no es un problema de Cauchy, sino que es un problema de contorno
con las condiciones definidas en a y b, la situacién es muy diferente ya que
aunque P4, Py, ..., P,y G, sean funciones continuas en el intervalo abierto (a,
b) un problema de contorno puede tener solucion o no tenerla, y en el caso en

gue exista solucion ésta puede ser Unica o ser multiple.

Ejemplos resueltos

Ejemplo 10.1.1: Expresar la ecuacion diferencial y” + 3xy’ — 2y = 0

utilizando el operador D.
Utilizando el operador D la ecuacion diferencial se expresa de la forma:
(D? + 3x-D — 2)(y) = 0.

Ejemplo 10.1.2: Demostrar que la ecuacion diferencial y” + 2xy’ + y =
2e*.(1 + x) + 2x-cos X, tiene una solucién Unica que verifica las condiciones
iniciales y(0) =1 e y’(0) = 2.

La ecuacion diferencial es lineal, ademas P1(x) = 2x, Po(X) =1y G(X) =
2e*(1 + x) + 2x-cos X, son funciones continuas en (-0, o) por lo tanto aplicando
el teorema 10.1.2 de existencia y unicidad, existe una unica solucidon que

verifica que y(0) = 1 e y’(0) = 2. Se puede comprobar, derivando y sustituyendo

en la ecuacion, que esta solucién es y(x) = € + sen x

Ejemplo 10.1.3: Comprobar que y1(X) = x-sen x e y»(X) = 0, son soluciones

de la ecuacion diferencial x*y” — 2x-y’ + (xX* + 2)-;y = 0, con las condiciones
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iniciales y(0) =0 e y’(0) = 0.
y'1(X) = sen X + x-cos X = y”1(X) = 2c0S X — X-Sen X.
Al sustituir en la ecuacion:
x>-(2c0s X — x-sen X) — 2x-(sen x + x-cos X) + (x> + 2)-x-sen x = (2x* -

2x%)-cos x + (—x3 — 2x + (x* + 2)-x)-sen x = 0. Ademas se verifica que y1(0)

=0ey'1(0)=0.

También y>(x) =0 = y5'(X) = 0 = y,"(X) = 0 = X2y, — 2xy5" + (X + 2)-y»
=0, con y,(0) = 0 e y,'(0) = 0. La solucién de este problema de valor inicial no

es Unica.

L . . 2, XP42
En la ecuacidn diferencial expresada de la forma: y” — —-y’ +
X X

y=0,

2

X2

2 .
Nno son continuas en x

se tiene que las funciones P1(x) = ¢ 2 y Pa(X) =
X X

= 0, por lo tanto el teorema 10.1.2 s6lo garantiza la existencia de una Unica
solucion en intervalos que no contengan el punto O.
Ejercicios
10.1. Expresar mediante el operador D las siguientes ecuaciones
diferenciales:
a) X2y —xy + 2y = xInx
b) b) x>y — 2x:y’ + (x* + 2)-y = 0.

10.2. Demostrar que si A 'y B son dos operadores con coeficientes
constantes de orden n y pa Y ps Sus polinomios caracteristicos,

entonces se verifican las siguientes propiedades.
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a) pa+s = Pat ps. b) pas = pa-Ps. C) Paa = A-Pa, o € R.

10.3. Sean A y B dos operadores con coeficientes constantes cuyos
polinomios caracteristicos no tienen raices comunes y C = A.B.
Demostrar que toda solucion f de la ecuacion diferencial C(f) = 0 se
puede expresar por f = f; + f, siendo f; y f, funciones que verifican

las ecuaciones A(f;) =0y B(f) = 0.

10.4. Comprobar que las funciones y(x) = C-x* + x + 3, C € R son
soluciones de la ecuacion diferencial x*.y” — 2x-y’ + 2y = 6, con las
condiciones iniciales y(0) = 3 e ¥'(0) = 1. Indicar porqué la solucidn no

es unica.

10.2. ESTRUCTURA DE LAS SOLUCIONES DE
LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

LINEALES DE ORDEN SUPERIOR

10.2.1. Dependencia e independencia lineal. Wronskiano

Definicién 10.2.1:

Dado un conjunto de funciones {yi Y2, ..., Yn} definidas en un intervalo (a,
b) se dice que son linealmente dependientes en el intervalo (a, b), si existen n
constantes a, a2, ..., an NO todas nulas, tales que: ap.ys + a2y2 + ... + apyn =

0, Vx € (a, b).

Si por el contrario se verifica que esta identidad solamente se cumple
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cuando a1 = a2 = ... = an = 0, entonces se dice que las funciones {yi, Y2, ...,

Yyn} son linealmente independientes en el intervalo (a, b).
Definicion 10.2.2:

Dado un conjunto de funciones {y1, Y2, ..., Yn} derivables hasta el orden n
— 1, se denomina wronskiano de estas funciones y se denota por W[y, Y2, ...,
yn] @ la funcién definida por el siguiente determinante:

y1(x) ya(x) o yp(x)

WI[y1, Y2, ..., Yn](X) = y'1(x) y'2(X) e Y (%)

y" ix) y

"Do(x) o y"nx)
Teorema 10.2.1:

Si las funciones yi, Y2, ..., Yn Son linealmente dependientes en el intervalo

(a, b), entonces su wronskiano en ese intervalo es la funcién nula.
Demostracion:

Este teorema se prueba a partir de los conocimientos de algebra lineal ya
que si las funciones son linealmente dependientes una de ellas y; se puede
expresar como combinacion lineal de las otras y por la linealidad de las
derivadas, la columna i-ésima del determinante se puede expresar como una
combinacion lineal de las otras columnas, lo que supone que el determinante

es cero. [

Esta condicion no es suficiente ya que pueden existir funciones
linealmente independientes cuyo wronskiano sea la funcion nula, como se
observa en el ejemplo 10.2.4. Sin embargo si las funciones linealmente

independientes son soluciones de una misma ecuacion diferencial lineal L(y) =
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0, entonces se puede asegurar que su wronskiano no se anula en ningun punto
del intervalo (a, b). Este resultado, que se demuestra en los siguientes

teoremas, es una de las conclusiones del corolario 10.2.6.

10.2.2. Estructura de las soluciones de la ecuacion homogénea
En los siguientes teoremas se supone que Pi(x), P2(X), ..., Pn(X) son
funciones continuas en un intervalo abierto (a, b) y L(y) = y? + P1(x)-y"™ + ... +
Pna(X)-y" + Pn(X)-y.
Teorema 10.2.2:

Siy1, Y2, ..., Yn SON soluciones linealmente independientes de la ecuacion

diferencial L(y) = 0 en el intervalo (a, b); entonces, dadas n constantes c1, Co,

n
..., Cp, la funcion chyk es también solucion de L(y) = 0 en el intervalo (a, b).
k=1

Demostracion:

Las funciones yi, 1 < k < n, son soluciones de la ecuacion diferencial y por

tanto verifican L(yx) = 0. Como el operador L es lineal se tiene que:
n n
Ll Dlekyk [= D ckl(yk)=0.1
k=1 k=1
Teorema 10.2.3:

Si las funciones yi, Y2, ..., Yn Son soluciones de la ecuacion diferencial
L(y) = 0 y son linealmente independientes en el intervalo (a, b), entonces su

wronskiano en ese intervalo no es la funcién nula.

Demostracion:
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Se demuestra el teorema por reduccién al absurdo, por lo que se supone

que W[y, Y2, ..., Yn](X) =0, VX € (a, b).

Para un punto determinado Xy € (a, b) se considera el siguiente sistema

homogéneo de ecuaciones lineales en las variables c1, C2, ..., Cn:

(
n
D ckYk(Xg)=0

k=1

< chy'k(xo):()

k=1

n
> ekyp M(xg) =0.
k=1

\

Como el determinante de los coeficientes de las incognitas, que es el
wronskiano, es igual a cero, el sistema tiene infinitas soluciones, en particular

existen c;, C», ..., Cn, NO todos nulos, que son solucién del sistema. Con estos

valores se determina una funcion a(x), definida por:

n
a(¥) = D ckyk(X), VX € (a, b).
k=1

Esta funcién es solucién de la ecuacion diferencial lineal L(y) = O por ser

una combinacion lineal de soluciones de esta ecuacion y ademas a(Xg) = 0,

o@'(xo) = 0, ..., a"(x¢) = 0, por lo que en el punto Xo la funcién o y sus

derivadas hasta la de orden n — 1 coinciden con la funcion nula, que también es

solucion de L(y) = 0, y por el teorema de unicidad de soluciones a(x) =0, VX €
n

(a, b), luego chyk(x)zo, VX € (a, b), lo que contradice que las funciones
k=1
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Y1, Y2, ..., Yn S€an linealmente independientes en (a, b). [

En las hipétesis de este teorema no soélo existe un punto x € (a, b), tal que

W[y1, V2, ..., Yn](X) # 0 sino que Vx € (a, b), W[y1, Y2, ..., ¥n](X) # 0. Este
resultado se demostrara en el siguiente teorema, cuya prueba necesita el

siguiente lema:
Lema 10.2.4:

Sean vyi, Y2, ..., Yn funciones derivables hasta el orden n, entonces la

derivada de su wronskiano es:

y1(X) yo(x) . yn(X)
yix) o ya(x) . ¥Ya(X)
W’[yl,yz,...,yn](x)= .
1" (x) v ey ()
yi () vV (x) e yaM(x)

Lo que equivale a decir que las primeras n — 1 filas coinciden con las de

W[y1, Y2, ..., Yn] Y €n la Ultima fila se han sustituido las derivadas de orden n — 1

por las de orden n.

Demostracion:

Sea A(x) la funcion definida por el determinante de la igualdad anterior. La

demostracién de que W[y, Y2, ..., Yn](X) = A(X) se hace por induccién sobre n.

Para n = 2 es evidente, ya que W[y1, y2] = y1-y'2 — Y'1:y2 Yy por lo tanto

Y1 Y2

Wlys, Vo] = Y1 Y2 + Y1y 2 =Y'1Yo = Y1:Y2 =Y1:y'2 =Y 1y2 = | 7] o
Yi1Y2

Supuesto cierto para n — 1 se demostrara para n.

Sea Aj el adjunto del elemento de la fila i y la columna j en el wronskiano.
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Desarrollando por los elementos de la fila n se tiene que:
WIy1, Y2, .., Yol = V1" Ans +¥2"VAnz + o+ Yod " Ann + Yo" An,
Derivando: Wy1, Y2, ..., Yn] = Y1V-An1 + V2" Anz + oo + Yoo Apna +
Yo Ann + Y1 DAL+ Y "DA L+ YA L a + ya YA

Aplicando la hipétesis de induccion:

Y2 Y3 Yn
Y'2 Y'3 Y'n
Apr=]| = e |
y2n—3) y3n—3) ynn—3)
y," oy Ly

y en general A’nj es un determinante similar en el que figura la columna
correspondiente a y; y falta la de y;, luego y2"™ -A'n1 + yo" Ap + L+ yna™Y

Ann1 +ya"™ A’ = 0 por ser el desarrollo de un determinante en el que la fila

ny lan—1soniguales, por lo tanto:
W’[yl, Y2, - yn] = YIn)'An,l + Y2n)'An,z +..F yn—ln)'An,n—l + Ynn)'An,n-

Se observa que los adjuntos de los elementos de la fila n del wronskiano

coinciden con los adjuntos de los elementos de la fila n en el determinante A

luego W[y, V2, ..., Yn] = A. []

Teorema 10.2.5:

Si las funciones yi, Y2, ..., Yn son soluciones de la ecuacion diferencial
L(y) = 0 en un intervalo (a, b), entonces su wronskiano en ese intervalo o es la

funcion nula o no se anula en ningun punto de dicho intervalo.
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Demostracion:
Siyi1, Y2, ..., Yn SON soluciones de L(y) = 0 se verifica que:
yi” + Pi(x)yi"™ + o+ Pra(X)yi + Pa(x)yi =0, Vie {1, 2, ..., n}.

Multiplicando cada una de estas expresiones por A,;, adjunto del

elemento de la fila n y la columna i del wronskiano, y sumandolas, se obtiene:

i yi-Anj + Zn: P100-yi"™-An, i + ... + Zn: Pra(X)yi"Ani + Zn: Pn(X)-yi -Anj =0 =
E E E E

Zn: yi™-Ani+ P1(x)- Zn: yi"D-Ani + ..+ Poa(X)- Zn: YiAni+ Pn(X)- Zn: Yi-Ani =0
i1

i=1 i=1 i=1

Por el lema anterior se conoce que:

n n
Y V" Ani = WY1, Yz, oo Yal Y 2 Y™ Ani = Wly1, Y, oy Yl
i=1 o

n
ademas si 0 <k <n-2, Y yYAy =0 ya que se puede expresar como un
i=1

determinante en el que la fila k y la fila n son iguales. Sustituyendo estos

resultados se tiene que:

W’ [y1, Y2, oy Yol(X) + P1(X)-W[y1, Y2, ..., Yal(X) = 0, 0 bien: W'(x) + P1(x)-W(x) =

0, una ecuacion diferencial lineal de primer orden que tiene por solucion:

W(x) = Ce_jpl(t)Olt )

Como la exponencial no se anula, se tiene que W(x) = 0 sélo cuando C es
igual a 0, luego W(x) o es la funcién nula o no se anula en ningun punto del

intervalo (a, b). [
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Como conclusion de los teoremas anteriores se tiene el siguiente

corolario:
Corolario 10.2.6:

Si las funciones yi, Y2, ..., Yn Son soluciones de la ecuacion diferencial

L(y) = 0 en el intervalo (a, b), las tres condiciones siguientes son equivalentes:
a) Las funciones ys, ..., yn son linealmente independientes en (a, b).
b) Existe un x € (a, b) tal que W]y, y2, ..., ynl(X) es distinto de cero.

c) Para todo x e (a, b) se verifica que W[yi, Y2, ..., Yn](X) es distinto de

cero.

Es evidente que a) = b) por el teorema 10.2.3, y b) = a) por el teorema

10.2.1, ademas b) = c) por el teorema 10.2.5 y la implicacion c) = b) es trivial.

La hipétesis de que las funciones y; sean soluciones de L(y) = 0 no es
soslayable. Por ejemplo yi(X) = x* e y»(x) = x:IxI son funciones linealmente
independientes en el intervalo (—a, a) y sin embargo existen puntos en los que

W][y1, y2] =0 y otros donde W]y, y»] #0
Definicion 10.2.3:

Se denomina conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién
diferencial homogénea de orden n, L(y) = 0, en un intervalo (a, b), a cualquier

conjunto de n soluciones linealmente independientes en (a, b).
Teorema 10.2.7:

Siempre existe un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién

diferencial homogénea de orden n, L(y) = 0, en el intervalo (a, b).

Demostracion:
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Sea Xo € (a, b). Por el teorema de existencia de soluciones se sabe que
para todo k desde 0 hasta n — 1, existen funciones yg(x) que son solucién de la
ecuacion diferencial y son tales que cada una de ellas verifica la condicion
inicial siguiente: yi¥(xo) = 1y yi)(xo) = 0 si j # k.

Las funciones yo, Y1, ..., Yn-1 SON linealmente independientes. En efecto
sean Cy, Cy, ..., Ch.1 N constantes tales que Coyo + C1.Y1 + ... + ChaYn1 =0, VX €
(a, b). Al derivar esta expresion n — 1 veces y sustituir en cada una de estas n

expresiones X por Xo se verifica que:

n-1
D ckyk(Xg)=0 = co = 0.

k=0
n-1

D ckY'k(Xp)=0=¢1=0
k=0

n-1
ZCkyn_l)k(Xo ): 0 =cnh1=0.
k=0

En consecuencia, las n funciones son linealmente independientes y por lo
tanto forman un conjunto fundamental de soluciones. [

Teorema 10.2.8:

Si{y1 Y2, ..., Yn} €S un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion

diferencial lineal homogénea de orden n L(y) = 0, en el intervalo (a, b),

entonces toda solucion ¢ de esta ecuacion se puede expresar de la forma ¢ =

n
chyk , donde ¢y, cy, ..., Cn SON constantes.
k=1
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Demostracion:

Sea {y1, ¥2, ..., Yn} un conjunto fundamental de soluciones, ¢ una solucién
de la ecuacion L(y) = 0 y Xo un punto del intervalo (a, b), entonces por el

corolario 10.2.6, W[y, Y2, ..., Yn](Xo0) # 0.

Se determina ¢(Xo), ¢’(Xo), ---, (p”'l)(xo), y se considera el siguiente sistema

de n ecuaciones en las incégnitas c1, Co, ..., Cn:

.

D ckYk(X0)=9(Xg)
k=1

n
< D CkY'k(X0)=¢ (Xo0)
k=1

n
> ekyp Px0)=0"V(x0).
\ k=1

Como el determinante de la matriz de los coeficientes W[y, Y2, ..., Ynl(Xo0)
es distinto de cero, el sistema tiene solucion Unica, es decir existen c1, Co, ..., Cn

constantes que verifican las n ecuaciones y por el teorema 10.1.2 de unicidad

n
de la solucion: ¢ = > cyyy . [
k=1

Teorema 10.2.9:

Sea X el conjunto de soluciones de la ecuacion diferencial lineal
homogénea de orden n, L(y) = 0; entonces X tiene estructura de espacio

vectorial de dimension n.

Demostracion:
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El teorema 10.2.2 garantiza la linealidad de las soluciones de la ecuacion
homogénea L(y) = 0, y ademas se verifican los axiomas de espacio vectorial.
En este espacio funcional un conjunto fundamental de soluciones de la
ecuacion diferencial, que existe como resultado del teorema 10.2.7, es una
base de este espacio vectorial ya que por el teorema 10.2.8 cualquier solucién
se puede expresar como combinacion lineal de los elementos del conjunto
fundamental de soluciones que por definicion son funciones linealmente
independientes. Ademas cada solucion no puede depender de mas de n
constantes, ya que en este caso seria solucion de una ecuacién diferencial de

grado mayor que n. [
Corolario 10.2.10:

Sea {y1, Y2, ..., ¥n} un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion
diferencial lineal homogénea de orden n, L(y) = 0, en el intervalo (a, b). La

solucion general de esta ecuacion, ¢(x), se puede expresar de la forma:

n
00 = D cryr(X).

k=1

10.2.3. Estructura de las soluciones de la ecuacion completa

En este apartado se demuestra que la solucion general de una ecuacién
diferencial lineal completa se puede obtener a partir de una solucién particular
de ésta y la solucion general de la ecuacibn homogénea, resultado que ya se
estudié para las ecuaciones lineales de primer orden y que tiene gran
importancia como método para resolver ecuaciones no homogéneas. Para ello
se estudia que el conjunto de soluciones de una ecuacién diferencial lineal de

orden superior completa tiene estructura de espacio afin, siendo su espacio
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vectorial asociado el conjunto de soluciones de la ecuacion diferencial lineal

homogénea asociada.
Teorema 10.2.11:

Sean Pi(x), P2(x), ..., Pn(X), G(x), funciones continuas en un intervalo
abierto (a, b) y sea L(y) = yV + P1(x)y"P + ... + Pra(X)y' + Pa(X)y. Siy1, Yo, ...,
Yn son n soluciones linealmente independientes de la ecuacion diferencial L(y)
= 0 en el intervalo (a, b) y op s una solucion cualquiera de la ecuacion no
homogénea L(y) = G(x), entonces para toda solucion ¢ de esta ecuacion,
existen n constantes cy, C2, ..., Cp, tales que ¢ puede expresarse por:

n
®=gp+ D CkYk
k=1

Demostracion:

Sea ¢ una solucion arbitraria de la ecuacion L(y) = G(x). Como ¢p también
es solucion se tiene que ambas funciones verifican la ecuacion, por lo que
L(ep) = Gy L(p) = G. Por la linealidad de L se verifica que L(¢p — op) = G(X) —
G(x) = 0, y por lo tanto ¢ — @p €s una solucién de la ecuacion homogénea

asociada. Por el teorema 10.2.8 existen n constantes c, Co, ..., Cn, tales que ¢

n n
—@p = chyk = ¢=0¢p + chyk , de donde se deduce que la solucion ¢
k=1 k=1

de la ecuacion no homogénea se puede expresar como la suma de una

solucién particular de ésta més la solucién general de la homogénea. [
Teorema 10.2.12:

Sean Pi(x), P2(x), ..., Pn(X), G(x), funciones continuas en un intervalo
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abierto (a, b) y sea L(y) =y + P1(x)y"Y + ... + Pra(X)y' + Pn(x)y. El conjunto
de soluciones de la ecuacién diferencial lineal completa L(y) = G(x) tiene
estructura de espacio afin de dimension n construido sobre el espacio vectorial

de soluciones de la ecuacion homogénea L(y) = 0.

Sea X el conjunto de soluciones de la ecuacidon homogénea que por el
teorema 10.2.9 tiene estructura de espacio vectorial de dimension n y I' el

conjunto de soluciones de la ecuacion completa.

La aplicacion h: T' x I — X, definida por h(p1, ¢2) = ¢2 — @1 estructura aI"

como espacio afin ya que:

Si(pl,(pzeF:>L(q)2—(p1):L((pz)—L((p1)=G—G=O:>(p2—cp1eZ.

Ademas se verifican los axiomas de espacio afin:
1°Ve1eTyVy e Z, 3¢ € T, tal que h(e1, ¢2) = ¢2 — 91 = .

Basta tomar ¢, = @1 + y. Es claro que ¢, € T ya que L(p2) = L(p1 + y) =

L(p1) - L(w) = G.

2° Si 91, 02, @3 € " entonces h(p1, ¢2) + h(p2, ¢3) = h(p1, @3) lo que se

verifica ya que ¢2 — @1 + @3 — @2 = @3 — 01.

Ejemplos resueltos

Ejemplo 10.2.1: Estudiar la dependencia o independencia lineal del

conjunto de funciones {1, x, x%, ..., x"}.

Estas funciones son linealmente independientes en el intervalo (-0, ), ya
que si la igualdad oy + a-X + ... + ans1-X" = 0, se verifica para todos los valores

de x, entonces a1 = o = ... = ap+1 = 0.
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Ejemplo 10.2.2: Demostrar que el conjunto de funciones {eki* ek2X eksXy
donde k; ks ks, son numeros reales todos ellos distintos entre si, es

linealmente independiente en (-, ).

eklx ek2x ek3x

2  kix 2 kx 2  kix
k1 e k2e k3e

1 1 1
= ekX ghaX ghaX )k, kgl = XX eK2X eKeX (ky - Kky)-(Ks - ka)(Ks - ka).
ki k5 ks

Como ki, kz ks, son numeros todos ellos distintos, entonces W]
e e"2" e"3"] # 0 para todo x € (—wo, «); por lo tanto las funciones son
linealmente independientes.

Ejemplo 10.2.3: Demostrar que el conjunto de funciones ({

e®™senBx, e™ cosBx} es linealmente independiente en (—oo, ).

Se supone que existen dos numeros reales a3, o, tales que
a,esenBx + a,e®™ cosBx =0; dividiendo la igualdad por e, se obtiene
0qsenBx +a, cosPx =0. Si se toma el valor x = 0 se tiene que a, = 0y por lo

tanto a;senBx =0. Como la funcidn senBx no es la funcion cero, resulta que

ap = 0 y por lo tanto las funciones consideradas son linealmente

independientes.

Ejemplo 10.2.4: Estudiar la dependencia o independencia lineal de las

funciones y; e y, definidas por:
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_Jx? xe(-10) _[0 xe(-10)
Y1(X)—{O Y e[0.1) e ya(x) = 2 xc[0.1)

Las funciones y; e y, son linealmente independientes en el intervalo (-1,
1) y sin embargo su wronskiano es la funcion cero, por lo tanto {y;, y»} no

pueden ser soluciones de una misma ecuacion diferencial lineal de orden dos.
Ejemplo 10.2.5: ¢ Pueden ser f(x) = x y g(x) = " soluciones de la ecuacion
y” + p(x)y’ + q(x) =0, p(x) y q(x) funciones continuas, en el intervalo (0, 2)? ¢Y

en el intervalo (-6, -1)7?

Las funciones f y g son linealmente independientes. Por otra parte su
wroskiano WI[f, g](x) = e*(x — 1) se anula en x = 1, por lo que no pueden ser
soluciones de una ecuacion diferencial lineal en el intervalo (0, 2) que contiene

a x =1, y si podrian serlo en (-6, —1) que no lo contiene.

Ejercicios

ax n-1 Lax
-e

10.5. Demostrar que {e¥, x-e%, ..., X } es un conjunto de funciones

linealmente independientes en R.

10.6. Verificar si el conjunto de funciones {Inx, xnx, x*Inx} es linealmente

independiente en R”.

10.7. Comprobar si las siguientes funciones ¢(x) son solucién general de

las ecuaciones diferenciales siguientes:
a) y'+y=0; ¢(x) =C,-cos x + Cy-sen x.
b) y'-y=0;0(x) =Ci€"+Cae™

c) y'+y=1; p(X) =C;cos x + Cosen x + 1.
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er

d) y'—y=e" ¢(x)=Cie"+Cre*+ 3

10.3. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES
HOMOGENEAS CON COEFICIENTES

CONSTANTES

10.3.1. Ecuacion caracteristica. Autovalores

Una ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes se
puede expresar de la forma L(y) = 0 siendo L(y) = y” + p1y"™™ + ... + pnay' +

Pny, CON p1, P2, ..., Pn CONStantes

Para resolver la ecuacion diferencial lineal homogénea L(y) = 0, se
buscan soluciones de la forma y = €™, de donde y' = 2e™*, y en general y” =

A"-e™. Al sustituir estas funciones en la ecuacion se obtiene que:
A"+ pr A"+ L+ prad +pn)e¥=0
y como e™* = 0 se debe verificar que:
AN+ prA™ L+ prad + pn = 0.
Definicion10.3.1:
Se denomina ecuacién caracteristica de L(y) = 0 a la ecuacion:

A"+ A"+ L+ praA+pn=0
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y polinomio caracteristico al polinomio que la define.
Por lo tanto y = " es solucién de la ecuacién L(y) = 0 si y sélo si A es raiz
de su ecuacion caracteristica.

Definicién 10.3.2:

Se denominan autovalores o valores propios de la ecuacion diferencial

L(y)= 0 a las raices de su ecuacion caracteristica.

Los autovalores se denominan simples o multiples con el mismo criterio
gue las correspondientes raices de la ecuacion caracteristica, siendo el orden

de multiplicidad de un autovalor multiple el orden de la raiz correspondiente.

El teorema fundamental del algebra asegura que esta ecuacion tiene n
autovalores que pueden ser reales o complejos y simples o mdltiples y es
precisamente esta clasificacion de los autovalores la que determina los
distintos tipos de solucion de la ecuacién diferencial. La diferenciacion entre
autovalores reales y complejos so6lo es necesario realizarla cuando se buscan

soluciones reales de la ecuacion diferencial.

10.3.2. Discusion de las soluciones

Caso 1: Los autovalores son reales y simples.

Se supone que la ecuacion caracteristica tiene n raices reales y simples,
que son los autovalores de la ecuacion A;, Ay, ..., An. Entonces el operador L

puede expresarse como un producto de n operadores de la siguiente forma:
L=(D—-A1)(D —22)-+(D — An).
Un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién L(y) = O viene

dado por yi(x) = e, y,(x) = e*2X, ..., ya(x) = %, y por tanto la solucion
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general es una combinacion lineal de estas funciones:

n
W(x)= ZCkeka :
k=1

Caso 2: Los autovalores son reales y alguno de ellos es multiple

Si se supone gue solo existe un autovalor multiple A, con orden de
multiplicidad s, el operador L puede expresarse como un producto de

operadores de la siguiente forma L = (D — 1)%Ls(D).

Las soluciones de la ecuacion Ls(D) = 0 estan determinadas como en el
caso anterior. Para buscar soluciones de la ecuacién (D — 1)*(y) = 0, se prueba
con funciones de la forma y(x) = g(x)-e™, siendo g(x) una funcién por

determinar.
Para demostrar lo que sigue se necesita un lema previo:
Lema 10.3.1:

Sea y(x) una funcién compleja con derivadas continuas hasta el orden m,

entonces se verifica que (D — A)™(€™-y(x)) = e”*-D™(y(x)), siendo XA constante.
Demostracion:
Se probara por induccién sobre m.
Para m = 0 es evidente. Supuesto cierto para m — 1, se tiene que:
(D = 2)"(€™y(x) = (D - (D = A" (€™ y(x) = (D ~ 1)-(e™D™y(x)) =
e™-D"(y(x)). I’

Se debe verificar que (D — 1)%(g(x)-€™) = 0 por lo que e™*D%(g(x)) = 0, y

como e™* = 0 resulta que D%(g(x)) = 0, por lo tanto una solucién para g(x) es un
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polinomio de grado s — 1.

Las s soluciones linealmente independientes buscadas de la ecuacién

(D-1)%(y) = 0 pueden ser:

y1(x) = e, ya(x) = x €™, ya(x) = x* €™, ..., ys(x) = x7 €™,

y la solucion general es de la forma:
9s(X) = (C1+ Cax + C3x* + ... + Csx*H)e™.

Por otra parte si A1, A2, ..., Ans SON l0os autovalores simples, un conjunto

fundamental de soluciones de la ecuacién L(y) = 0 estara formado por

sl ghX A1X ,

yi(x) = e, ya(x) = x€™, ya(x) = x*€", ..., ys(x) = X , Ysr(X) = e

A

X, yn(X) = e*s* ya que son n soluciones linealmente

_ A
ys+2(x) = e
independientes de una ecuacién diferencial de orden n.

Por lo tanto la solucidon general es una combinacion lineal de estas

funciones:

S n-s
W) = (Y Ckx et + 3 Cq X
k=1 k=1

Cuando las funciones que son solucion de la ecuacion diferencial pueden
ser funciones con valores complejos la discusion general estaria terminada, los

siguientes casos s6lo son necesarios cuando se buscan soluciones reales.

Teniendo en cuenta que una ecuacién polinbmica que tiene una raiz
compleja o + B+ también tiene su conjugada o — B4 y con objeto de simplificar
la notacion, los siguientes casos que se discuten se van a reducir a considerar

dos autovalores complejos que pueden ser simples o multiples.
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Caso 3: Dos autovalores complejos simples

Sean a + B4y o — B los autovalores complejos. Un conjunto fundamental
de soluciones en el plano complejo es z1(x) = e*P*y z,(x) = e®P* pero si z;
y 2z, son soluciones linealmente independientes también lo son sus

:Zl+22 ey :Zl_ZZ

combinaciones lineales y; > 2 Y
i

y por lo tanto

y1(x)=e™ -cosPx e y,(x)=e™ -senpx, que son funciones reales, forman

un conjunto fundamental de soluciones reales y la solucion general de la

ecuacion diferencial es:
Ww(x)=Ce™ -cosBx +C,e% -senpx.
Caso 4: Dos autovalores complejos multiples de orden s

Sean a + B4y o — B4 los autovalores complejos de orden de multiplicidad
s. Utilizando los resultados de los dos casos anteriores se tiene que un

conjunto fundamental de soluciones esta formado por:
y1(X) = e™.cos BX, y2(x) = x-€**.cos X, ..., ys(x) = x> e**cos BXx,

s-1 ‘eocx

ys+1(X) = e¥.sen BX, Ys+2(X) = x-€¥sen Bx, ..., Yas(X) = X sen Bx

y la solucion general de la ecuacion diferencial es:

S S
Y(x) = (ZCkxk_l)eO(X COS[BX + (ZCS+kxk_1)eaxsen[3x _
k=1 k=1

Ejemplos resueltos

Ejemplo 10.3.1. Calcular la solucion general de la ecuacion diferencial:

y' -3y’ +2y=0.
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Primero se calculan sus autovalores, es decir, las raices de su ecuacion

caracteristica A’ — 3L +2 =0, que son A1 = 1y A, = 2.

Un conjunto fundamental de soluciones esta formado por {e*, e} y por lo

tanto la solucion general de la ecuacion es:
y(X) = C,e+ Cz'ezx.

Ejemplo 10.3.2. Resolver la ecuacion diferencial y” + 2y’ + y = 0y

encontrar la solucién particular que verifique que y(0) = y’(0) = 1.

Su ecuacién caracteristica A% + 21 + 1 = 0, sélo tiene un autovalor A = -1

de orden dos.

Un conjunto fundamental de soluciones esta formado por {e*, x-€™} y por

lo tanto la solucién general de la ecuacion es y(x) = C; €™ + Coxe™.
La solucién particular que verifica las condiciones iniciales es:
y(X) = e™ + 2x-e™,
yaque y(0)=C;yy'(0)=-C; +C,,luego C1=1y C, = 2.
Ejemplo 10.3.3: Integrar la ecuacion diferencial y’” + 6y’ + 20y = 0.

Se escribe su ecuacion caracteristica, A* + 61 + 20 = 0, y sus autovalores
A1=-2,A2=1+3iy Az =1-3i. Un conjunto fundamental de soluciones esta
formado por {€%, e“cos 3x, e*sen 3x} y por lo tanto la solucién general de la

ecuacion viene expresada por:
y(x) = C1 €% + C,€*cos 3x + C,-€*sen 3x.
Ejemplo 10.3.4: Resolver y" +y¥ —y”" —y = 0.

Esta ecuacion tiene como ecuacién caracteristica es A° + 2* - 22 -1 =0,
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que tiene dos autovalores reales simples A1 =1, A, = -1y dos complejos A3 =1,

A4 = —i de orden dos.

Un conjunto fundamental de soluciones esta formado por {e*, e*, cos X,
senx, X-€osx, x-senx} y por lo tanto la solucién general de la ecuacién viene

dada por:
y(X) =Cr "+ Cre™+ Czcos x + Cy-sen x + CsX-€0S X + Cg:X-SEN X.

Ejemplo 10.3.5: Buscar una ecuacion diferencial lineal homogénea de

segundo orden con coeficientes constantes que tenga como soluciones:
y1(x) = €%, ya(x) = e
El polinomio caracteristico debe tener las raices 3 y -2 y ser de segundo
grado. Por tanto p(A) = (A — 3)-(A + 2) = A> — L — 6 y la ecuacién buscada es:
y’—y —6y=0.

Ejemplo 10.3.6: Escribir la solucion general de una ecuacion diferencial
lineal homogénea de coeficientes constantes cuyo polinomio caracteristico es

p(A) = (A —1)-(x + 3)-(A + 5)-(A — 2)-(A — 4).
La solucién general es:

y(x) =Cie" + C2'e-3x + CS‘e-SX + C4'82X + C5'84X.
Ejercicios
10.8. Calcular la solucion general de las siguientes ecuaciones lineales:

a) y’'+2y +5y=0.
b) y¥-y” =0.

c) y'-2y’-3y =0.



© M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA Ecuaciones diferenciales 639

10.9. Integrar las ecuaciones:

a)y’” —-2y” -5y +6y=0.
b) yV-y=0.
c) y'+y=0.
d) (D?- 2D + 5)?(y) = 0.
10.10. Probar que si x-e** es una solucién de la ecuacion diferencial lineal
de segundo orden con coeficientes constantes L(y) = 0, entonces su

ecuacion caracteristica tiene a o como raiz doble.

10.4. METODOS DE RESOLUCION @ DE

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

10.4.1. Reduccion de orden de una ecuacion diferencial lineal

homogénea. Método de D’Alembert

El método de D’Alembert consiste en reducir el orden de una ecuacion
lineal homogénea, sin que deje de ser lineal, cuando previamente se conoce

una solucion particular que no sea trivial.

Sean Pi(x), P2(x), ..., Pn(x) funciones continuas en un intervalo abierto
(@ b)y L) =y” + P1()-y"™™ + ... + Pra(X)-y’ + Pn(X)-y.

Se considera la ecuacion homogénea L(y) = 0. Sea yi(x) una solucion
particular, no trivial, de la ecuacién anterior. Si se supone que y(x) = z(x)-y1(x),
donde z(x) es una nueva funcién incégnita, se tiene una ecuacion de la forma

an(X)-z” + an1(X)-2" + ... + a;(x)-z' = 0; llamando z'(x) = u(x) se obtiene una
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ecuacion diferencial en u(x) en la que el orden queda reducido en una unidad.

Por tanto un método general de busqueda de soluciones puede ser
tantear con soluciones sencillas: polinGmicas, exponenciales o trigopnométricas
y si se consigue hallar una, entonces es posible reducir el orden. De esta forma
resulta facil resolver ecuaciones de segundo orden que quedan reducidas a
ecuaciones lineales de primer orden; ademas en este caso las funciones y1(x)
e y2(X) = z(x)-y1(x) son linealmente independientes y por tanto forman un

conjunto fundamental de soluciones.

10.4.2. Método de variacion de las constantes

El método de variacion de las constantes o método de variacién de
parametros se emplea para resolver una ecuacion lineal no homogénea de
orden n. Consiste en obtener primero la soluciébn general de la ecuacion
homogénea y buscar a continuacion una solucién de la ecuacion completa que
tenga la forma de la solucion general de la ecuacibn homogénea pero

considerando las constantes como funciones a determinar.

Sea L(y) = G(x), con L(y) =y + P1(X)y"™ + ... + Pra(X):y' + Pa(X)y, la
n
ecuacion no homogénea que se quiere resolver y sea yu(X) = chyk x) la
k=1
solucién general de la ecuacion homogénea asociada en el intervalo (a, b). Se
supone que una solucion particular de la ecuacion completa es de la forma ¢(X)
n
= ka(x)yk(x), siendo vi(x) funciones que hay que determinar. Para ello es

k=1

necesario imponer n condiciones.

Al derivar la expresion anterior se obtiene:
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@00 = D Vi (X)Yk(X)+ D Vi(X)Y'k (X),

n
si se impone la condicion Zv'k (X)Yk(x)=0 resulta:
k=1

n
()= D Vi (X)Y'k (X).

k=1

Derivando de nuevo esta expresion:

Q" (X) = D V' (X)Y'k (X)+ D Vi (X)Y' 'k (X)

k=1 k=1

n
y si se impone de nuevo la condicion ZV'k (X)Y'k (x)=0 se obtiene:
k=1

n
0" = DV (X)y 'k (%)

k=1

Se repite este proceso hasta la derivada de orden n con lo que se tiene

que:

n n
o) = > Vi (Y D0+ Y e (x)y (%),

k=1 k=1
Sustituyendo en la ecuacion diferencial:

L) =¢@" + P19™ + .. + P19 + Pho =G(X) =

n n n n n

1 _1 _1 1
D Vi (XY J(x) + zvkyl?)ﬂ:’l'zvky;? )+---+Pn-1'Zka K HPn D ViV =
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

n n
SV ODYE ) + Y vy + Py 4 Pag i+ Py oY) = G(X).
k=1 k=1
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y por tanto:
. ' n-1) .
D Vi ()R (x) =G(x)
k=1

Si se pueden encontrar n funciones vi(x), Va(X), ..., Va(X) que verifiquen las
n condiciones impuestas, entonces ¢ es una solucion particular de la ecuacién

completa.

Las funciones v'1(X), V'2(X), ..., V'n(X) Se obtienen, por tanto, como solucién

del sistema:

[ n
D Vi (X)yk(x)=0

k=1

D Vi (XY (x)=0

k=1

n
S vic(x)yg (%) =G(x).

k=1

\

En este sistema el determinante de los coeficientes de las incognitas es el
wronskiano W[y1, Y2, ..., Ynl(X), que por el corolario 10.2.6 no se anula en

ningun punto del intervalo (a, b). Por lo tanto tiene solucién Unica y aplicando la

. wW
regla de Cramer se obtiene que V' = Wk 1 < k £ n, donde Wy es el

determinante que se obtiene del wronskiano sustituyendo la columna k por (O,

0,..,0,G).

X
Al integrar se tiene que vi(x) = I

Xo

Wk(t)dt'

siendo Xp un punto del
W(t)
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intervalo (a, b). Sustituyendo se obtiene una solucion particular de la ecuacion

n X
lineal no homogénea ¢p(x) = ) I

k=1 x,

Wi (t)

dt x). Por el teorema 10.2.11 la
WD) Yk (X)

solucion general de la ecuacion completa ¢4 Se puede expresar por g = Wy +
¢p es decir, la solucion general de la ecuacion homogénea asociada mas una

solucion particular de la completa.

Ejemplos resueltos

Ejemplo 10.4.1: Resolver la ecuacion diferencial x-y” + 2y’ + xy =0, X > 0,

- senx
sabiendo que y; =

es una solucion particular.

Para calcular una solucion linealmente independiente de y; se busca una

senx

segunda solucion de la forma y,(x) = Z(x). Entonces y,' =yi’z+y;Z2 e

y2"=yi1"z+ 2y, 2 +y1Z".
Se sustituye en la ecuacion:
X(y1'z+2y1'Z +y1-2") +2(y1'z+y1Z) + xy1z=0
y se ordenan términos:
2" Xy1 + Z’{2X Y1’ + 2y1) + Z(Xy1" + 2y1" + Xy1) = 0.

Al ser la funcion y; una solucion particular de xy1” + 2y;” + xy; = 0, se
verifica que el término que multiplica a z es igual a cero y se tiene: z"xy; +

Z’(2xy1’ + 2y;) = 0.

senx
Comoy; =

= XYy1=Senx =
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2xy1’ + 2y:= 2x(Sor 28X H SO = 2cos x.
X X X

La ecuacion queda de la forma sen xz” + 2cos x-z' = 0 que se puede

Z" 2cosx . , ,
expresar por —+--—--0, e integrando In|z'| + 2In|senx|=K, luego z"sen®
7 senx

= C, y por lo tanto z = -C;-cotg x + C».
. COSX i L
Se tiene entonces que y, = —— Yy la solucion general de la ecuacion
X

diferencial viene expresada por:

senx
COSX +C, >0.

y=0Cy :
X

Ejemplo 10.4.2: Resolver la ecuacion diferencial y” + y = cosec x

sabiendo que la solucién general de la ecuacion homogénea es:
yH(X) = A-cos x + B-sen x.

Se comprueba primero la solucion general de la ecuacibn homogénea
y(X) = A-cos x + B-sen x y se busca una solucién particular de la ecuacion
completa de la forma ¢p(X) = A(x)-cos X + B(x)-sen x. Para determinar las

funciones A(x) y B(x) se resuelve el sistema:

A’(x)-cos x + B’'(x)-senx=0

—A’(x)-sen x + B’(x)-cos X = cosec X

Se obtiene que A’(x) = -1 y B’(x) = cotg x; integrando, A(X) = X + C; y

B(x) = In Isen xI + C,. Una solucion particular es:
¢p(X) = —x-cos x + sen x:In Isen xl.

La soluciéon general de la ecuaciéon no homogénea es:
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@(X) = (=x + Cy)-cos x + (In Isen xI + C,)-sen Xx.
Ejemplo 10.4.3: Calcular la solucion general de la ecuacion diferencial:
X2y — 6x%y + 9x%y = e¥, x> 0.

Se calcula primero la solucion general de la ecuacion homogénea yu(x) =
Ae* + Bx-€e¥, y se busca una solucién particular de la ecuacion completa de la
forma ¢p(x) = A(X) e¥ + B(x)x-e¥. Para determinar las funciones A(X) y B(x) se

resuelve el sistema:

A'(x)3e* + B'(x) [e** + x3e¥] = e¥* x™Z.

Se observa que el coeficiente de y' debe ser 1, por lo que G(x) = e¥*x?

{A’(x) >+ B'(x)xe¥*=0

El sistema tiene como solucién A'(x) = —x* y B'(x) = x%, e integrando, A(X)
= —Inixl + C1 y B(x) = —x* + C,, por tanto la solucién general de la ecuacién no

homogénea es: @(x) = (-Inixl + C1)-e* + (—x* + C,)-xe*, x> 0.
Ejercicios
10.11. Resolver la ecuacion xy” — (x + 1)y’ + y = 0, x > 0, buscando

previamente una solucion particular de tipo exponencial.

10.12. Resolver la ecuaciéon x*y” + 2xy' — 6y = 0, x > 0, buscando

previamente una solucion particular de tipo y = X'

10.13. Calcular, utilizando el método de variacién de las constantes, la

solucion general de las siguientes ecuaciones:
a) y'+y=secx.

b) y™ +y' = cosec x.
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c) y"+4y=tg2x.
d) y'+2y'+y=e>Inx.

10.14. Encontrar la solucion general para cada una de las siguientes

ecuaciones:
a. (D°-4D+3)(y)= —
1+e7 %
1
b. (D? - 1)(y) = ;
(1+e7%)?

10.4.3. Ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas con

coeficientes constantes

Los métodos que se estudian a continuacion estan indicados,
especialmente, para resolver ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes, pues con ellos generalmente resulta mas facil obtener una solucién
particular de la ecuacion no homogénea que con el método general de

variacion de las constantes.

Método del anulador

Se considera la ecuacion diferencial L(y) = G(x), donde el operador L tiene
coeficientes constantes. EI método consiste en encontrar un operador A con
coeficientes constantes que anule la funcion G, es decir, A(G) = 0. De este
modo, aplicando el operador A a la ecuacion dada, se obtiene A-L(y) = A(G) =0
de forma que las soluciones de L(y) = G(x) también son soluciones de la
ecuacion homogénea AL(y) = 0. Se resuelve esta ecuacion y entre sus

soluciones se elige una que satisfaga L(y) = G(x). Conocida una solucion
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particular de la ecuacion completa, ¢p, por el teorema 10.2.11, la solucion
general, ¢4, de esta ecuacion se expresa por ¢q = ¢p + yy, Siendo yy la

solucién general de la ecuacién homogénea asociada.

Se puede aplicar el método del anulador cuando se encuentre un
operador con coeficientes constantes que anule el término G(x), lo que solo es

posible cuando éste es de la forma: x™-e**, x™.e**.cos Bx; x™-e**-sen Bx.

A continuacion se incluye una lista de posibles funciones y de su

correspondiente anulador:

Funcion G(x) Operador anulador

G(x) = x™* D™

G(x) = e* D-a

G(x) = x™*e* (D-o)"

G1(x) = cos Bx; Ga(X) = sen px D? + B2

G1(x) = X™*cos Bx; Ga(x) = X™*.sen px (D? + pA)"

G1(X) = e™cos Bx; Ga(x) = e™-sen px (D —a)? + p?
G1(x) = X™1.e™.cos Bx; Go(x) = X" e™.sen px (D — a)? + o)™

Meétodo de los coeficientes indeterminados

Se considera la ecuacion diferencial YV + p1y™ + ... + ppay + pny =
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G(x) donde pi, p2, ..., Pn SON constantes y G(x) una funcién continua en un
intervalo de la recta real. Como en el método anterior, por aplicaciéon del
teorema 4.2.11, obtener la solucién general de esta ecuacién se reduce a
encontrar una solucién particular de la ecuacion y la solucion general de la
ecuacion homogénea asociada y solo se puede aplicar este método cuando la

funcién G(x) sea de la forma:
G(X) = e™(Qm(x)-cos Bx + R;(x)-sen Bx),

siendo Qn(X) y Rr(x) polinomios de grado m y r respectivamente, o bien cuando

la funcidn G sea una combinacion lineal de este tipo de funciones.
Si G(x) = e™(Qm(x)-cos Bx + R(x)-sen Bx), una solucién particular ¢, de la
ecuacion diferencial completa es:
op = X>-e¥(Sk(X)-cos Bx + Ti(X)-sen Bx),

siendo k = max(m, r); Sk(x) y Tk(x) polinomios de grado k de coeficientes
indeterminados que hay que calcular y s el orden de multiplicidad de la raiz de
la ecuacion caracteristica A = a *+ i de la ecuacion homogénea. En particular

cuando las raices no son de la forma a + i, entonces s toma el valor 0.

Se observa que, en la practica, este método coincide con el método del

anulador.

Para facilitar el célculo de la solucion particular segun las distintas formas

de G se resume su expresion en la siguiente tabla.

Funcion G(x) Raices de la ecuacién Solucién particular

caracteristica k = max(m, r)
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Qm(x) L =0no esraiz de la Sm(X)

ecuacion caracteristica

L =0esraizde ordens XS m(X)
A = a no es raiz Sm(x)-e
Qm(x)-€™ |1 =0 esraiz de orden s X3S m(x)-e%
o real
A =1Bino es raiz Sk(x)-cospx + Tg(x)-senpx

Qm(X)-cosPx + | = +Bies raizde ordens  |x*-(Sk(X)-cospx + Ti(x)-senpx)

R (x)-senpx

A =a £ Binoesraiz (Sk(X)-cospx +T(x)-senpx)-e™

e (Qm(x)-cosPX |} = o + Bi es raiz de orden s | x-(Sk(X)-cospx +

+ R((x)-senpx) Tk(x)-senpx)-e*

En ocasiones cuando en la ecuacion diferencial L(y) = G(x), la funcidn
G(x) contiene las funciones trigonométricas sen Bx, cos X se puede expresar
facilmente como una funcidon exponencial compleja. Considerar y resolver la
ecuacion en el plano complejo muchas veces simplifica los célculos como se

observa en el ejemplo 10.4.9.

Ejemplos resueltos

Ejemplo 10.4.4: Calcular una solucion particular de la ecuacién diferencial

lineal (D* - 16)(y) = x* + x + 1, buscando un polinomio anulador.

El operador D® anula la ecuacién de forma que D*(D* — 16)(y) = 0. Las

soluciones de la ecuacion caracteristica son A1 =A2=A3=0,A4 =2, A5 = -2 Ap
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= 2i, A7 ==2i y la solucion general es de la forma:
@(x) = C1 + Ca-X + C3-x*+ C4-® + Cs-e® + C7-cos 2x + Cg-sen 2x,

como los cuatro Ultimos términos son anulados por D* — 16 por ser soluciones
de la ecuacion homogénea, nuestro objetivo es encontrar Cy, C,, Cs, tal que
(D* = 16)-(C1 + Co-x + C3x?) = x* + x + 1, por lo que — 16C; — 16C,x — 16C3x® =

, ) 1 1 1 A, [ V1
X“+x+1l asiCz3=—,C=—,Ci= — X)= —X" — —X-— —.
3= 15 CT 15 G g YT 15X T 5% 16

Ejemplo 10.4.5: Calcular la solucion de la ecuacion diferencial lineal:
(D*=16)(y)=x*+x+1
mediante el método de coeficientes indeterminados.

Las raices de la ecuacion caracteristica son: Ay =2, A, = -2 k3 = 2i, Ag =
—2i y la solucién general de la ecuacion homogénea asociada es de la forma

2 4 C3-c08 2X + Cy-sen 2x. Se busca una solucién

oH(X) = C1-€™ + Cye
particular “parecida” a G(X) = x*> + X + 1, pp(x) = Ax* + Bx + C, e imponiendo

o ., J _ 1, 1
que sea solucion de la ecuacion completa se obtiene que @p(X) = Ex - Ex -

1 > .
6 por lo que solucion general pedida es:

| -1 1 1
X) = C1-€% + Cr-e + C3-c08 2X + Cy58N 2X + —X> — —x — —.
o(X) 1 2 3 4 16 16 16

Ejemplo 10.4.6: Calcular la solucién general de la ecuacion diferencial
lineal (D? — 3D + 2)(y) = e*, buscando un polinomio anulador.
El operador (D — 1) anula a e* de modo que (D — 1)-(D? — 3D +2)(y) = 0,

los autovalores son A; = 2, A, = A3 = 1, y la solucion general de esta ecuacién
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es de la forma ¢(x) = C1-e® + C,-e* + C3-x-€*. Como los dos primeros términos
son anulados por (D? — 3D + 2), es suficiente determinar Cs talque (D*- 3D + 2)
(Cs-x-€) = e*. Derivando se obtiene C3 = -1 y la solucion general de la

ecuacion es: gg(x) = C;-e* + C,-e* — x-e~.

Si se utilizara el método de los coeficientes indeterminados, al ser A =1
raiz de la ecuacion caracteristica no se podria probar una solucion particular
o(X) = Ae*, sino que se probaria con ¢(x) = Ax-e*, obteniéndose que A = -1.

Ejemplo 10.4.7: Calcular la solucién general de la ecuacion diferencial

lineal y” —y” +y’ —y = x? + x, y encontrar la solucién particular que verifica las

condiciones iniciales y(0) = 0; y’(0) = y”(0) = 1.

Se calcula primero una solucion de la ecuacion diferencial lineal
homogénea asociada yu(x) = C1-€* + C,-cos X + Cz-sen x; como A = 0 no es un
autovalor, la solucion particular ¢, €s un polinomio de grado dos:

ep(X) = Ax? + Bx + C, cuyos coeficientes A, B, C hay que determinar. Se
sustituye este polinomio y sus derivadas en la ecuacion diferencial:

— (2A) + (2Ax + B) — (AX? + Bx + C) = X*+ X.

Se identifican coeficientes:

(—A=1

{2A-B=1

CZA +B-C=0
Se resuelve el sistemay se tiene que A =-1; B =-3; C = -1 por lo que:

ep(x) = X" - 3x -1
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y por tanto la solucion general es:
@g(x) = C1-€* + Cy-cos x + Cz-sen x — x* — 3x — 1.

Para obtener la solucién particular que verifica que y(0) = 0; y’(0) =y”(0) =
1, se calcula 9g(0) =C1 + Co -1, ¢'4g(0) =C1 + C3 -3, ¢"4(0)=C1 - Co - 2y

resolviendo el sistema:

C,+C,-1=0
C,+C,-3=1
C,C,-2=1

se obtiene C;=2, C, = -1y C3 = 2y por tanto la solucién particular que verifica
las condiciones iniciales es:

o(x) = 2e* —cos x + 2sen X — x* — 3x — 1.

Ejemplo 10.4.8: Resolver la ecuacion y™” — y” = 12x* + 6x.

Se calcula la solucion general de la ecuacion homogénea asociada: yy(x)
= C; + Cyx + C3e¥, como L = 0 es autovalor doble, la solucién particular ¢, es
un polinomio de grado cuatro de la forma: @p(x) = x*-(Ax* + Bx + C) = Ax* + Bx®
+ Cx? cuyos coeficientes A, B, C hay que determinar. Sustituyendo este

polinomio y sus derivadas en la ecuacién diferencial:
24A-X + 6B — (12A-X? + 6B-x +2C) = 12X + 6X.
Identificando coeficientes se obtiene el siguiente sistema:
(-12A =12

{24A-6B=6

6B-2C=0
\
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de donde resulta: A =-1; B = -5y C = -15. Por lo tanto la solucién particular

es:
@p(x) = —x* - 5x® — 15%°,
y la solucién general:
@g(x) =C1+ Cyx + Cae* - x* — 5x° - 15x°,
Ejemplo 10.4.9: Resolver la ecuacién diferencial y" + y = x-sen X.

Los autovalores son A; =iy A, = =i, y la solucién general de la ecuacién
homogénea asociada tiene la forma yy(Xx) = C1cos X + CpSen x; como +i son
autovalores simples, una solucion particular de la ecuacion completa ¢, es de
la forma ¢p(x) = X-[(Ax + B)-cos x + (Cx + D)-sen x|, en la que hay cuatro

coeficientes por determinar.

Para simplificar se considera la ecuacion de variable compleja con
coeficientes reales z” + z = x-e*. Al ser x-sen x la parte imaginaria de x-€*,
entonces la parte imaginaria de una solucion de la ecuacion de variable

compleja es una solucion para la ecuacion de variable real.

Sea z, = (Ax + B)-x-e* = (AX* + Bx)-e* una solucion particular de la

ecuacion de variable compleja; sustituyendo para calcular A y B se tiene que:
(2A + 4Axi + 2Bi)-eX = x-e* y por tanto A = i' yB= % por lo que:

—i.X*+X . XCOSX+X’Senx . XSenx—x’cosx
Zp = T(cosx+lsenx): +i

4 4

de donde resulta que una solucion particular ¢, de la ecuacion inicial es:

Xsenx—x’cosx
4

Pp(X) =
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y la solucién general:

XSenx—x?cosx

@g(x) = C1cos x + Cpsen x + .

Ejercicios
10.15. Encontrar la solucion general para cada una de las siguientes

ecuaciones:

a) (D - 1)(D - 2)%(y) = e,
b) (D? — 1)(y) = 4x-e*.

c) (D*-4D)(y) =4

10.16. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
a) y” -6y + 9y =e?,
b) y” -y =sen. (Ayuda: Expresar sen’x en funcion del angulo 2x).
C) YT -y HY -y =x'+x
d) y’ -6y + 9y = 25e*sen x.

10.17. Resolver las siguientes ecuaciones, planteando la correspondiente
ecuacion de variable compleja
a) y’ +y=XCos X

b) y” + 4y = sen 2x
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10.4.4. Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes no

constantes

No existen métodos generales para resolver una ecuacion diferencial
lineal con coeficientes variables, pero hay diversos procedimientos, utilizando
distintos cambios de variable, que permiten rebajar el orden de la ecuacién.
Algunos de estos procedimientos coinciden con los que se estudiaban en el
capitulo 9 para reducir el orden de una ecuacion diferencial de orden n. Otra
forma de reducir el orden de una ecuacién de este tipo es utilizar el principio de
D’Alembert que se estudio en el apartado 10.4.1, pero esto supone que se
conoce una solucion particular. Por otra parte existen algunas ecuaciones
especiales, como la ecuacion de Cauchy-Euler, a las que se puede aplicar un

método general de resolucién.

Para utilizar el método de variacién de las constantes, aplicable a una
ecuacion lineal con coeficientes variables, es necesario conocer un conjunto
fundamental de soluciones de la ecuacion homogénea asociada, o que no
siempre es facil cuando se trata de resolver una ecuacioén diferencial lineal con

coeficientes variables.

Ecuacion de Cauchy-Euler

Definicién 10.4.1:

Se denomina ecuacién de Cauchy-Euler, o ecuacion equidimensional, a

una ecuacion diferencial lineal de la forma:

n—l.

pO.X”.y”) + pi-X yn'l) + .t Pnaxy +pay =9(x),



656 Capitulo 10°: Ecuaciones diferenciales © M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA

con po, P1, - Pn € RY x=0.

Constituye una clase de ecuaciones con coeficientes variables cuya

solucion siempre puede escribirse en términos de funciones elementales.

Se caracteriza porque el grado del exponente de x coincide con el orden
de la derivada. Se resuelve en primer lugar la ecuacién homogénea asociada 'y

luego se obtiene una solucion particular de la completa.
Ecuacion homogénea:

La ecuacion: po-x™y"™ + p1-x"Ly"™ + .+ ppaxy + pay = 0, x = 0, con po,

P1, P2, ..., Pn CONStantes, se denomina ecuaciéon homogénea de Cauchy-Euler.

Se observa que el coeficiente de y” es p,X", que se anula en x = 0. Al
dividir por él la ecuacion diferencial para despejar y” las funciones coeficientes
resultantes no son continuas en x = 0, por lo que se calcula una solucion en el

intervalo (0, +x), 0 en el intervalo (-, 0).

En la resolucion se pueden utilizar dos métodos que resultan
coincidentes: hacer el cambio de variable x = e' o buscar una solucién de la

formay = x', para algdn valor de r.
Método 1:

Realizando el cambio de variable x = €' estas ecuaciones se reducen a
ecuaciones lineales homogéneas de coeficientes constantes. La ecuacion, con

este cambio de variable, queda de la forma:

n n-1
o d'y +Q1d y +...+qn_1d_y+Qny =0 conqi, g2, ..., g, CcONnstantes.

dt" dt" dt
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Método 2:

Este método consiste en buscar una solucion de la ecuacion del tipo y =

x', siendo r un nimero por determinar.
Enestecasoy = X5y =r(r—1)x2 ...,y =r(r—1) ... (r —n + 1)x™"

Al sustituir esta funcion y sus derivadas en la ecuacion se tiene x'(q(r)) =0
siendo q(r) un polinomio en r. Ya que x"' # 0 se tiene que q(r) debe ser 0. Las
soluciones de esta ecuacién permiten obtener un conjunto fundamental de

soluciones.
Ecuaciones completas

Sean po, pPi1, P2, ..., Pn constantes. Las ecuaciones de Cauchy-Euler
completas del tipo:

n'l.yn‘l) + ..+ pn_l.x.y' + pny = XO'-Qm(lnX), X # O, siendo

pox™y” + p1-x
Qm(x) un polinomio de grado m, se pueden resolver por el método de los
coeficientes indeterminados de forma similar a como se resolvian las
ecuaciones no homogéneas de coeficientes constantes de la forma e*Qm(X).

En este caso, una solucion particular es del tipo ¢p(x) = X*-Rm(In|x|), siendo

Rm(X) un polinomio de grado m.
Ecuacion de Cauchy-Euler con cambio de variable

Un cambio de variable similar al que ha resuelto la ecuacion de Cauchy-

Euler se puede utilizar para resolver la siguiente ecuacion homogénea:
po-(@@x + b)"y™ + py-(ax + b)"Ly"™ + .+ ppa-(@x + b)y' + pry =0, ax + b = 0.

Buscando soluciones de la forma ¢(x) = (ax + b)", o haciendo el cambio ax

+ b = €', una ecuacion de este tipo se transforma en una ecuacion diferencial
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lineal homogénea de coeficientes constantes.

Es evidente que la ecuacion de Cauchy-Euler es un caso particular de

esta ecuacién cuandoa=1yb =0

Cambios de variable

Ecuaciones en las que falta la funcién incoégnita

Si la ecuacion es de la forma yV(x) + P1(X)-y"Y(X) + ... # Pna(X)-y'(X) =
G(x), el cambio de variable y’(x) = u(x), reduce el orden de la ecuacion en una

unidad.

2 n n-1
Efectivamente si d—y:u, entonces d_y:du d y:d ! y la

dx dx2  dx dx" dx" L
ecuacion que resulta u"P(x) + P1(X)-u"2(x) + ... + Ppi(X)-u(x) = G(x) es de

ordenn — 1.

Analogamente si en la ecuacion diferencial falta la funcién y y sus

derivadas hasta el orden k, es decir, se puede expresar de la forma:

yP() + P10y + ...+ Pak()y(x) = G(x),

. ] . dk 5
realizando el cambio de variable ay_ u se reduce el orden de la ecuacién en

dx X

k unidades.
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Ejemplos resueltos

Ejemplo 10.4.10: Resolver la ecuacion de Cauchy-Euler:
X2y +xy —y=0,x#0.

Haciendo el cambio x = e' se tiene que:

,dy ¢ . [d%y dy ]
=—Ze ™, = —2 - le .
y dt y [dtZ dt

2
Sustituyendo, la ecuacion queda de la forma:d—y— y =0.

dt?
La solucion general de esta ecuacion es: ¢(t) = Cie' + C.e™. Deshaciendo
el cambio se obtiene la solucién general de la ecuacion inicial:
y(x) = C1x + Cox.

Para resolver por el otro método la ecuacién anterior x>y” + x-y' —y = 0,
se sustituye en la ecuacién diferencial la solucién y = x". Se tiene que x*r(r —
1)x? + xrx"t = x"= 0y por lo tanto X"-(r> = 1) = 0, como X" = 0 se tiene que r* —
1=0,ylasolucién esr=1yr=-1. Las funciones y; = x; y, = x* forman un

conjunto fundamental de soluciones, de las que se obtiene la solucién general:
y(X) = C1x + Cox™.
Ejemplo 10.4.11: Integrar la ecuacion x%.y” — x-y’ — 3y = -16x>In x, x > 0.

Se resuelve primero la ecuacion diferencial homogénea asociada
buscando una solucién del tipo y = x". Sustituyendo y’ = r-x"% y” = r-(r — 1)-x"

se tiene que X-(r? — 2r — 3) = 0, de raices r = 3 y r = —1. Por tanto la solucién
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general de la ecuacion diferencial homogénea es y(x) = C1x* + Cox™.

A continuacién se busca una solucién particular de la ecuacién completa.

Como A = -1 es un autovalor simple, se tiene que:
0p(x) = X Inx-(AIn x + B) = x(A-In*x + B-In x),
0'p(X) = X% (-An’x + (2A - B)-In x + B),
0"p(X) = X3 (2AIn*x + (2B — 6A)In x — 3B + 2A),
y al sustituirlos en la ecuacion:
x1.(=8A-In X — 4B + 2A) = —16x"In x
resulta que A =2y B =1y la solucién particular buscada es:
0p(x) = x-(2In* x + In x).
Por lo tanto la solucion general es:
@g(x) =X (C1x* + Ca+ 2In*x + In x).
Ejemplo 10.4.12: Resolver la ecuacién diferencial x-y” — 2y’ = x.

Al realizar el cambio de variable u = y’ se tiene que U’ = y”, que se
sustituye en la ecuacion y se obtiene x-u’ — 2u = X, ecuacion lineal de primer
orden. La solucién general es u(x) = —x + C1-x°. Se deshace el cambio: y'(x) =

—x + C1-x%. Se integra de nuevo para obtener la solucién general:

2 3

X X
X)= ——+C1—+0C>».
Pg(X) > 1 3 2

Ejemplo 10.4.13: Resolver la ecuacion diferencial x:y” — 2y” = 0.

Realizando el cambio de variable y” = u, la ecuacion que resulta es lineal

de primer orden xu’ — 2u = 0, que tiene como solucién general u(x) = kix°.
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3 4
Deshaciendo el cambio y’(x) = kl% +ko ey(x) = kl)l(—z +kox +Kkg, es decir:

([)g(X) = C]_-X4 + Co-x + Cs.

Ejercicios
10.18. Resolver las siguientes ecuaciones.
a)  xXAy"—xy +2y=xInx
b)  X2y'—xy +y=2x

c) XAy —2XYy +2y=Xx*—2X + 2.

10.19. Hallar la solucion general de las siguientes ecuaciones diferenciales

lineales:

a) (1+x9)y" +2xy =2x3

b) xy" -y =-2x*-Inx

c) (1+2x)y” +4xy” +(2x-1)y =¢e™
d) x2y” —xy — 3y = 5x*.

10.20. Calcular la solucién general de las siguientes ecuaciones conocida

una solucion particular.
a) x%(Inx—1)y"—xy +y=0, siendo y;(x) = x, una solucién particular.

b) (2x + 1)-y” + (4x — 2)-y’ — 8y = 0 siendo yi(x) = €™, una solucién

particular.
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10.5. DESARROLLOS EN SERIES DE POTENCIAS

En el apartado anterior se han estudiado algunos métodos para resolver
una ecuacion lineal de orden n con coeficientes variables que se pueden
aplicar cuando las ecuaciones diferenciales son de una forma especifica. Pero
existen muchas ecuaciones diferenciales que aparecen en las aplicaciones que
no se ajustan a los modelos anteriores y es preciso para resolverlos aplicar un
método general que consiste en buscar soluciones linealmente independientes
expresadas mediante una serie de potencias. El procedimiento que se utiliza
para resolverlas es similar al de los coeficientes indeterminados aplicado a una
serie infinita. El estudio que se realiza a continuacion, centrado en las
ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden, trata, esencialmente, de

su desarrollo y de las condiciones necesarias para poder aplicarlo.

10.5.1. Soluciones en torno a puntos ordinarios

Definicion 10.5.1:
Se dice que X es un punto ordinario de la ecuacion diferencial lineal:
y' +PX)-y +Q(x)y =0
si P(X) y Q(x) son funciones analiticas en un entorno del punto xq, es decir,

cada una de ellas se puede expresar como un desarrollo en serie de potencias

gue converge en un entorno de dicho punto.
Si un punto no es ordinario se denomina punto singular.

En un punto ordinario las soluciones de la ecuacion diferencial son

también analiticas.
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Ecuacion de Legendre
Definicion 10.5.2:

Se denomina ecuacion de Legendre la que se puede expresar de la

forma:
(1-x3)y"—2xy +p(p+1)y=0, (10.5.1)
siendo p constante.

— 2X2 y Q(x) = p(p—+21) son analiticas en el origen,

1-x 1-x

Las funciones P(x) =

que por tanto es un punto ordinario. Se trata de encontrar una serie de

o0
potencias de la forma: y = Zan .x" convergente en un intervalo abierto de la
n=0

recta real (-r, r),con 0 <r<1.

Derivando esta serie de potencias se obtiene:

(e 0]
" n-1
y'= > na,x"y
n=1

y'= Y n(n ~1)a,x""2,
n=2

por lo tanto:

e} e 0}
2xy' = > 2napx" = ) 2na;x",
n=1 n=0

o0 o0

(1-x3)y" = Z:n(n—l)anx”_2 - Y .n(n-Dapx" =
n=2 n=2
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o0

D (n+2)(n+Dan,ox" — > n(n-Dapx" =
n=0 n=0

e}
D [(n+2)(n+1ay,, — n(n-1a, x".
n=0
Sustituyendo en la ecuacion diferencial se tiene:

Y l(n+2)(n+Dag,2 — n(n-Day k" = > 2nax" +pp+1)-> a,-x" =0
n=0 n=0 n=0

gue se satisface siy sélo si los coeficientes verifican la siguiente ecuacion:
(n+2)(n+1a,,» — n(n-1)a, — 2na, +p(p +1)an =0,
gue se puede expresar:

(n+2)(n+1a,,» —(n—p)(n+1 +p)a, =0, 0 bien,

an+2=—(p_n)'(p+n+1)an.
(n+1)(n+2)

Esta expresion permite calcular los términos pares de la serie en funcién

de ao, en particular se tiene que: a; = — %a

_ (p=2)-(p+3). _, 2 pP(p+1)(p-2)-(p+3)
ans 3.4 227" 1.2.3-4 %0

y en general

ap = (1) P(P=2)(p=2n+2) (p+1)(p+3)---(p+2n-1) |
(2n)!

Anélogamente se pueden calcular los términos impares en funcion de a;

con lo que se obtiene:
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n (P=1)(p=3)--(p=2n+1):-(p+2)(p+4)--(p+2n),

Aznes = (1) (2n +1)!

Se consideran las siguientes funciones:

y (p-1)(p-3)-~(P-2n+1)(p+2)(p+4)-{p+2n) 20
(2n+1)!

Va9 =1+ Y1

ya(X) = X + Z”:( P-1)(p-3) ~(p-2n+1)(p+2)(p+4)-{P+20) an1

(2n+1)!

Se puede demostrar por el criterio del cociente que estas series son
convergentes para Ixl < 1. Ademas yi1(x) e y2(x) son soluciones de la ecuacién
diferencial (10.5.1) y son linealmente independientes ya que satisfacen las

condiciones iniciales:
yl(O) = 1, y’l(O) = O, yz(O) = O, y’z(O) =1.

Por lo tanto la solucidon general de la ecuacion diferencial de Legendre

(10.5.1) en el intervalo (-1, 1) esta expresada por:

() = C1y1(x) + Cay2(X).

Si p es 0 0 un entero par positivo, p = 2k, la serie y1(x) se convierte en un
polinomio de grado 2k que sélo contiene potencias pares de x, mientras que en
y2(X) no hay coeficientes nulos. Cuando p es un entero impar positivo es la
serie y2(x) la que se reduce a un polinomio frente a la serie yi(x) que sigue

teniendo infinitos términos no nulos.

Los polinomios obtenidos de esta forma se denominan polinomios de

Legendre y tienen importantes aplicaciones practicas.
Teorema 10.5.1:

Si P(x), Q(x) son dos funciones desarrollables en serie de potencias en un
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entorno de un punto Xo, E(Xp), entonces la solucion general de la ecuacién
(e8]

diferencial: y* + P(x)y’ + QX)y = 0 esy = > an(x—Xg)" = koy1 + K1-ya,
n=0

donde yi, y2 son soluciones de la ecuacion diferencial desarrollables en serie

de potencias en E(Xp). Ademas si ko y ki son nimeros reales existe una Unica

solucién de la ecuacion en serie de potencias que verifica que ap =Ko, a1 = k1 y

el resto de los coeficientes se determinan en funcién de ap y a;.

El radio de convergencia de los desarrollos en serie de y; e y, es mayor o

igual que el minimo de los radios de convergencia de las funciones P(x) y Q(X).

La demostracion de este teorema sigue los mismos pasos que se han
utilizado para encontrar la solucién de la ecuacion de Legendre. Se sustituyen
los desarrollos en serie de P(x) y Q(x) en la ecuacion diferencial obteniendo los
coeficientes a,, de la solucién para que se verifique la ecuacion. Se obtiene una
formula recurrente que determina los coeficientes pares a partir de ap y los
impares, de a;. Se parte de que ap = ko y a; = k1 y se consiguen todos los
demas. De esta forma la serie de potencias asi definida verifica la ecuacion
diferencial. Para probar que esta serie es convergente en E(Xp) se mayora

mediante otra serie de potencias convergente en dicho entorno.
10.5.2. Soluciones en torno a puntos singulares

El teorema anterior garantiza la existencia de una solucién expresada en
serie de potencias de una ecuacion diferencial de segundo orden en un entorno
de un punto ordinario. Se trata ahora de analizar las soluciones en serie de

potencias que se pueden obtener de dicha ecuacién en puntos singulares.

Definicién 10.5.3:
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Se dice que Xg es un punto singular regular de una ecuacién diferencial

lineal de segundo orden si dicha ecuacion se puede expresar de la forma:
(X = X0)?y" + (X = Xo) P(X) ¥y’ + Q(X)y = 0,
siendo P(x)-y Q(x) funciones analiticas en un entorno del punto Xo.

Si un punto singular no verifica esta condicion se dice que es un punto

singular irregular.

Resulta evidente que en la ecuacion (x — xg)?y” + (X — Xo) P(X)Y’ + Q(X)y

= 0 no es aplicable el teorema 10.5.1 ya que las funciones —( P(X))

X =Xp
_ Q) no son analiticas en Xp; sin embargo existen métodos para resolver
(X=Xg)

estas ecuaciones. A continuacién se utilizard la teoria de Frobenius para
resolver la ecuacion de Bessel en xo = 0, cuando éste es un punto singular

regular de esta ecuacion.
Teoria de Frobenius
Definicion 10.5.4:

Se denomina serie de Frobenius o serie de potencias generalizada en

un punto xo a una serie de la forma:

0
IX = Xol' > ap -(x=xg)" ,te Ryap=0. (10.5.2)
n=0

o0
siendo la serie de potencias Zan -(x —xg)" convergente en un entorno de
n=0

Xo-

Definicién 10.5.5:
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La ecuacion de indices en un punto singular regular xo de la ecuacién
diferencial (x — xo)?y” + (X — Xo)-P(X)y’ + Q(X).y = O es la ecuacion, en la
variable t, que se obtiene al sustituir en la ecuacion diferencial la funcion
incégnita por una serie de Frobenius genérica de la forma (10.5.2) e igualar a 0

el término independiente de la expresién que se obtiene dividida por x'.

Las raices de la ecuacion de indices son los uUnicos valores de t que
permiten encontrar soluciones, expresadas mediante series de Frobenius, en

un punto singular regular de una ecuacion diferencial.
Ecuacién de Bessel
Definicion 10.5.6:
Se denomina ecuacion de Bessel la que se puede expresar de la forma:
X2y —xy' + (X - p?)y =0,
siendo p > 0 constante.

Se busca una ecuacion de la forma:

y() = IXI' Y an -x", (10.5.3)
n=0

siendo ap # 0, en un entorno pinchado de 0, B’(0), con lo que x = 0.

Se supone, primero que X > 0, asi IxI' = x. Derivando (10.5.3) se obtiene:

o0 o0 e 0]
y =txX Y an xm +x0 Y nan x" T =x Y ag (n+t)-x",
n=0 n=0 n=0

y' = (t- 1)-xt'2-2an(n+t)~x” + Xt Zm:n(n+t)an~x”‘1 = xt'z-i(t—1+n)(n+t)an X",

y sustituyendo en la ecuacion diferencial se obtiene:
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X i(t—1+n)(n+t)an.x" + Xt ian(n+t).x” + Xt+zian-x” _Xtipzan_xn -0
o o0
= x-Ya [(n+t)—p’}x" +x*2> a,-x"=0
e n=0

dividiendo por x":
Zan[(n +1)? —pz]-xn +x* > an-x" =0.
n=0 n=0

Los coeficientes a, se determinan imponiendo que se anulen en esta

ecuacion los coeficientes de cada una de las potencias de x.

Al igualar a cero el término independiente se tiene que (> = p?-ap = 0, y
como ag # 0 es necesario que t* — p? = 0. Esta es la ecuacion de indices y sus
raices p y —p son los unicos valores de t que permiten obtener una ecuacion de

la forma (10.5.3).

Para t = p las ecuaciones que se obtienen para determinar los valores a,
son:
(1 +p)*-p’lai =0y [(n+p)?-p’las +an2 =0, vn>2.
Ya que p > 0, de la primera ecuacion se deduce que a; = 0, de la

segunda se obtiene la siguiente formula de recurrencia que expresa a, en

funcién de an.:

a, &~ an-2 - __%n-2
(n+p)? -p? n(n+2p)
De este modo se obtiene que az = as =ay = ... = 0, y por tanto azn+1 =0

vn > 0, es decir los coeficientes de potencias de exponente impar son nulos.
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Para los de potencias pares se tiene:

( _ ag - ap
2(2+2p)  2%(1+p)

_a  _ (Da
az = — = .
< 44+2p)  2%21(1+p)(2+p)

B ay - (_1)33'0
6(6+2p)  2631(1+p)(2+p)(3+p)

\

y en general

(-1)"ag

an = o | '
2 nI(1+p)(2+p)(B3+p)...(n+p)

Por lo tanto para el valor t = p se obtiene la siguiente solucion;

00 (_1)nx2n

y(X) = agx’-| 1+ 5 .
2Nl (14 p)(2+ p)(3+ p)...(n+p)

Aplicando el criterio del cociente se comprueba que esta serie es

convergente.

Si'se considera ahora que x < 0, mediante un razonamiento analogo, se
obtiene una solucion similar que sélo difiere de la anterior en que xP queda
sustituido por (—x)P. Por lo tanto una solucion de la ecuacion de Bessel para x =
0 esta expresada por la funcion:

0 (_1)nX2n

y1(X) = ag-IxI°-| 1+ 5
2" nl(1+ p)(2+ p) (3 +P)...(n+p)

, VX =0

Si se estudia la raiz de la ecuacion de indices t = —p se obtienen las

siguientes ecuaciones:
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[(1-p)*-p?a =0,
<
[ [(n-p)*-p’lan+an2=0,Vn=2=
~
(1 -2p)ai =0,
<
n(n — 2p)-an + ap2 =0.

De estas ecuaciones, si 2p no es entero, se tiene:
a; =0,

= _an—_z Yn >
n(n-2p)’

Ya que la formula de recurrencia es la misma sustituyendo p por —p ,

mediante un desarrollo similar al anterior se obtiene la solucién:

, VX#0

00 (_1)nx2n
y2(x) = aIxIP| 1+ > 5
n12°'nl(1=p)(2-p)(3-p)..(n—p)

Esta solucion se ha obtenido suponiendo que 2p no es un entero positivo
pero la serie que la define tiene igual sentido si 2p es entero positivo, siempre

que p no lo sea.

Para todo p > 0 se ha obtenido la solucion yi1(X) y si p no es un numero
entero positivo se ha calculado otra solucion y,(x). Se puede demostrar que
y1(X) e y2(x) son linealmente independientes y por lo tanto cuando p no es un
namero entero positivo la solucion general de la ecuacion de Bessel es de la

forma:

o(X) = C1y1(x) + Co-y2(X).
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Teorema 10.5.2:

Si x = 0 es un punto singular regular de la ecuacién diferencial x*.y” +
x-P(x)-y’ + Q(x)-y = 0 y las funciones P(x), Q(x) tienen un desarrollo en serie de
potencias en un intervalo (-r, r), con r > 0, y si la ecuacion de indices tiene dos

raices reales t; y t, (t2 < t1), entonces la ecuacion diferencial tiene al menos

0
., t ;
una solucion de la forma y1(x) = |x| L. Zan .x", siendo a, # 0, para todo x # 0,
n=0

en el intervalo (—r, r). Ademas si t; — t N0 es cero ni un numero entero positivo,

entonces la ecuacion tiene otra solucion linealmente independiente de la

(o6}
anterior de la forma y»(x) = |x|t2 : an .x", siendo by, # 0, para todo x = 0, en
n=0

el intervalo (-r, ).

La demostracion de este teorema sigue los mismos pasos que se han

utilizado para encontrar la solucién de la ecuacién de Bessel.

La ecuacion de indices que resulta es: t* + t-(pg — 1) + o = 0, siendo poy
qo los coeficientes de x° en los desarrollos en series de potencias de x-P(x) y

x?-Q(x) respectivamente.

Si las raices de esta ecuaciébn son numeros complejos conjugados

entonces los coeficientes de la serie de Frobenius son también complejos.

Ejemplos resueltos

o0
Ejemplo 10.5.1: Encontrar la solucion general, y(x) = Zan x", de la
n=0

ecuacion diferencial y” + x-y’ + y = 0 de la forma y(X) = C;-y1(X) + Cz-y2(X),
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siendo y1(X) e y2(X), series de potencias.

o0
Derivando y(x) = Zan .x", se obtiene
n=0

o0 e 0]
y'(¥) = D na, XL = D na, x" 1
=1 n=0

o0 o0

y'()= Y n(n-1a, X2 = D n(n-1)a, I 2 .
n=2 n=0

y sustituyendo en la ecuacion:

o0 o0 o0
Sn(n-Dan -x"2 +x- dnay x"+ Slax" =0=
n=0 n=0 n=0

e8] (e 0]

D n(n-1a, - x"N2 ==Y (n+Da;-x"=

n=0 n=0

0 0
D (n+2)(n+Danp-x" == (n+Day - x".
n=—2 n=0

Igualando coeficientes (n + 2)-(n + 1)-ans2 = —(n + 1)-a, de donde se

. 7z . - an
obtiene la férmula de recurrencia an+2 = 5
n+

valida para n > 0. Por lo tanto:

=780 L =8 (D% _-as _(D’a _(-D)"a

2 4 2.4 6 2.4.6 77" onp

2 3 n
.= “OUANL ~33 _ (-1 _—as _ (-)7y _ ()"
3= ———,4a5 = = ,arz = = yoeey AN+l =
5 3.5 7 3.5.7 (2n + 1)1

La soluciéon general de la ecuacién diferencial es:
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n 2n

y() = 2o Z(
n=0

Ejemplo 10.5.2: Hallar una solucion expresada en series de potencias de

la ecuacion diferencial (1 — x?)-y” + 2y = 0.

e o)
Derivando y(x) = Zan .x", como en el ejemplo anterior se obtiene:

n=0
y'(x) = > n(n-1)a, - x"2.
n=0

y sustituyendo en la ecuacion:

o0 o0
(1-x% > n(n-1)ay xN72 =2 > apx" =
n=0

n=0
o0 (e 0]

0
D n(n-1a, X2 = dn(n-Day -x" -2> a;x" =
n=0

n=0 n=0

i(” +2)(n+1ap,p - x" = i(n(n ~1)-2)a, - x"

n=-2 n=0
Igualando coeficientes:
(n +2)-(n + 1)-an2 = (N = n - 2)-a,

de donde se obtiene la féormula de recurrencia:

an(n-2) .
Ansp = an(n=-2) vélida para n > 0.
n
Por lo tanto:

a>=-ag,a4=0,a6=0, ..., a5 =0,Vn=>2
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—-a a -a 3a -a —-a
33:—1,35:—3:—1,37:—5:—1,---,32n+1: 1 .
5 -5 7 -7 (2n-1)(2n+1)

Por consiguiente una solucion de la ecuacién diferencial es:

© 2n+1
y(x) = ao + axx* + (-81)x =ap(l-x%) —ay
n=o(2n -1)(2n+1)

o0 X2n+1

Z(2n-1)(2n +1)

n=

Ejemplo 10.5.3: Comprobar que el origen es un punto singular regular de
la ecuacién de Cauchy-Euler de segundo orden: x>y” + bx-y + cy = 0 (b, c
constantes no nulas) y que su ecuacion de indices coincide con la ecuacién
caracteristica de la ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes que

se obtiene al realizar el cambio de variable x = e'.

Las funciones P(x) = b y Q(X) = ¢ son constantes y por lo tanto x = 0 es

un punto singular regular de la ecuacién de Cauchy-Euler.

Haciendo el cambio x = e' se tiene que:

N R N VA R
=2 e " = —2 —2Ze71.
e Y (dtz dt

d2y

Sustituyendo: —2+(b—1)3—3t/+cy=0, ecuacion diferencial con
dt

coeficientes constantes cuya ecuacion caracteristica es: 2>+ (b - 1)L +c =0

Para calcular la ecuacion de indices se supone x > 0 (si x < 0 se obtiene

e e}
la misma ecuacién) y se considera la serie de Frobenius y(x) = X' Zan X",
n=0

siendo a,, # 0. Derivando esta serie:
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y =X a (n+tyx", y" = x2 Y (t-1n)(n+t)a, X",
y sustituyendo en la ecuacion diferencial:

X" i(t—1+n)(n+t)an-x” + bx". ian(n+t)-x” + Cxtian-x” 0>
X ian [(n+t)2—(n+t)+b(n+t)+c}x” =0=

x> a [(n+t)+(b-1)(n+t)+cx" = 0.

Dividiendo por X!, se tiene que el coeficiente de x° es: ag(t> + (b — 1)t + ¢)
y por lo tanto la ecuacién de indices: t* + (b — 1)t + ¢ = O tiene las mismas

raices que la ecuacion caracteristica obtenida anteriormente.

Ejercicios
(0]
10.21. Encontrar la solucién general y(x) = Zan -x", de la ecuacion de
n=0
Hermite, y” — 2x-y’ + 2p-y = 0, (con p constante) de la forma y(x) =

C1y1(x) + Cay2(x), siendo y1(X) e y2(X), series de potencias.

10.22. Hallar dos soluciones en serie de potencias linealmente
independientes, validas en un intervalo (-r, r), con r < 1, de la
ecuacion de Chebyshev, (1 — x?)-y" — xy’' + p>y = 0, siendo p una

constante.

10.23. Demostrar que si p es un numero entero no negativo, entonces la

solucién de la ecuacién de Chebyshev es un polinomio de grado p.
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10.24. Encontrar la ecuacion de indices y sus raices para cada una de las

siguientes ecuaciones diferenciales en el punto x = 0.
a)  x2y”+(cos2x — 1)y’ +2x-y = 0.
b)  4xty” + (2x* —5x)-y’ + (3x? + 2x)-y = 0.

10.25. Comprobar que el origen es un punto singular regular de la ecuacion:

2x2.y" + x-(2x + 1)y’ —y = 0 y resolverla en un entorno de x = 0.

10.6. APLICACIONES

10.6.1. Movimiento oscilatorio armoénico

Vibraciones armonicas simples no amortiguadas

Se considera un bloque de masa m sujeto al extremo de un resorte y se
denota por y(t) el desplazamiento del bloque en funcién del tiempo. Se
considera el desplazamiento hacia abajo como positivo y hacia arriba negativo.
En el punto de equilibrio el peso del bloque se compensa con la fuerza de
elasticidad del resorte. Se supone que esta fuerza elastica es proporcional al
desplazamiento, es decir, igual a —k-y(t), siendo k > 0 una constante, que
cuantifica la rigidez del resorte. El movimiento de este sistema, siempre que no

se rebasen los limites de elasticidad del resorte, viene dado por la ecuacion:

—k-y(t) = m-y”(t).

Si se supone que no hay mas fuerzas actuando en el sistema, la ecuacion
anterior describe un movimiento libre no amortiguado que se denomina

movimiento armoénico simple; esta ecuacion se puede expresar de la forma
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y" + wo?y = 0 con wg? = k/m, que es una ecuacion lineal homogénea de
segundo orden cuya ecuacién caracteristica es 12 + wy? = 0, sus autovalores +
Wo-i, y por lo tanto la solucion general tiene la forma: y(t) = C;-cos(wg-t) +

C,-sen(wq-t) = A-sen(wo-t + o) donde t es el tiempo.

Se puede calcular e interpretar fisicamente el periodo, la frecuencia, la
amplitud y el angulo de fase. Y dadas unas condiciones iniciales se determina

la ecuaciéon del movimiento.

Vibraciones amortiguadas

El modelo libre no amortiguado no es realista pues no se conoce ningun
resorte que no pare nunca. Existe siempre la resistencia del medio. Se puede
suponer que existe resistencia debido a que el medio es viscoso, 0 bien que
existe un dispositivo amortiguador. Esta fuerza se considera proporcional a la
velocidad del movimiento y’, y si b es la constante de amortiguacion se tiene
que la ecuacion del movimiento amortiguado viene dada por:

y” + (b/m)-y’ + (k/m)-y = 0.

Se denota de nuevo wo? = k/m, y 2u = b/m con lo que la ecuacién queda

de la forma:
y” +2uy' + wo>y = 0
que es también una ecuacidbn homogénea de coeficientes constantes, cuya

ecuacion caracteristica es:

A+ Ud+wWe?=0.

Las raices de esta ecuacion son: —u J_u/uz —Wg. Sean é y u. Se pueden
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distinguir tres casos:

a) Si u?> — we? > 0 la ecuacién tiene dos raices reales y simples,

teniendo ambas signo negativo:

La solucién general de la ecuacién viene expresada por: y(t) =
Ci1-e™ + C,-e™. De esta formula se deduce, al ser § y u negativas, que
cualesquiera que sean las condiciones iniciales, el desplazamiento y(t)
tiende a cero cuando t tiende a «, y por lo tanto no hay oscilaciones. El
movimiento es suave y no oscilatorio y se dice que el sistema esta

sobreamortiguado.

b) Si u? — we? < 0 la ecuacion tiene dos raices complejas: & = o + B-i
y u=a— B con a=-u< 0. La solucion general de la ecuacién viene

expresada por:
y(t) = C1e“cos Bt + Coe*sen Bt = Ae* sen (Bt + ¢).

De esta formula se deduce que las amplitudes A-e* de las
oscilaciones tienden a cero cuando aumenta el tiempo, y el sistema esta

subamortiguado.

c) En el caso en que u®— wg® = 0 la ecuacion tiene una Unica raiz
real 8 = u = —u < 0y la solucion general de la ecuacion y(t) = (Cy +
C,t)e®. En este caso, como en el sistema sobreamortiguado, al ser &
negativo, el desplazamiento también tiende a cero cuando t tiende a «,
pero con menor velocidad debido al factor C; + C,-t. Se dice que el

sistema esta criticamente amortiguado en el sentido de que cualquier

variacion lo haria pasar a uno de los dos estados anteriores.
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Vibraciones forzadas

En este caso actuan fuerzas exteriores al sistema. Asi, por ejemplo, se
puede suponer que el punto inferior del resorte efectia movimientos verticales
segun una funcién de t. Esto puede ocurrir cuando, por ejemplo, el resorte y el
bloque se desplazan por un camino de relieve irregular. En este caso, mas
general, la ecuacion diferencial que describe el movimiento es una ecuacion

lineal no homogénea de coeficientes constantes:

d?y(t)  dy(t)
dx

02 +c-y(t)=g(t),

donde g(t) es una fuerza externa que actia sobre la masa del resorte. Para
calcular sus soluciones, en primer lugar, hay que resolver la ecuacion

homogénea y luego hallar una solucion particular de la completa.

Cuando la funcién g que representa la fuerza exterior es periddica se
puede originar una situacion especial que se analiza a continuacion, si se
supone que la fuerza externa g es una funcién seno o coseno con la misma

frecuencia que las soluciones de la ecuacion homogénea asociada.

Se deben considerar de nuevo los casos ya estudiados para la ecuacion
homogénea. Si en la ecuacion general y”(t) + b-y'(t) + c-y(t) = g(t), se tiene que
b es igual a 0, el movimiento corresponde a las oscilaciones libres forzadas
pudiendo aparecer problemas de resonancia, o de modulacion de amplitud.
Mientras que si b es distinto de cero, las vibraciones son forzadas

amortiguadas, el movimiento siempre esta acotado y no hay resonancia.
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Vibraciones libres forzadas. Resonancia

Se trata de estudiar y’(t) + cy(t) = Fo-cos wt, donde la ecuacion
homogénea corresponde a la de las oscilaciones libres y la fuerza externa es

una funcidén coseno.

Llamando wo = +/c resulta que la solucion general de la ecuacion

homogénea es: y = C;-cos(wp t) + C,-sen(wg 1)

Si w es distinto de wg es decir la frecuencia de la fuerza externa no es
igual a la de las propias oscilaciones, entonces se puede probar por el método
de los coeficientes indeterminados, al buscar una solucion de la forma yp (t) =

A-cos wt + B:sen wt, que esta solucion particular es:
yp(t)=

Si se considera y(0) = y’'(0) = 0 y se calcula la solucion del problema de

valor inicial se obtiene:

wWo —W)t Wo + W)t
rl( 0 )sen( 0 ).

F 2F
y(t):—oz(coswt—coswot)z 5 0 >_se
(wg —w*?) (wg-w*?) 2 2

Si w es proximo a wp la solucion particular que se obtiene es una
oscilacion rapida con frecuencia (wo + w)/2 pero con una amplitud senoidal que
varia lentamente. Este tipo de movimiento, que posee una variacion periddica
de amplitud, se denomina una pulsacién. Este fenbmeno se presenta en
acustica, cuando los diapasones de una frecuencia casi igual se hacen sonar

simultdneamente; entonces la variacion periédica de la amplitud puede
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percibirse por el oido. En electrénica la variacion de amplitud con el tiempo se

llama modulacién de amplitud.

Si w = wy la solucion particular que se obtiene es:
Fo
t)= tsenwt .
yp(t) >

y debido a la existencia del término en t cuando el tiempo t aumenta el
movimiento no esta acotado. El fendmeno se conoce como resonancia. En la

practica el sistema se romperia.

Una anécdota interesante es la discusion sobre si este fenomeno de
resonancia fue el que provoco el derrumbe del puente colgante de Tacoma
Narrows. Es costumbre también que cuando un ejército atraviese un puente no

marque el paso para no provocar resonancia.

En el ejemplo 10.6.4 se presentan fenomenos de resonancia, y resulta

interesante estudiar el comportamiento asintético de las soluciones

10.6.2. Circuitos eléctricos

En el capitulo 7 se ha obtenido la siguiente ecuacién diferencial lineal

para un circuito eléctrico:
dl 1
L-— () + RI(t) + —-Q(t) = E(1),
It (t) (t) c Q) = E()

siendo L la inductancia, R la resistencia, C la capacitancia, Q la carga eléctrica,

I la intensidad de la corriente y E la fuerza electromotriz.

Sustituyendo en esta ecuacion I(t) = d—?(t) se obtenia la ecuacién lineal
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de segundo orden con coeficientes constantes:

d*Q dQ 1 -
L pre )+ Ra(t) + EQ(t) = E(1).

También en ese capitulo se observaba la semejanza de esta ecuacion

con la obtenida para las vibraciones amortiguadas forzadas:

m-y”(t) + b-y'(t)+ k-y(t) = g(t),
estableciendo las correspondencias entre las constantes y las funciones de

ambas ecuaciones.

Resulta evidente que la similitud entre las ecuaciones de los sistemas
mecanicos Yy los eléctricos conlleva que las expresiones de las soluciones sean

idénticas desde el punto de vista matematico.

Por ejemplo la ecuacion homogénea que se obtiene cuando la fuerza

electromotriz es nula, E(t) = 0, al dividirla por L queda de la forma:

d°Q , R.Q

2 T at —Q(t) 0.

En el estudio matematico de esta ecuacion hay que analizar los distintos

R? 4 A g -
valores de 7 T lc gue es el discriminante de la ecuacion caracteristica:
L .
2+ R0 oo
L LC

Sean d y u, las raices de esta ecuacion. Se pueden distinguir tres casos:

. L L ] :
a)SiR> 2\/2 la ecuacion tiene dos raices reales y simples:

La solucién general de la ecuacion viene expresada por: Q(t) =
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C.-e™ + C,-e™. En el caso particular en el que L es despreciable el

circuito es no inductivo.

b) SIiR < 2\/£ la ecuacion tiene dos raices complejas, d = o + By

u = o — B-i. La solucion general de la ecuacion viene expresada por:
Q(t) = C1-e*.cos Bt + C,-e*sen Bt = A-e*sen (Bt + ¢).

En el caso particular en el que R es despreciable se trata de un

circuito inductivo de débil resistencia.

C)SIiR=2 C la ecuacion tiene una unica raiz real 6 y la solucion

general de la ecuacién Q(t) = (C1 + Cyt)-e™. En este caso, como en el
sistema mecanico, la solucion tiene un comportamiento critico en el
sentido de que cualquier variacion lo haria pasar a uno de los dos

estados anteriores.

Ademas al estudiar la ecuacidon completa existe una resistencia
critica por debajo de la cual el comportamiento libre del circuito es
vibratorio, y cuando la fuerza electromotriz es una funcion periodica
pueden aparecer fenomenos de resonancia de forma analoga a los que
se han estudiado en el sistema mecanico cuando la fuerza externa era

una funcion periddica.

10.6.3. Las leyes de Kepler

En este apartado se deducen las leyes de Kepler de los movimientos de



© M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA Ecuaciones diferenciales 685

los planetas a partir de la ley de la gravitacion de Newton. Se trata pues de
describir el movimiento de una particula de masa m, que puede representa un

planeta, bajo la atraccion de otra fija de masa M, que representaria el Sol.

Para facilitar los calculos se considera un sistema de coordenadas

polares, colocando a la particula fija en el origen.

Sea P el punto del plano donde esta colocada la masa m, de coordenadas
polares (r, o). El vector OP se puede representa como OP = r-up, siendo u, el
vector unitario de coordenadas (cos a, sen «). Al girarlo n/2, se obtiene el
vector n, de coordenadas (-sen o, cos o). Ambos vectores estan relacionados

du dn
ya que d—;’=np y d—cf:—Up. Se calcula la velocidad y la aceleracion en

funciéon de estos vectores:

_dop dup dr  dupda dr _ _do_ dr
V= ——=r——+—Uy = ————+—Uy =T—Np +——Up Y
dt dt  dt da dt dt dt

_dv d{ da_  dr ) _ [ d%a _drda d?r  (da)?
a=—= —|r——Np+—Up | = |IT—+2———=INp +| ——T —— | |Up.
dt dt{ dt dt dt? dt dt dt? dt

Si la fuerza que actla sobre m se descompone en una componente en la
direccion de up y otra en la de n, se tiene que F = F,-up + Fn-n, y aplicando la

segunda ley del movimiento de Newton F = m-a se tiene que:

2 2 2
Fr:m. d_r_r[d_a] yFn:m. rd_q+2d_rd_a .
dt? dt dt2 dt dt

Segunda ley de Kepler

Se supone que la fuerza de atraccién del Sol sobre los planetas es

central, lo que indica que sdlo tiene una componente en la direccion del vector
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OP vy por lo tanto la componente de la fuerza en la direccién perpendicular a

d’a _.dr da .
+2———=1| =0y al multiplicar por r
dt? dt dt j y P P

OP es 0, es decir F,, = 0. Por lo tanto (r

2
se tiene rzd—a+2 dr do —O:i(rzd—aj=0:>r2d—a=k.Sepuede
dt? dt dt dt dt dt

suponer k > 0 lo que indica que la masa m se desplaza en sentido positivo.
Si A = A(t) es la funcion que determina el area a partir de una posicion fija
dA 1 o da lk

dA = 1 r*.do y a partir de la ecuacién anterior se tiene que — = =r“—
2 d 2 d 2

Calculando la integral entre t; y t, se obtiene que A(ty) — A(t1) = %k(tz -
t1), que es la segunda ley de Kepler, es decir: el &rea que recorre el vector OP
es proporcional al tiempo en que la recorre.

Primera ley de Kepler

Se supone ahora que la fuerza central, que se ha llamado F,, segun la ley

de gravitacion es directamente proporcional al producto de las masas e

. | L : Mm

inversamente proporcional al cuadrado de la distancia, por lo que F, = —G—2
r

. . . d?r (do Mm

y se sustituye el valor de F, obtenido anteriormente: m e e = —G—2
dt r

' . 1 .
. Se hace el cambio de variable z = = y se calculan las derivadas respecto a o
r

d_r_i(ij__id_z__id_zd_a__id_i _ 9z
dt dt 22 dt 72 do dt 2 do 2

dt? dt

d’r d(_kd_z)_ 1(d_sz_a=_kdzzL=_kzzz_dzz
do do\ da ) dt do? r? do2
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Se sustituyen estos valores en la ecuacion anterior:

2 2
_kzzzd_; - 1kzz4 =-GMZ* = d_; +tz= G—'ZI
da z da k

gue es una ecuacion lineal con coeficientes constantes que tiene por solucion
general:

z=C;,-cos a+ Cssena +—2,
k

y llamando H = % se tiene que:
k

1
r= .
Cicosa+Cosena+H

Para simplificar esta expresion se cambian los ejes de coordenadas de

modo que r sea minimo cuando o = 0, lo que equivale a decir que z €s maximo:

2
dz =oyd_z <0,dedonde C,=0yC; >0y
do da?

1
_ 1 z H .
T ¢ H C '
1Cogj0 + “lcosa+1

llamando e = <1 yp= E se tiene:
H C

1

r= pe
ecosa+1’
o . Ck?
gue es la ecuacion en coordenadas polares de una conica, donde e = c es

la excentricidad. Como los planetas permanecen en el sistema solar su orbita
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ha de ser cerrada y por tanto una elipse.

Terceraley de Kepler

Se supone que m se desplaza con una Orbita eliptica centrada en el

2 2
. . . X Ve
origen que tiene por coordenadas cartesianas _2+y_2 =1, su excentricidad es
a b

c a2 _p2
e = =, siendo ¢? = a® — b?, de forma que e* = ~—— Y por tanto:

a a

b% =a* (1 - e?).
La distancia media, a, de m al foco F es la media entre el mayor valor de r
: . pe | N
y el menor. Teniendo en cuanta que r = ———— se tiene:
ecosa+1l
azl pe . pe )_ _pe |
2\1+e 1-e) 1_¢2
k? b?
sustituyendo p-e = —— y 1 — e = — se tiene:
MG a2
k? k%a® , Kk2a
a= ™ 4 5 yb = ——.
MG(1-e“) MGb MG

Si T es el tiempo gque necesita la masa m para dar una vuelta completa a

su Orbita, como el area de la elipse es n-a-b, aplicando la férmula obtenida para

. . 1 2 4n%a’h?
el area al demostrar la segunda ley se tiene que m-a-b = Ek-T yT = —
k
47233
. i . s 2 . 2 Ta
sustituyendo la ultima expresion para b se obtiene T* = VG

De donde se obtiene la tercera ley de Kepler segun la cual los cuadrados

de los periodos de revolucién de los planetas con proporcionales a los cubos
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de sus distancias.

2

Es evidente que la constante de proporcionalidad

no depende de la

masa m del planeta y por lo tanto es valida para todos.

Ejemplos resueltos
Ejemplo 10.6.1: Interpretar como el movimiento de un resorte la ecuacion

(;t¥+5(3—3t/+4y:0 , con las condiciones iniciales y(0) = 1, y’(0) = 1.

Se puede ver que la solucién viene dada por: y(t) = (5/3)e™ — (2/3)e™

El problema puede ser interpretado como una representacion del
movimiento sobreamortiguado de una masa sujeta a un resorte. La masa
parte desde una posicion que se encuentra una unidad por debajo de la
posicion de equilibrio, con una velocidad dirigida hacia abajo de 1 cm/s. Puede
comprobarse que la masa alcanza un desplazamiento maximo a 1 069 cm por
debajo de la posicidn de equilibrio y no cruza el eje t, lo que quiere decir que la

masa no pasa por la posicion de equilibrio.

Ejemplo 10.6.2: Interpretar como el movimiento de un resorte la ecuacion

d—y+2d—y+10y=0 , con las condiciones iniciales y(0) = -2, y’(0) = 0.

dt® dt
La solucion es y(t) = e™.(-2cos 3t — (2/3)sen 3t).

El problema corresponde a un peso que se empuja hacia arriba y se
suelta, a partir del reposo, desde un punto que esta a 2 cm sobre la posicion de

equilibrio. EI medio ofrece una resistencia numéricamente igual a la velocidad
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instantanea. Se dice que el movimiento esta subamortiguado.

Ejemplo 10.6.3: Interpretar como el movimiento de un resorte la ecuacion

((jjt2/+8(;—)t/+16y=0 , con las condiciones iniciales y(0) = 1, y’'(0) = -3.

El problema corresponde a un peso que se suelta desde la posicién de

equilibrio anterior con una velocidad dirigida hacia arriba de 3 cm/seg.

En este caso se trata de un sistema criticamente amortiguado. El
desplazamiento maximo es —0,276 cm sobre la posicion de equilibrio, es decir,

el peso llega a una altura maxima de 0,276 cm sobre la posicién de equilibrio.
La solucién es: y(t) = -3t-e™,

Ejemplo 10.6.4: Interpretar como el movimiento de un resorte la ecuacion:
y” +a’y =sent, y(0) = yo; y'(0) = y1.

La solucion para a distinto de uno y de menos uno es:

1 3
sent -——-——senat + yg cosat + —y,senat .
a

t) =
Yo a’-1 a(az—l)

Esta solucién es oscilatoria, aunque no es periddica. En general existen
dos frecuencias independientes, por lo que es cuasiperiddica. Al tomar a el

valor uno esta solucion converge a una solucién no acotada:

y(t)= —%t cost +%sent +Yypcost+ysent.

con lo que se dice que hay resonancia. Si a se acerca a uno se observa que
también la amplitud crece, y aunque no hay resonancia propiamente dicha,

puede superar los limites del sistema.
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Ejercicios

10.26. Una masa de 2 kg estira un muelle de 40 cm. En t = 0 se suelta en
un punto que esta 60 cm por debajo de la posicion de equilibrio con
una velocidad dirigida hacia debajo de 8 m/sg. Determinar la funcion
y(t) que describe el movimiento armoénico simple, estando y(t) medido

desde la posicién de equilibrio. Tomar g = 10 m/sg?.

10.27. Se considera una masa situada en un muelle con amortiguacion. Sea

y = y(t) la funcion que describe el movimiento que verifica la ecuacion

diferencial y” + 2A-y'+ oy =0,donde A = — y o =

oy

T

8

a) Determinar si el movimiento arménico resultante es sobre,
sub o criticamente amortiguado.

b) Hallar la solucion para los valores iniciales y(0) = 0, y’(0) = 0.

10.28. Estudiar una solucién particular de la ecuacién y” + woy = Fg-sen

wt, que verifique las condiciones iniciales y(0) = y’(0) =0

10.29. Calcular la solucion general de la ecuacion de las oscilaciones
amortiguadas forzadas y” + 2u-y' + wo%y = sen w-t, cuando u? — wy*<

0.

10.7. EJERCICIOS

10.30. Integrar las siguientes ecuaciones:

a) y” -3y + 2y =0.

b) yY+3y”+3y"+y =0.
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d y”-4y”+4y' =0.

10.31. Hallar la solucién general de la siguiente ecuacion diferencial lineal

para todo valor de m, y' + m?y"¥ — m*y” - m®y = 0.
10.32. Calcular una solucién particular de la ecuacion y” — y = 0, que
verifigue las condiciones iniciales y(1) = y’'(1) = y”(1) = 0.
10.33. Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales:
a) y'+4y=5.
b) y” + 4y = x°,
C) y’ + 4y =cos X.
d) y” + 4y = x-cos X.
10.34. Verificar si las siguientes funciones son soluciones de alguna de las

ecuaciones diferenciales anteriores.

a) y= % + C1-c0s 2x + C,-sen 2x.

x? 1

b) y= 7 g + C1-cos 2x + C,-sen 2x.

o

C) y= %cos X + C;-cos 2x + Cy-sen 2x.

d y= %x-cos X + %sen X + Cy-cos 2x + C,-sen 2x.

10.35. Calcular por el método de los coeficientes indeterminados una

solucién particular de la ecuacion: y” — 6y’ + 9y = —-12x%e> + 9.

10.36. Calcular por el método del anulador la solucibn general de la
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ecuacion: y” — 2y’ +y = 2x.

(Solucién: y = Cy-x + Co-x-e* + 2x + 4)

2

10.37. Resolver la ecuacion diferencial: x-y” — (x + 1)-y’ +y = X 7
X+

(Solucién: y = C1-e* -1 + (C2 — Inl1 + xI)-(1 + x), x> 0)

10.38. Utilizar el método de variacion de las constantes para resolver las

siguientes ecuaciones:

a) y’' —4y’' + 8y =tg x.
b) y” — 4y’ + 8y = 8 + 3e?*,

c) xy" — (x+ 1)y +y=x°

d) y”+3y’+y:1,x¢0, y(n) =0, y'(n) = 0. (Sol:y:M)
X X X
10.39. Calcular una solucion particular de la ecuacion diferencial:
Xy —(1+x)y +y=xe*cony(l)=y(1)=0.
eZ 2x
(Solucién: y = 7-(x +1) - e+ 5 (x -1))

10.40. Integrar la ecuacién de Bessel: x*y” + xy' + (x> — %)y =0, en el

intervalo (0, «) sabiendo que admite la solucion y;(x) = Sjﬂx :
X
” senx COSX
(Solucion:y=Cy-——— + Co-——)
1 \/; 2 \/;

10.41. Calcular la solucién general de la ecuacion x>y” — 3x-y’ + 4y = 0, en

(0, ) sabiendo que tiene una solucién polinébmica de grado 2.
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(Solucién: y; = x% y = C1-x* + Co-x%Inx)

10.42. Resolver x*.y” — 6y = 0 en (0, «) sabiendo que admite una solucién
polindbmica de grado 3.
(Solucion: y; =x%y = C1-x° + Cox?)
10.43. Integrar la ecuacion (1 + 2x)-y” + 4x-y’ — 4y = 0, sabiendo que admite
JX

una solucion de la formay = e¥”™.

10.44. Resolver la ecuacion diferencial xz-y” - 77Xy’ + 16y = 0, en x > 0,

sabiendo que admite una solucién de la formay = x".

10.45. Resolver la ecuacion diferencial: y” — x-y’ — 2y = 0, expresando la

solucion mediante series de potencias.
10.46. Comprobar que x = 0 es un punto singular regular de la ecuacion:

2x2.y" + (3x — 2x%)-y’ — (x +1)-y = 0'y resolver la ecuacion.

(Solucién: y = Cy- x? 14y (2x)’ £ Co IyX
~579...(2n+3) x & nl
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