307 Andlisis matematico para Ingenieria. M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA

CAPITULO 6

Geometria de las transformaciones complejas

En este capitulo se estudia la geometria de las funciones complejas, que
es tan interesante por si misma como por la magnifica visibn geométrica que
proporciona, y que ademas tiene muchas aplicaciones en la fisica y en la

técnica.

Como se estudid6 en capitulos anteriores, es dificil representar
graficamente una aplicacion compleja f: A < C — C, ya que no es posible su
representacion gréafica de la misma manera que se realizaba la de las funciones
reales de una variable real, aunque sin embargo admite una interesante
interpretacion geométrica como transformacién de un “plano complejo” con
coordenadas x e y tales que z = x + iy en otro “plano complejo” con
coordenadas u y v tales que w = f(z) = u + iv; de este modo a cada punto z € C

se le asocia un punto w = f(z) € C.

Si se considera que z describe una curva o una figura cualquiera (una
recta, una circunferencia, un disco...) se puede analizar la curva o la figura que
describe w = f(z). De esta forma un subconjunto A del plano complejo se
transforma a través de una funcién f en el subconjunto f(A). EI conocimiento de
f permitird averiguar de qué forma se transforman las figuras del plano z en

figuras del plano w.
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6.1. TRANSFORMACIONES CONFORMES

Intuitivamente se dice que una funcion f es conforme en z, si conserva la
magnitud y el sentido de los angulos en zq, es decir, si se verifica que para dos
curvas cualesquiera, y y o, que pasen por zg, Se tiene que sus curvas imagenes

(foy) y (f o o) forman en f(zo) el mismo angulo que y y ¢ formaban en z,.
Cada numero complejo z, distinto de cero, determina una direccion a

partir del origen, definida por el punto del circulo unidad A[z] = 5. Sea f una

g
aplicacion de una region Q en el plano complejo, sea zp un punto de esa region

Q, y sea B/(zo) un entorno reducido en el cual f(z) # f(zo). Se dice que f

conserva angulos en z; si el limite:

lim e *© -A-(f(zg +reie)—f(20))a r>0
r—0

existe y es independiente de 6.

En lenguaje menos preciso, se pide que el angulo que formen cualquier
par de rayos L’y L” con origen en zy, coincida con el angulo que formen sus

imagenes f(L) y f(L”) en f(zo), tanto en amplitud como en orientacion.

La propiedad de conservar angulos en una region es caracteristica de las
funciones holomorfas cuya derivada no tiene ningln cero en esa region. Esta
es la razdn por la que a esas funciones se les da el nombre de “aplicaciones

conformes”.

Definiciéon 6.1.1;
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Sea f una aplicacién de un abierto Q en el plano complejo, . Qc C > Cy
sea zp un punto de esa region Q, se dice que f es una transformacién

conforme en z, si f es holomorfa en zoy f’ (zo) # 0.
Teorema 6.1.1:

Sea Q una region del plano complejo y f una aplicacion de Q en C. Si
existe f(zp) en algln zp € Q vy f(zo) # 0, entonces f conserva los angulos en z,.
Reciprocamente si la diferencial de f existe y es diferente de 0 en zgp, y si f

conserva los angulos en zq, entonces f (zp) existe y es distinto de cero.

En efecto, sea y una curva diferenciable, vy: [a, b] > Q < C, sea tp, un punto
del intervalo abierto (a, b) y sea zo = y(tp). La direccion de y en este punto viene
dada por el vector tangente de R?, y'(to), siendo la pendiente de la curva el
argumento de y'(to) en el caso en que y’(tp) sea distinto de cero, oo = arg(y’(to)),

(si y'(to) = O se tienen problemas para precisar la direccion de la curva).

Sea f: Q < C — C una transformacién en el plano complejo, y se quiere
analizar como varia la pendiente de la curva y al aplicar f. Se obtiene una nueva
curva: f °vy: [a, b] > C, que pasa por f(zp) para t = to: (f ° y)(to) = f(y(to)) = f(zo). La
direccion de f ° y en tp viene dada por el vector tangente (f ° y)'(to) que si f es
holomorfa en z, se obtiene como (f ° y)'(to) = F(y(to))-Y'(to) Y Si ¥'(to) es distinto de
cero, entonces su argumento es el producto de dos argumentos, arg(f(zo)) y

arg(y'(to)), pues:
arg((f ° v)' (to)) = arg(f(y(to))-v'(to)) =
arg(f(y(to)) + arg(y'(to)) = arg(f(zo)) + arg(y'(to))

que se interpreta como que la pendiente de la curva y en el punto zy, al
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aplicarle la transformacion f, aumenta en la cantidad arg(f(zo)), sea cual sea la

curvay.

Por lo tanto, si y1 y y2 son dos curvas que se cortan en zo bajo un angulo
¢, sus transformadas f ° y; y f ° y» se cortan en f(zo) bajo el mismo angulo,
puesto que la transformacién f hace girar a ambas curvas un mismo angulo de

medida arg(f(zo)). [

Corolario 6.1.2: Si f es holomorfa e inyectiva en un abierto Q entonces

f(zp) # 0 para todo zp € Q.

Es sencillo comprobar que si una funcién es holomorfa e inyectiva en un
abierto Q, entonces su derivada no se anula en ningan punto de Q, por lo que

es holomorfa en todo punto z de Q.

Si f es holomorfa en zp, o es en un entorno de zo, y al ser la funcion f’
continua en zp, existe un entorno de zo donde f(zo) es distinto de cero, y por
tanto, si f es conforme en zp, lo es en un entorno de zp, y cOmo consecuencia,
existe la funcién inversa local cuya derivada: (f *)(wo) = 1 / f(zo) existe y es
distinta de cero, luego es también una transformacién conforme en un entorno

de wp = (zo).
Definiciéon 6.1.2:

Sea f una aplicacion de un abierto Q2 en el plano complejo, f: Q < C — C,
se dice que f es una transformacién conforme en Q si f es holomorfa e

inyectiva en Q.

Observaciones

1. Algunos autores definen transformacion conforme como aquella
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gue conserva los angulos.

2. Otros autores definen transformacion conforme en un abierto Q
como la aplicacion que es conforme en todos los puntos del
abierto. No exigen que la aplicacién sea inyectiva. Esta definicion
tiene el inconveniente de no garantizar la existencia de la funcion
inversa local. Por ejemplo, la funcién exponencial, cuya derivada
no se anula en ningun punto, segun esta definicion, seria conforme
en todo el plano complejo, mientras que solo lo es en bandas
horizontales de anchura menor o igual a 2x, si en la definicién se

impone que debe ser inyectiva.

3. En muchas ocasiones en Fisica existe el problema de encontrar
una funcién holomorfa y biyectiva, y por tanto conforme, lo que
conduce a definir una aplicacion conforme como una aplicacion
holomorfa y biyectiva en una cierta region, con lo que, como
consecuencia es conforme en todo punto de dicha region. Si una
funcidén es holomorfa y biyectiva entre dos dominios entonces su
inversa también es holomorfa y biyectiva. A estas funciones se las
suele denominar biholomorfas. ElI hecho de escoger esta
definicion garantiza por tanto la existencia de la funcién inversa,
aunque segun la definicion 6.1.2, que es una definicion mas

restrictiva, solo se garantiza la existencia de inversa local.

Ortogonalidad

Naturalmente las transformaciones conformes respetan la ortogonalidad.

En particular transforman haces de rectas horizontales y verticales en haces de
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curvas ortogonales. Esto permite obtener con facilidad pares de familias de

curvas ortogonales.

Equivalencia conforme

Uno de los aspectos mas interesantes de esta teoria es el de la

“equivalencia conforme”.

Definicion 6.1.3: Dadas dos regiones Q; y €, se dice que son
conformemente equivalentes, Q; ~ Q», si existe una funcion f definida en Q,

holomorfa e inyectiva, cuyo rango sea Q.
Dos regiones conformemente equivalentes son homeomorfas.
Proposiciéon 6.1.3:

La relacion “conformemente equivalentes” entre conjuntos es una relaciéon

de equivalencia.
Demostracion:
En efecto, verifica las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva:
a) Q~ Q al serlafuncién identidad, f(z) = z, una aplicacion conforme.
b) Si Qi ~ Qy, entonces O, ~ Q, pues si f: Q; < C —» O, es una aplicacion

conforme, su aplicacion inversa es una aplicacion conforme de Q,

sobre Q;.

c) SiQ~Qy O~ Q3 entonces Q; ~ Oz, ya que la composicion de dos
aplicaciones conformes es una aplicacion conforme, y sif: Q3 < C —
Qb cCyg Q < C > Q3 < C, son conformes en Q; y O

respectivamente, entonces f °g: Q; < C - Q3 < C, es holomorfa e
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inyectiva luego es conforme, y en consecuencia Q3 ~ Q3. [

6.1.1. Teoremas de la aplicacion abierta y de la aplicacion

de Riemann

Existe una relacibon muy importante entre regiones conformemente
equivalentes: Sea H(Q) el conjunto de todas las aplicaciones conformes
definidas sobre la region Q; si f es una aplicacién conforme f: Q; c C - Q, < C,

y 0. Q, < C queda definida una aplicacion:
H(Qz) e d H(Ql)
g—>gof

gue es inyectiva, suprayectiva y conserva las sumas y los productos, esto es,
se trata de un isomorfismo de anillos de H(Q,) sobre H(Q;). Asi, problemas
sobre H(;) pueden ser convertidos en problemas sobre H(Qi), y las

soluciones pueden ser transportadas de nuevo a H(Q,).
Dos propiedades importantes de las aplicaciones conformes son los

siguientes teoremas:

Teorema de la aplicacion abierta
Sea f una aplicaciéon conforme y no constante en un conjunto abierto Q,

entonces f(QQ) es abierto.

El caso mas importante esta basado en el teorema de la “Aplicacion de
Riemann”, que afirma que toda regién simplemente conexa en C y distinta de C

es conformemente equivalente al disco unidad abierto.

La demostracién del teorema de la Aplicacién de Riemann es complicada,
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pero al menos es interesante enunciarlo pues permite asegurar que dadas dos
regiones simplemente conexas existe una aplicaciéon conforme que transforma

una de ellas en la otra.

Teorema de la aplicacion de Riemann

Sea Q un subconjunto de C abierto y simplemente conexo distinto del
plano complejo; entonces existe una aplicacion conforme (holomorfa y
biyectiva) f que transforma el conjunto Q en el disco unidad con centro en el

origen, es decir, tal que f(2) = B1(0).

Ademas, dado cualquier punto zo € Q la funcion f anterior es Unica si se

exigen las condiciones f(zo) = 0y f’(zo) > O.

A partir del teorema de la aplicacion de Riemann se tiene que dos
subrregiones propias y simplemente conexas de C son conformemente
equivalentes, al ser equivalentes las dos al disco unidad. Esta es una

propiedad muy especial de las regiones simplemente conexas de C.

Se plantea la cuestién de si esto puede extenderse a situaciones sencillas
parecidas, como el caso de dos coronas circulares, siendo la respuesta,

generalmente, negativa.

Dadas dos coronas circulares: {z; r1 < |z| < Ri}, {z; . < |z| < Ry}, una
condicion necesaria y suficiente para que sean conformemente equivalentes es
que R1/r1 = Ry/r.

Bajo ciertas condiciones toda aplicacion conforme de una region
simplemente conexa Q sobre el disco unidad D = B1(0) puede extenderse a un

homeomorfismo de Q sobre D. En esta posible extensién juega un papel
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fundamental la naturaleza de la frontera de Q.

Siw es un punto de la frontera de Q, se dice que w es un punto frontera

simple de Q si tiene la siguiente propiedad:

Para toda sucesion (z,) en Q tal que z, tienda a w cuando n tiende a
infinito, existe una aplicacién continua f: [0, 1] - C y una sucesion (t,), 0 < t; <
t2<..<ty<...cont,tendiendo a 1, tal que f(t,) =z, (n=1,2, ...) yf(t) € Q,0<

t<1.

Dicho de otra manera, w es un punto frontera simple de Q si existe una
curva que pasa por todos los puntos z, y termina en el punto w. Toda
aplicacion conforme de Q sobre D = B;(0) va a admitir una extension a los

puntos de la frontera de Q2 que sean puntos frontera simples. De forma precisa:
Teorema 6.1.4:

Sea Q una region acotada y simplemente conexa en C, y sea f una
aplicaciéon conforme de Q sobre D = B4(0). Si w es un punto frontera simple de
Q entonces f tiene una extension continua a la union de Q con el punto w.
Ademas |f(w)| = 1, y si w1 y w, son puntos frontera simples de Q distintos y f
se ha extendido a la union de Q y de dichos puntos, entonces necesariamente

flwy) = f(wy).

Como consecuencia se tiene que si Q es una region acotada y
simplemente conexa en C y si cada punto frontera de Q es un punto frontera
simple, toda aplicacion conforme de Q sobre D se extiende a un

homeomorfismo de Q sobre D.

Este resultado tiene una consecuencia topoldgica:
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Si cada punto frontera de una region acotada y simplemente conexa Q es
un punto frontera simple, la frontera de Q es una curva de Jordan, y Q es

homeomorfoa D.
Se verifica también que, si la frontera de Q es una curva de Jordan, todo

punto frontera de Q es un punto frontera simple.

Ejemplos resueltos

Ejemplo 6.1.1: Estudiar dénde es conforme la aplicacion f(z) = z°.

La aplicacion f(z) = z* no es conforme en el punto z = 0, pues se anula su
derivada en ese punto, f(z) = 2z = f(0) = 0. Es un punto critico. Y en dicho
punto no conserva los angulos, sino que los dobla.

En coordenadas polares: z = re'* = w = z? = r>e”*. En el origen un
angulo a se transforma en un angulo 2a.

Es conforme para cada punto z de C/{0}, pues es holomorfa y no se anula
su derivada. Sin embargo no es conforme en C/{0}, pues no es inyectiva.

Del mismo modo f(z) = z* no es conforme en el punto z = 0, y en ese

punto triplica los angulos, pues z = re“ = w = z2° = rP.e".
Ejemplo 6.1.2: Estudiar donde es conforme la aplicacion f(z) = e”.
f(z) = e* = e*(cos y + i-seny) = u(x, y) = e*-cos y; v(X, y) = e*senYy.

f(z) = e* = f(z) = e*. No se anula su derivada en ningln punto y es una
funcion entera, por lo que la funcién exponencial es conforme en cada uno de
los puntos del plano complejo. Sin embargo no es conforme en C, pues no es
inyectiva al ser la funcion exponencial periddica de periodo 2xi. Es conforme en

cada banda vertical abierta de anchura menor a 2.
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Ejemplo 6.1.3: Estudiar dénde es conforme la aplicacion f(z) = cos z.

La funcién f(z) = cos z es entera, por lo que es conforme en todos los
puntos en los que no se anula su derivada: z # nwt, n € Z. No es una aplicacion

conforme en C, aunque es conforme en las bandas verticales nt < x < (n + 1)x.
Ejercicios
6.1.Estudiar donde es conforme la aplicacion f(z) = %
6.2.Estudiar donde es conforme la aplicacion de Jukowskii:

f(z)=z+1.
z

6.3.Estudiar dénde son conformes las funciones hiperbdlicas f(z) =

senh z y f(z) = cosh z.

6.4.Estudiar dénde es conforme la aplicacion f(z) = z .

6.2. ALGUNAS TRANSFORMACIONES

SENCILLAS

Es interesante estudiar, con diferentes ejemplos, las propiedades

geométricas de las distintas transformaciones.

6.2.1. La aplicacion lineal: f(z) =az + b

Traslacién: Si a = 1, la aplicacion w = f(z) = z + b es la traslacion de

vector de traslacion b. Su derivada no se anula: f(z) = 1, y es inyectiva. Existe
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su funcion inversa, f1(z) = z — b, por lo que la traslacién es una aplicacion

conforme en C.

Sib =Db; + byilaimagen de un punto z = x + yi del plano z es el punto w =
u+iv=(x+Db) +i(y+by).

La traslacidn transforma una recta en otra recta, paralela a la de partida, y

transforma una circunferencia en otra de igual radio y con su centro trasladado.

Homotecia: Sia=k e R, a>0y b =0, f(z) = kz es una homotecia de
razon k. Su derivada no se anula: f(z) = k # 0 y es inyectiva. Existe su funcion

inversa, f*(z) = z/k, por lo que la homotecia es una aplicacién conforme en C.

La homotecia transforma una recta que pase por el origen en ella misma,
y una recta que no pasa por el origen en una recta paralela a la de partida, y

transforma una circunferencia en otra, de radio multiplicado por el factor k.

Giro o rotacién: Sia=e“y b =0, f(z) = €%z es un giro o rotacién. Su
derivada no se anula: f(z) = e = 0. Existe su funcién inversa, f *(z) = €™, por lo

gue la rotacion es inyectiva. Luego es una aplicacion conforme en C.

La rotacién transforma una recta en otra recta y una circunferencia en

otra, de igual radio.

Semejanza directa: Sib=0,y a= lale" se tiene quew =f(z) =a-zes la
composicion de un giro con una homotecia directa, que se denomina una
semejanza directa. Escribiendo a y z en forma exponencial, a = lale™, z =
z | €", se tiene:

W:|a|'|Z| .ei-((x+9)

por lo que f(z) = a-z es una dilatacién o contraccién de razén |al y un giro de
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angulo o = arg(a) en torno al origen. La imagen de una region dada es

geométricamente semejante a la inicial.

Al ser composicion de dos aplicaciones conformes es una aplicacién

conforme en C.

En general, una aplicacion lineal general (no constante) f(z) = a-:z + b,
con a = 0, es la composicién de un giro, una homotecia y una traslacion. Es una

aplicacion conforme en C. Trasforma rectas en rectas y circunferencias en

circunferencias.

6.2.2. La funcion f(z) = z°

En el ejemplo 6.1.1 se comprob6 que la transformaciéon w = f(z) = z2, es
conforme en cada punto z # 0, pero no lo es en la region C/{0} porque no es
inyectiva.

Se descompone en su parte real y su parte imaginaria: f(z) = z° = (x* — y?)
+ 2x-y-, por lo que si se consideran rectas coordenadas del plano complejo
imagen: u = a, v = b, entonces a = u(x, y) = x> = y*y b = v(x, y) = 2xy, se
observa que provienen de hipérbolas en el plano complejo de partida. Las
rectas coordenadas a = u, b = v son ortogonales y por lo que también lo son
sus preimagenes, las hipérbolas equilateras a = x> — y* y b = 2xy.

Lasrectas x =a,y = b, a= 0, b # 0, se transforman en parabolas, y las
rectas x = 0, y = 0 se transforman en las semirrectas Ry R* respectivamente;
la circunferencia |z| = r se transforma en la circunferencia |w| = r? y las

semirrectas arg(z) = 0 en las semirrectas arg(w) = 2-6.

Transforma el primer cuadrante x > 0, y > 0, en el semiplano superior, y
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transforma el semiplano superior en todo el plano.

6.2.3. La funcioén f(z) = 2"

Se puede generalizar lo anterior estudiando la transformacion w = f(z) =
z", donde n es un ntmero natural. La funcién f(z) = z" = r"-e" se comporta de
manera parecida. Por medio de esta transformacién una circunferencia de
centro el origen y radio r se transforma en una circunferencia de centro el
origen y radio r": {z € C; lz|=1} - {w e C; |w|=r"}. Una recta que pase por
el origen y forme un &ngulo 6 con la direccion positiva del eje real pasa a ser
otra recta que pasa por el origen y forma un angulo n6 con la direccion positiva
del eje real: {z € C; arg z = 6} —> {w € C; arg w = n6}. Por tanto la propiedad de
conservar angulos no se verifica en el origen, donde la derivada de la
transformacion es cero si n es mayor que uno. Una region angular de vértice en

origen y amplitud 2x/n se transforma en todo C.

6.2.4. La funcion exponencial w = exp(z) = e*

En el ejemplo 6.1.2 se comprob6 que la funcién exponencial es una
transformacion conforme en cada punto del plano complejo C, pero no es
conforme en C pues no es inyectiva, aunque si lo es en cada banda horizontal

abierta de anchura menor o igual a 2x.

Las rectas horizontales, x = a, se transforman en circunferencias de
centro el origen y radio €%, lw| = e® Los radios son mayores o menores que
uno, r = e® segun que la recta esté en el semiplano de los nimeros complejos
con parte real positiva 0 en el semiplano de los nUmeros complejos con parte

real negativa.
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Las rectas paralelas al eje real, y = b, se transforman en semirrectas de

extremo en el origen, Argw = b.

Cualquier banda paralela al eje real con altura 2z se transforma en todo el

plano.

Se observa que se conserva la ortogonalidad.

6.2.5. La funcion w = cos(z)

En el ejemplo 6.1.3 se comprobd que la funcién w = cos(z) es conforme
en todos los puntos z # nt donde n es entero, y es conforme en la banda

vertical 0 < x < 7.

Las rectas x = a se transforman en hipérbolas y las rectas y = b en
elipses. Las rectas coordenadas se transforman en haces de hipérbolas y en

haces de elipses cofocales.
De manera analoga pueden estudiarse el resto de funciones

trigonométricas.

6.2.6. La funcion w = z

Una funcién que no es conforme en ninglin punto es w = z ya que no es
holomorfa en ningln punto. Geométricamente representa una simetria
respecto al eje real, y aunque la simetria conserva el valor absoluto de los

angulos, no conserva los angulos, pues no conserva su orientacion.

6.2.7. La funcion w = 1/z

La funcion w = 1 es conforme en C/{0}. Es posible extenderla a Ciu{w}=
z
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C, mediante la correspondencia f(0) = o, f(o) = 0. Al ser limf(z)=w y
z—0

lim f(z)=0 la aplicacion f es continua en el plano ampliado. Se puede probar
Z—>0

que es una aplicacién conforme en C.
Al escribir la transformacién en polares: w = = = 1/(re”) = (1/r)-e™,
z

transforma la circunferencia de centro el origen y radio r, |z = r, en la
circunferencia de centro el origen y radio r*, |w| = r'!, y las semirrectas arg(z) =

0 en las semirrectas arg(w) = -0.

Rectas y circunferencias se transforman en rectas y circunferencias pues:

w= = = +i

x+iy  x24y2  x24y2 X% +y X% +y

1 1 X .=y X -y
z

al ser z = 1/w, se tiene también que:

x= — Y _ yy=_—Y
u? +v? u? +v?

En efecto, sustituyendo lo anterior y simplificando, se obtiene que la recta

o circunferencia:
a(?+y?) +bx+cy+d=0;a,b,c,de®R
se transforma en:
du*+v?) +bu—cv+a=0
por lo que:

a) Una circunferencia que pasa por el origen (d = 0) se transforma en

una recta que no pasa por el origen
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b) Una circunferencia que no pasa por el origen se transforma en una
circunferencia que no pasa por el origen

c) Una recta (a = 0) que no pasa por el origen se transforma en una
circunferencia que pasa por el origen

d) Unarecta (a =0) que pasa por el origen (d = 0) se transforma en una

recta que pasa por el origen

Como z-Z = |z |? la aplicacién puede ser descrita por la composicién de:

Z= izz, w=2Z
2|

La primera es una inversion con respecto al circulo unidad |z| = 1. La

imagen de un punto z no nulo es el punto Z tal que:

|Z|:é y argZ=argz

luego los puntos exteriores al circulo unidad se aplican sobre puntos interiores
a él, excluido el cero, y reciprocamente; y cualquier punto de la circunferencia
se transforma en si mismo. La segunda transformacion es la simetria respecto

al eje real.

6.2.8. Otras transformaciones

., 1 . . .
La transformacion w=z+=, es un sencillo ejemplo que nos permite
z

comprobar que una circunferencia de centro el origen: {z € C; lzl=r 1= 1}, se

. X : .
transforma en la elipse: + =1. Por tanto, dos circunferencias
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con radios reciprocos se transforman en la misma elipse, mientras que las

lineas rectas que pasan por el origen se transforman en hipérbolas.

Como resultado de componer la funcidon exponencial y la transformacién
anterior se puede estudiar la transformacién w = cosh(z). Puede utilizarse para
obtener un campo electrostatico debido a un cilindro eliptico, el campo
electrostatico debido a un plano cargado del que se ha suprimido una banda, el
flujo de un liquido alrededor de un cilindro eliptico, el flujo de un liquido a través

de un corte en un plano, etc.

Otro ejemplo es la transformacion de Schwarz-Christoffel. Se supone
que en el plano complejo se tiene un poligono cuyos lados cambian de
direccién un angulo o cuando se pasa por el i-ésimo vértice, moviéndose
sobre la frontera del poligono de manera que el interior quede a la izquierda. La
mitad superior del plano se aplica sobre el interior de este poligono por medio

de la transformacién: w :A-I dz +B, donde z;,

(z2-21)*(2-25)"2..(z2-24)%"

..., Zn, SON los puntos del eje real de partida que se aplican sobre los vértices
del poligono, y donde A y B son constantes que quedan fijadas segun la escala
y situacion del poligono. Esta transformacion se utiliza, por ejemplo, para hallar
la transformacion analitica que resuelve el problema de determinar el campo
electrostatico alrededor de un conductor cilindrico cargado con seccion

poligonal.

Ejemplos resueltos

Ejemplo 6.2.1: Hallar la imagen del cuadrado de vérticesa=1,b=1+1i,c

=iy d =0, mediante la aplicacion f(z) = (1 +i)-z + 3.
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La aplicacion f(z) = (1 +i)-z + 3 transforma el cuadrado de vérticesa=1, b
=1+i,c=iyd=0enelcuadrado de vérticesa’=4+i,b’=3+2i,c’=2+1iy
d’ = 3. Esta transformacion puede descomponerse como composicién de:

Z=(1+i)yzyw=2Z+3
gue son, respectivamente, una semejanza y una traslacion.

T

=i
Al ser 1 +i= +2e4 | la semejanza, a su vez, es composicion de la

homotecia, de factor de homotecia /2, y de la rotacion, de centro el origen y
de angulo us
4

Ejemplo 6.2.2: Mediante la aplicacién f(z) = e, comprobar que la region

del plano complejo:

a) A={z=x+yi;x>0,0<vy<n}se transformaen{w=u+iv; w|>1, v >0}

b)B={z=x+yi;x<0,0<y<nr}se transformaen {w=u +iv; wl<1, v>0}

c) C={z=x+Yvyi; 0<y<n}setransforma en {w =u +iv; v > 0}.
Se sabe que las rectas paralelas al eje de ordenadas, x = a, se
transforman en circunferencias de centro el origen y radio e?, y las rectas

paralelas al eje de abscisas, y = b, se transforman en semirrectas de extremo

el origen y argumento b.

Las fronteras de las regiones estudiadas son, por tanto, x =0,y =0ey =
7; X = 0 se transforma en la circunferencia de radio uno y centro el origen, y =0
en el semieje real y positivo, y = © en el semieje real y negativo. Si x > 0 se
obtienen circunferencias de radio mayor que uno y si 0 < y < © se obtienen
semirrectas de argumentos entre 0 y . Asi, la region A se transforma en el

exterior del semicirculo de radio uno y ordenadas positivas. La region B se
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transforma en el interior del semicirculo de radio uno y ordenadas positivas, y la

region C en el semiplano de ordenadas positivas.

Ejemplo 6.2.3: Sean dos circunferencias tangentes C; y C, (siendo C;
interior a C,) y una cadena de circunferencias tangentes entre siy a C; y C..
Demostrar que los puntos de tangencia estan todos ellos sobre una misma

circunferencia.

Figura 6.1: Ejemplo 6.2.3

Sea P = C; n C; el punto de tangencia y sea T(z) = LP Como T(P) =
Z —

o, esta inversion transforma las circunferencias C; y C, en rectas paralelas, y la
cadena de circunferencias tangentes en un haz de circunferencia tangentes a
esas dos rectas paralelas, luego sus puntos de tangencia estan en otra recta
paralela a T(Cy) y a T(C,), que la transformacion inversa transforma en una

circunferencia que pasa por los puntos de tangencia del haz original.
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Ejercicios

6.5. Sean dos circunferencias secantes C; y C, y una cadena de
circunferencias tangentes entre si y a C; y C,. Demostrar que los puntos de
tangencia estan todos ellos sobre una misma circunferencias que pasa por los

puntos de interseccién entre C; y C,.

6.6. Comprobar que f(z) = 1 transforma:
z

a) Larecta x = 1/2 en la circunferencia (u — 1)® + v = 1.
b) Larectay = 1/2 en la circunferencia u® + (v + 1)* = 1.
c) Larecta x = a en la circunferencia —a(u® + v?) + u = 0.
d) Larectay = b en la circunferencia u? + (v + 1/(2b))? = 1/(2b)>.
6.7. Hallar la imagen del circulo abierto de centro el origen y radio uno
mediante la transformacion: J(z) =z + % y comprobar que J lo transforma en el
plano complejo ampliado excepto el segmento [-2, 2]: C U« / [-2, 2].

6.8. Comprobar que f(z) = log z transforma {zeC; e®< |z] <eb o< arg

z<Blen{fwe C,a<Rew<b,a<imw<B}paraa,be Ry0<a<p<2n.

6.3. TRANSFORMACION BILINEAL O DE

MOBIUS

Un tipo particular de transformacion conforme es la transformacion

bilineal, homografia o aplicacién de Mdbius, que se estudia de forma especial,
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analizando sus propiedades y su comportamiento frente a las razones dobles.

Debe su nombre a A. F. Mébius, (1 790 - 1 860), gran gedmetra del siglo

XIX, al que también se debe la conocida “banda de Mébius”.
Definicion 6.3.1:

az+b
cz+d

Una transformacion de la forma: w =T(z) = ,a, b, c,ydeC, se

denomina transformacion lineal fraccionaria. Recibe el nombre de
transformacion de Mdbius, transformacion bilineal u homografia en el

caso de que ademas verifique la relacion ad — bc = 0.

La condicion ad — bc # 0 garantiza que la transformacion no sea

constante.

La denominacién de “bilineal” se debe a que puede escribirse también de
la forma czw + dw — az — b = 0, que es una ecuacion lineal en cada una de las

variables z y w.

6.3.1. Propiedades basicas

az+b

Se observaque w =T(z) =
cz+d

tiene un polo en el punto z = —d/c.

Proposiciéon 6.3.1:

Si ad — bc = 0 entonces la transformacion T es constante, y si ad — bc es

distinto de cero entonces T es conforme en z # —d/c.

En efecto, T(z) = Lbcz, gue existe si z # —d/c y no se anula si ad —

(cz+d)

bc # 0, por lo que si ad — bc es distinto de cero entonces T es una
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transformacién conforme para todo punto z, z # — d/c. Si ad — bc = 0 entonces
se anula la derivada en todos los puntos z € C por lo que T es la

transformacién constante.]
Proposicién 6.3.2:

La transformacion de Mobius w =T(z) = az+b
cz+d

es inyectiva en C/{-d/c} y

en consecuencia es conforme en C/{-d/c}.
Demostracion

azy+b _az, +b

T(z1) =T(z =
(1) (2):>czl+d czy +d

= (azy + b)(cz, + d) = (cz1 + d)(az» + b)

= (acziz, + adz; + bcz; + bd — (acz;z, + adz, + bcz; + db)) = adz; + bcz, —
adz, — bcz; =0 = ad(z1 — z2) — be(z1 — z2) =0 = (21— z2)(ad — bc) = 0y como
ad — bc # 0 entonces z; — z, = 0 = z; = z,, por lo que T es inyectiva, y en

consecuencia es conforme en C/{-d/c}. [
Aplica C/{-d/c} en CHalc}. [

Si se define T(-d/c) = o y T(w0) = alc (si ¢ = 0 basta hacer que T(x) = ),
entonces se puede asegurar que la transformacion de Mdbius T es conforme

en el plano complejo ampliado T: C=CuUx—>C=CuU .

. , . L, raz+Ab
Si A es un numero complejo no nulo, la transformacion w =——— es la

rcz +2d

misma que w =T(z) = az+b
cz+d

, por lo que ad — bc no esta determinado por T,

sino que puede tomar cualquier valor no nulo, A(ad — bc), y de las cuatro

variables, a, b, c, d, sélo tres son independientes.
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Por eso en ocasiones se impone la condicion de normalizacion: ad — bc
= 1, que no supone ninguna restriccion y permite fijar univocamente los

coeficientes a, b, c, d.

El hecho algebraico de que una transformacion bilineal contenga tres
parametros complejos arbitrarios se traduce en que es posible elegir libremente
las imagenes de tres puntos cualesquiera del plano complejo ampliado, y con

ello determinar una transformacion de Mobius.

Tiene interés discutir el nimero de puntos fijos que puede tener toda

transformacion bilineal, vista como una transformacion del plano complejo

ampliado en si mismo: T: C=CuUx—>C=CuU .
Proposicién 6.3.3:

Una transformacion de Mdébius tiene siempre un punto fijo, puede tener

dos y si tiene tres es la identidad.
Para demostrarlo se buscan los puntos fijos de T(z):

Si ¢ = 0 entonces z = b/(d — a) es un punto fijo y otro es el punto del
infinito. Las traslaciones sélo dejan fijo el punto del infinito, los giros y las

homotecias, ademas el centro de giro o el de homotecia.
Si ¢ es distinto de cero entonces T(w) # w0y

T =22 _ ;v (d-a)z-b=0.
c-z+d

Una ecuacion de segundo grado, en el campo complejo, tiene dos
soluciones (quizas confundidas si (d — a)? + 4cb = 0) lo que prueba que tiene

siempre un punto fijo como minimo, puede tener dos, y si tuviera tres seria la
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transformacion identidad. [

Proposicion 6.3.4:

El conjunto M = {T; T es transformacién de Mobius} tiene estructura de
grupo con la operacion composicion de aplicaciones.

Demostracion:

Se debe probar que la composicion de dos transformaciones de este tipo
sigue siendo de este tipo, y que la inversa de una transformacion de Mdébius es

también una transformacién de Mobius.

La inversa de T se obtiene despejando z, T(z) = ﬂ y es otra
-Cc-z+a
transformacion de Mobius.

La identidad, T(z) = z, es una transformacion de Mobius. Por tanto las

transformaciones de Moébius forman un grupo para la composicion. [

6.3.2. Tipos particulares de transformaciones bilineales

Casos particulares de este tipo de transformaciones son las aplicaciones

lineales: T(z) =az + b, donded=1yc=0.
La composicion de dos aplicaciones lineales es una aplicacién lineal y su

. _ z-b o
inversaes T 1(z) = —— es otra aplicacion lineal. Forman un subgrupo de las
a

aplicaciones bilineales. Son aplicaciones conformes en C.

Transforman el punto del infinito en el punto del infinito, es decir, el punto
del infinito es un punto fijjo de las aplicaciones lineales. Entre ellas se

distinguen:
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Traslaciones: Tp(z) = z + b, donde b es un niumero complejo,c =0y d = 1.

Su Unico punto invariante es el punto del infinito. T*(z) = z - b.
Rotaciones: R(z) =az,conjaj]=1,conb=c=0yd=1.
Homotecias: H(z) =rz,conre Ryr>0conb=c=0yd=1.

Semejanzas directas: Los productos Sy(z) =azconb=c=0yd=1,
composicién de una rotacién de angulo el argumento de a y una homotecia de

razén el moédulo de a.

Las aplicaciones lineales transforman rectas en rectas y circunferencias

en circunferencias.

Toda transformacion lineal es composicion de una traslacion, un giro y

una homotecia.

Otro tipo particular es la inversion: in(z) = 1/z, cuya aplicacion inversa es
ella misma. La inversion, como se vio en el apartado anterior transforma
circunferencias generalizadas (rectas o circunferencias) en circunferencias

generalizadas (rectas o circunferencias).

Se puede comprobar que cada una de las transformaciones lineales es
composicién de dos inversiones en rectas o en circunferencias, luego toda
transformacion de Mobius es composicién de inversiones geométricas. Puede
demostrarse que cuatro inversiones bastan para descomponer cualquier
transformacion de Moébius, y para algunas es suficiente con dos. El estudio de
estas descomposiciones permite clasificar las transformaciones bilineales en

cuatro tipos: elipticas, parabdlicas, hiperbdlicas y loxodromicas, con
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interesantes propiedades. Este estudio puede verse en Needham.!
Proposicién 6.3.5:

Toda transformacion de Mdobius es composicion de traslaciones,

rotaciones, homotecias e inversiones.

Demostracion:

., a-z+b . .
La transformacion: T(z) = ———— es composicion de la traslacion de
c-z+d
. o , : bc-ad _
vector d/c, Tq.; la inversion, in; semejanza directa de factor — Sbe-ad ;
C 2

c

y la traslacion de vector a/c, Tac; €s decir T = Tac ® Spe_ag ° 1N ° Tar.

C2

En efecto, sea T(z) = az+b con ad —bc # 0.
c-z+d

Sic=0entonces T(z) = (a/d)z + (b/d) = T = Ty ° Saa-

Sicz0= T(2 = a-z+b _ l(acz+bc) _ l(acz+ad—ad+bc) _
c-z+d c cz+d c cz+d
1 bc—ad 1 bc-ad a bc-ad 1
_(a+—d) = —(<’:1+—d )= —+ i 5
A 2 N e
c C

= (Ta/c ° Sbc—ad °in° Td/c)(Z). ]

C2

Como consecuencia, al ser toda transformacion de Mobius composicion
de transformaciones lineales (que transforman rectas en rectas vy
circunferencias en circunferencias) y de inversiones (que transforman rectas o

circunferencias en rectas o circunferencias) se obtiene que una transformacion

! Needham, T.: Visual Complex Analysis. Clarendon Press. 1997.
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de Mobius transforma circunferencias o rectas en circunferencias o rectas.

En términos de proyeccion estereografica transforma circunferencias de la
esfera de Riemann, incluso las que pasan por el polo, en circunferencias de la
esfera de Riemann. Y dadas dos circunferencias o rectas cualesquiera existe
una transformacion de Mébius que transforma la una en la otra. Dicho con méas
precision:

Corolario 6.3.6:

Si T es una transformacion bilineal y D es una circunferencia o una recta,

entonces T(D) es una circunferencia o una recta.

Proposicién 6.3.7:

Dadas dos circunferencias o rectas Dy D’ en C existe una transformacion

de Mobius, T, tal que T(D) = D".

Ademas se puede especificar que T aplique tres puntos cualesquiera de D
sobre otros tres de D’. Si se especifican las imagenes de tres puntos distintos

de D la transformacién T es Unica.

6.3.3. Razon doble
Proposicion 6.3.8:

Sean zi, 75, Y 3 puntos de C = C U o distintos entre si. Existe una Gnica

transformacion bilineal T tal que T(z1) = 1; T(z2) = 0; T(z3) = .
Demostracion:

Se prueba la unicidad utilizando que si tiene tres puntos fijos debe ser la

identidad. Si T(z) = S(z) paraiigual a 1, 2, y 3, entonces (S™*°T)(z) = (S°S)(z)
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= z; por lo que S™°T deja tres puntos fijos y en consecuencia es la identidad, y

portanto T = S.
Para probar la existencia, se construye la transformacion T:

Z—-127Z9

Z—-23 Z1—123 Z-1Zy
Z1—2Zo Z1—2y Z—Z3’
Z1-123

T(2) =

en el caso de que los tres puntos pertenezcan al plano complejo, y con las

debidas modificaciones si alguno de ellos vale infinito:

. z-2
Si z; = w entonces: T(z) = 2
Z—-173
. Z1-2
Si z, = w entonces: T(z) = a2
Z—1273
. z-2
Si z3 = w entonces: T(z) = L2
Z1-23

La transformacion T asi definida verifica que T(z1) = 1, T(z2) = 0y T(z3) =

Corolario 6.3.9:

Dados tres puntos de C v {0} distintos dos a dos: z;, z,, z3, y otros tres
puntos, wi, W», ws, también en C U {0} y distintos dos a dos, existe una Unica

transformacion bilineal que transforma cada zx en wy, T(zx) = Wk.

Para demostrarlo basta construirla. Sean T y S las transformaciones tales
que: T: (z1, Z2, 23) > (1, 0, ), ¥y S: (w1, Wz, W3) — (1, 0, ), entonces la
transformacion: S™*°T transforma (S™°T)(z«) = wk. Si los puntos pertenecen a C,

Su expresion es:
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Wi1-W3 W-Wyp  Z1—-23 Z-1Zy
Wi-Wy W-Wg Z3-2Zp Z-2Z3

de donde despejando se obtiene w en funcién de z. [

Si alguno de los puntos es el del infinito se sustituye T o S por la

expresion correspondiente.

Dicha transformacion permite introducir un nuevo concepto, el de “razon

doble” o razén armoénica:

Definiciéon 6.3.2:

Si z0, 21, Z2 'y Z3 son puntos de C, se llama razon doble de zp, z1, z, y zz a
la imagen de z, bajo la Unica transformacion de Moébius T que aplica T(zy) = 1;

T(z2) = 0; T(z3) = .
Se representa por (2o, 21, Z2, Z3), Y SU expresion es:

Z0 —Z3

Zn — 2 Z1—272 Zn —Z
(2o, 21, 22, 23) = 0-%3 - 21°%3 20" %2
Z1—Z Z1—2Zp Zp—Z13

Z1—Z23

La razon doble es invariante por las transformaciones de Mdbius, es decir,
si T es una transformacion de Mébius y se toman cuatro puntos arbitrarios, zo,

Z1, Z2 Y Z3, SU razén doble es igual a la razén doble de sus transformados por T:

(2o, 21, 22, 23) = (T(20), T(z1), T(z2), T(z3)).
Proposicién 6.3.10:

Sea T una transformacion de Mobius, y sean zo, z1, Z; Y Z3 cuatro puntos,

entonces (zo, z1, 22, z3) = (T(20), T(z1), T(z2), T(z3)).

La demostracion se basa en operar con la definicion de razén doble.
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La razon doble se empez6 a estudiar en el siglo XVII, en el contexto de la
Geometria Proyectiva, donde desempefia un papel importante, como el

principal invariante de las proyectividades.
Corolario 6.3.11:

La ecuacién de la unica transformacion de Mébius que transforma z; en
W1, Z2> €n W2 Y Z3 en ws viene dada en términos de razon doble por (w, wi, wo,

W3) = (2, 21, Z2, Z3).
En efecto, la expresion:

W1 —-W3 W-Wyp  Z1—-23 Z-1Zy
Wi -Wy W-Ws3 Z3—-2Zp Z-1Z3

se puede abreviar como (w, wi, W2, W3) = (Z, Z1, Z2, Z3), |0 que se expresa

diciendo que las transformaciones bilineales conservan las razones dobles.

Corolario 6.3.12;

T(2) = (z, z1, z2, Z3) es la Unica transformacién de Mobius en C= C U «©

que transforma z; en 1, z, en 0 y z3 en el punto del infinito.

Z—22
T(2) = (2, 21, 22, 23) = 3 _Z1-73 2-2p
21-22  73-2Zp Z-1Z3

Z1-123
Si se considera que “circunferencia generalizada” puede ser tanto una

circunferencia como una linea recta, ya que si una circunferencia generalizada

en C pasa por el punto del infinito entonces es una recta, pues la razon doble

permite caracterizar el hecho de que cuatro puntos pertenezcan a una misma

circunferencia, pues cuatro puntos de C pertenecen a una misma
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circunferencia cuando su razén doble es un ndmero real.
Corolario 6.3.13:

Sean z3, z, y z3 € v (circunferencia o recta) — C. Si zp € vy, entonces T(zo)

= (20, 71, 22, 23) € R U {0}

Se define T(z) = (z, z1, 22, z3) que transforma y (circunferencia o recta) en
v* (circunferencia o recta). Pero T(z1) = 1; T(z2) = 0; T(z3) = =, por lo que y* es

la recta R U {0}, y Si Zg € v, entonces T(zp) € R U {o}. [
Corolario 6.3.14:

Sean z;, z, y z3 € y (circunferencia o recta) — C. Si zp no pertenece a v,

entonces Im(T(zo)) es distinta de cero.

Pues, en efecto si zp no pertenece ay < zp € Cly & T(zp) ¢ R U {x} <

Im(T(z0)) # 0 < Im((Wo, W1, Wa, W3)) # 0. []

Esta consecuencia proporciona la clave para definir los conceptos de

parte derecha y de parte izquierda de una recta y de una circunferencia.

6.3.4. Principio de simetria y principio de orientaciéon

De forma natural es posible hacerse la siguiente pregunta: ¢Qué sucede
con el interior y el exterior de los recintos limitados por dichas circunferencias?
Para poder responder a dicha cuestidn es preciso introducir nuevos conceptos,

el de simetria y el de orientacion.

En C = C u {«} no es obvio el significado de las palabras interior y

exterior de una circunferencia o de una recta; para poder darles un significado

es preciso introducir el concepto de orientacion.
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Definicién 6.3.3:

Una orientacion en una circunferencia o recta y de C = C U {0} es una

terna ordenada de puntos de y distintos entre si: (21, z2, Z3).

De forma intuitiva se observa que dichos puntos dan una direccién sobre y
qgue corresponderia a ir de z; a z, y de z; a z3. Se observa que con Unicamente

dos puntos no se tiene una orientacion.
En R U {o} existen dos orientaciones posibles: (1, 0, ©) y (1, w«, 0).
Definicion 6.3.4:

Si y es una circunferencia o una recta y (z1, 2, Z3) una orientacién en vy, se
denomina “lado derecho” o region a la derecha de y al conjunto {z € C U
{0}; IM(z, 21, Z2, z3) > O}, y “lado izquierdo” o regidn a la izquierda de y al

conjunto {z € C u {«}; Im(z, z1, z2, Z3) < 0} segln la orientacion dada.

Asi, por ejemplo, en R U {x}, dada la orientacion (1, 0, «) su parte
derecha es el semiplano superior. Si se toma la orientacion (1, o, 0) el
semiplano superior es la parte izquierda. ¢ Y con la orientacion (1, 2, -1)? Esta

orientacion coincide con la orientacion (1, oo, 0).

De esta forma la respuesta a la pregunta planteada anteriormente viene

dada por el principio de orientacion que dice:
Proposicion 6.3.15.
Si 11 y 72 son dos circunferencias de C y T es una transformacién de

Mobius tal que transforma la una en la otra, si se fija una orientacion en y;

entonces T aplica el lado derecho de y; sobre el lado derecho de y,, y el lado
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izquierdo de y; sobre el lado izquierdo de y,, respecto de la orientacion

transformada.

Esto es una consecuencia de que las transformaciones de Mobius
conservan las razones dobles. Asi si (z1, z2, z3) determinan una orientacion en
v, ¥ T es una transformacion de Mobius entonces la parte derecha (y
respectivamente, la parte izquierda) de y segun esa orientacion, se transforma
en la parte derecha (y respectivamente, la parte izquierda) de T(y) segun la
orientacion (T(z1), T(z2), T(z3)).

Definicién 6.3.5:

Sea y una circunferencia que pase por los puntos z;, z; y z3. Se dice que

los puntos z y z* son simétricos respecto de y si:

(z5,24,25,23)=(2,21,25,23).

En apariencia la definicion no depende Unicamente de la circunferencia vy
sino también de los puntos z;, z,, z3, pero esta dependencia es aparente.

Si y es una recta los puntos z y z* son simétricos si equidistan de y y se
encuentran sobre la misma recta perpendicular a y. Es decir, z y z* son

simétricos respecto de la recta vy, si y es la mediatriz del segmento [z, z*]

Si y es una circunferencia en C de centro a y radio r, entonces los puntos

z y z* son simétricos respecto de la circunferencia y si verifican la relacion:
* S Ay 2
(z*x-a)-(z—a)=r"~.

Conocido uno de los puntos puede construirse geométricamente el otro

mediante una figura, ya que a, z y z* estan en la misma semirrecta. En efecto:
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arg((z* —a)-(z—a))=arg(r?) = arg(z* — a) + arg(z —a ) = 0 y por tanto:
arg(z* —a) = arg(z — a).

Por otro lado, se obtiene una semejanza de triAngulos, pues:

|z*—a|_ r

|(z*—a)|-‘(2—5)‘=‘r2‘:|z*—a|- lz-al=r’= = .
r lz-a

En general:

z* =

+a.

N|
[
o

Se comprueba que:

a) El punto simétrico respecto de la circunferencia y del punto del

infinito es el centro de la circunferencia.

b) EIl punto simétrico respecto de la circunferencia y de un punto de la

circunferencia (o de la recta) es €l mismo.
c) El simétrico de z respecto de R U {x} es su conjugado: z .

d) Si z* es el simétrico de z respecto de y, entonces z es simétrico de

z* respecto de y.

Circunferencias de Apolonio

1z -2z

La expresion: =)\, con A e R, representa una recta si A es igual a

12— 25|
uno, y una circunferencia si A es distinto de uno.

Enefecto,sir=1= [z-z1|= lz-z|=

(X—X1)*+ (Y —y1)* = (x—%2)° + (Y - y2)° =
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2(X1 — X2)-X + 2(Y2 — y1) + X1Z + Y22 — X2 —y.2 = 0,

que es la ecuacion de la recta mediatriz del segmento (X1, Y1), (X2, Y2), por lo

que z; Y Z, son simétricos respecto de larecta |z -z, | = |z -z, |.

Si & # 1 se puede comprobar que la ecuacion lz — z1| = Az = 2,

Z1—-A\Z

22 y radio r :M.
1-x

representa la circunferencia de centro a = >
1-Xx
Definicién 6.3.6:

|z -2z _
|z —2,5|

Se denomina circunferencia de Apolonio a la circunferencia: A

,conie R
Proposicion 6.3.16:

Los puntos z; y z» son simétricos respecto de la circunferencia de

. |z-z Z1-\z . Mzp—2
Apolonio: | 1| =X, L =1, decentro a=-L > 2 y radio r :(1—22).
z- 2z, 1-X 1-x
Demostracion:
El simétrico de z, z* es:
2
r
Z*=——+a
Z-a
por lo que el simétrico de z,, z*;, es:
2
(Mzy-22))
2 ( 2)2 2
r - Z1—-\Z
Zo*=——+a= 1_7” S—+ 1 22=
Zp -4 - Z1-X2Zp 1-x

1-22
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M (21-25)" +(21- 22, )(Z - 74) _
(1-22)(Z2 ~21)

Z1. [

Como consecuencia se tiene:

Corolario 6.3.17:

Si los puntos z; y z, son dos simétricos respecto de la circunferencia vy, la

|z -2z

ecuacion de y puede expresarse en la forma: | |
Z—17Zo

=A, con A constante e

|21 - 25|
B,

independiente de z, A =

Demostracion:

Sean z; y z, dos puntos simétricos fijados respecto de la circunferencia v,

de centro a y radio r. Entonces:

2
(z1-a)(zz2-a)=r’= z;=——+a.
22—a

Sea z un punto cualquiera de la circunferencia. Se va a probar que

z-zo| . - .
|z - |—k es independiente de z. En efecto:
—Z2
r2
-z [Ha™ fea@-a-rf
|z -2z,5| 1z -2, (z-2z3)(Zp )|

(z-a)(zp-a)-(z-a)z-3)| _[z-a)(zp-a-z+d) |zo-d ___
(z—25)(Z, -a)| (z—25)(Z, -a)| r '

Proposicién 6.3.18:

El principio de simetria dice que si T es una transformacion de Mébius
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que aplica la circunferencia generalizada vy; sobre la circunferencia
generalizada y,, todo par de puntos simétricos respecto de y; se transforman

por T en un par de puntos simétricos respecto de v,.
Demostracion:

Es sencillo comprobar que las transformaciones lineales conservan la

simetria. Bastaria, pues, probar que la inversion: in(z) = 1/z, la conserva.

z-2 . :
Sea H:k una circunferencia de la que se sabe que z; y z, son
Z—-17Zo

simétricos respecto de ella. Su transformada por la inversion w = 1/z es:

1 1
=7 Zqw — — ‘W -
w ! N |1_ ZlW| — | | 21 P ! = MZZ' = constante
l—Zz |1 22W| |Z |W R W—i |Zl| .
w 2 Zy Z3

En consecuencia la curva transformada es también una circunferencia

1 1 L
para la que los puntos —=w; y — =w, son simétricos respecto a ella, por lo
2 22

que la inversion conserva la simetria, y por tanto, las transformaciones

bilineales conservan la simetria.

Ejemplos resueltos

Ejemplo 6.3.1: Sea D el disco unidad, B;(0). Encontrar todas las
transformaciones de Moébius, T, que transformen al disco unidad en si mismao.
Algun punto a € D tendra que transformarse en el origen, T(a) = 0, y

mediante la conservacion de la simetria se puede garantizar que el simétrico de
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a se transformara en el simétrico del centro, esto es, en el punto del infinito:
El simétrico de a es a* = é y T(a*) = T(1/a) = .
a

Por tanto T(z) = k- z-a_ . K- z-a para algun niumero complejo k.
z-1/a az-1

Si T es una transformacién de Mobius tal que T(D) = D entonces
transformara el borde de D en el borde de D, por lo que si |z| = 1 entonces
|T(z)| = 1. Como T(1) ha de estar en el borde del disco D,

1- 1-
TM) =k =2 = (@)= k|- ==& | = K|
a-1-1 a-1-1

Por lo que k tiene que tener médulo 1, luego sera de la forma k = €' para

Z—a

1 para cierto namero real

algin nimero real ¢. En consecuencia T(z) = €'

ﬁ |

¢@ Y cierto numero complejo a del disco unidad, por lo que se puede elegir de
forma arbitraria un pardmetro real, ¢, y otro complejo, a. Se puede entonces
afirmar que las transformaciones bilineales del disco en si mismo tienen tres
grados de libertad. Esos parametros permiten elegir qué punto se transforma
en el origen y cual es el argumento de la derivada en ese punto.

Ejemplo 6.3.2: Encontrar una transformacion de Moébius T que transforme
T(1)=1,T(2Q)=2y T(7) =3.

Se sustituyen estos puntos en la expresion:

Wi —-W3 W-Wy _ 2123 Z—-19

Wi -Wp W-Ws3 Z3-2Zp Z-1Z3

. 1-3 w-2 _1-7 z-2 w-2 __z2-2 _T1z-4
y se obtiene: . = . = 2. = 6. => W= .
1-2 w-3 1-2 z-7 w -3 z-7 2z +1

. 7X
Si z = x € R entonces se transforma en w = i1
X+

€ R. luego transforma
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la recta real en la recta real. Si se quiere saber, por ejemplo, en qué se
transforma la circunferencia de centro el origen y radio uno, se buscan los
transformados de tres puntos de dicha circunferencia: T(1) =1, T() =2+ 3 iy

T(-1) = 11. Estan sobre la circunferencia de centro 6 y radio 5: lz| =1 - lw -

6|=5.

Ejemplo 6.3.3: Hallar el transformado de la circunferencia de centro el

—Z+i

origen y radio 1, y de la recta real, mediante la transformacion: w = —.
Z+i

Se buscan los transformados de tres puntos de la recta real, y se obtiene:
T() =i, T(0) = 1y T(-1) = —i. Los trasformados no estan alineados por lo que
estan en una circunferencia, la circunferencia de centro el origen y radio 1.

Se buscan ahora los transformados de tres puntos de la circunferencia de
centro el origen y radio uno: T(1) =i, T(i)) = 0y T(-1) = —i. Ademas T(-i) = .
Estan alineados. Es la recta imaginaria. Por tanto: R —» wl=1y lz|=1 > {z =
X +yi; x = 0}.

Ejemplo 6.3.4: Encontrar una transformacion de Moébius T que transforme
T(1) =i, T(0) =y T(-1) = 1.

Se sustituyen estos puntos en la expresion:

W1 —-W3 W-Wyp  Z1—-23 Z-1Zy
Wi -Wo W—-Wg3 Z;-2Zy Z-1Z3

y se obtiene: w = M
2z

Ejemplo 6.3.5: Comprobar que las aplicaciones de Mobius que

transforman el semiplano superior Im z > 0 en el disco abierto wl| < 1 (y la
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iy 2—2Z
frontera Im z =0 en |w|= 1) son de la forma T(z) = e 20

Z—-12Zp

Z_
Z_

Q

SeaT(z)= k-

(op

El punto del infinito pertenece a Im z = 0, por lo que su transformado debe
pertenecer a la frontera lw| = 1. Como T(x) = k entonces [T(x)| = |k|=1, de
modo que k = e*.

Algun punto del semiplano superior, zo, se transformara en el centro de la

circunferencia, T(zo) = 0, luego a = z,. El simétrico de z, respecto del eje de

abscisas (Imz = 0) es su conjugado, z;, que se transformara en el simétrico del

centro de la circunferencia que es el punto del infinito, T(zy) = . Luego b = z

iy 2—2
. Por tanto T(z) = "% =—29

Z—-127p

Otra forma de proceder posible es considerar que el origen pertenece a

Im z = 0, por lo que su transformado debe pertenecer a la frontera Iw| = 1.

Como T(0) = ei“-_—z entonces [T(0)|= le™] |_—Z | = |% | = 1, de modo que la|

= |ol.

El punto z = 1 pertenece a Im z = 0, por lo que su transformado debe

1-

=
o))
=

—a
1-

pertenecer a la frontera Iw| = 1. Como T(1) = € - pues a = 0,

(e
(e

entonces [T(1)|= |i_—z |=1,de modo que: 1 -al=1-bl=(1-a)1- a)

=(1-b)(1-b)=a+a =b+b = Re(a) = Re(b).

Los numeros complejos a y b tienen igual médulo e igual parte real, por
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tanto, o son iguales o son conjugados. Si fuesen iguales la transformacion seria
constante, en consecuencia son conjugados: b = a. Y por tanto T(z) = €'

Z—a
;_ 3

s}

Ademas si se impone que z con Im z > 0 debe transformarse en w del

Z—a

interior del circulo, | | < 1, de donde se obtiene que Im a > 0.

Ejercicios

6.9. Encontrar la imagen del circulo de centro el origen y radio 1 mediante

las transformaciones:

z-2
a w=——
z-1
b) w=—2_.
z-1
C) W:Z;Z
d) 232—2|
iz-4

6.10. Encontrar la imagen de la franja 0 < x < 1, mediante las

transformaciones:

z+2
e) w=——.
z-3

f ow=—2_.
Z+2
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a) W_3z+2
z-4i
h) W:2.Z+3I
iz+2

6.11. Encontrar las transformaciones de Mobius que aplican los puntos 1, i

y —1, respectivamente, en:
a) 1,0, .
b) 0, 3, 2+i.
c) 2,3i7.
d) -1, -4i, 0.

6.12. Determinar todas las transformaciones bilineales tales que dejen

invariante el semiplano Re z > 0.

6.13. Determinar todas las aplicaciones de Mobius que transformen la

region A en laregion B, siendo A={z=x+iy;x+y>0lyB={w=u+

iv; lwl<3).

6.14. Determinar la transformacion de Mobius que transforma el circulo

unidad es si mismo y tal que T(2) = 3.

6.4. APLICACIONES DE LAS

TRANSFORMACIONES CONFORMES
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6.4.1. Transformaciones de funciones armonicas

El “Teorema de la aplicacion de Riemann” decia que si Q es un
subconjunto de C abierto y simplemente conexo distinto del plano complejo;
entonces existe una unica biyeccién conforme f que transforma el conjunto Q
en el disco unidad con centro en el origen, tal que f(zo) = 0 y f ’(zo) sea un
namero real positivo.

La demostracion de este teorema esta en el libro de Marsden-Hoffman.
Puede comprobarse también, usando el “lema de Schwarz”, que las unicas
transformaciones biyectivas y conformes de D en D son las bilineales; y la
posibilidad de representar Q sobre D de manera conforme permite resolver el

importante problema, conocido como “problema de Dirichlet”.

6.4.2. Ecuacion de Laplace con condiciones de contorno

Muchos problemas que plantea la Fisica se resuelven buscando

2 2
. . of o°f - .
soluciones de la ecuacion de Laplace: —t— =0. Esta ecuacion no tiene
oX oy

solucion unica; sin embargo, cuando se establecen condiciones iniciales o
condiciones de contorno se estudia, bajo que condiciones, dicha solucion es
anica.

El problema de hallar una funcién arménica en un dominio especifico que
satisfaga sobre su contorno condiciones previamente establecidas es muy
importante en matematica aplicada. Si se conocen los valores de la funcion
sobre la frontera el problema se denomina como un problema de contorno de
primera especie, o problema de Dirichlet. Si se conocen los valores de la

derivada normal a la funcion sobre la frontera, se dice que es un problema de
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contorno de segunda especie, o problema de Neumann.

Problema de Dirichlet: Encontrar una funcion u(x, y) derivable dos veces
en un dominio Q que verifique la ecuacién de Laplace en todo punto de dicho
dominio, (u(x, y) armonica), cuyos valores en todo punto de la frontera de Q

son especificados, esta determinada en forma Unica.

Problema de Neumann: Encontrar una funcién u(x, y) derivable dos
veces en un dominio Q que verifique la ecuacion de Laplace en todo punto de
dicho dominio, suponiendo que se conoce la derivada direccional de u en la

direccion del vector normal a la curva que define la frontera de Q

Los dominios mas frecuentes son simplemente conexos, y ya se ha
estudiado en el capitulo 2 que una funcibn armoénica en un dominio
simplemente conexo tiene siempre una armoénica conjugada, por lo que en
ocasiones la soluciéon de un problema de contorno para tales dominios es la
parte real o imaginaria de una funcidbn holomorfa. El éxito de este

procedimiento depende de la simplicidad del problema.

Un problema de Dirichlet se transforma mediante una aplicacién conforme
en otro problema de Dirichlet, y un problema de Neumann se transforma en un

problema de Neumann.

Las condiciones de contorno mencionadas pueden quedar inalteradas
bajo cambios de variables asociados a una transformacion conforme. La
técnica basica consiste en transformar un problema de contorno dado en el
plano xy en otro mas sencillo en el plano uv, resolverlo, y escribir la solucién
del problema original en términos de la solucién obtenida para el mas sencillo.

Por lo que si se dispone de una tabla lo suficientemente amplia que indique
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como se transforman unos recintos en otros resultara que el conocimiento de la

solucién en un determinado recinto va a determinar la solucién en otros.

Se pueden utlizar las transformaciones conformes para resolver
problemas relativos a la ecuacion de Laplace en dos variables independientes,
lo que permitirA comentar aplicaciones sobre conduccion térmica, potencial

electrostatico o flujo de fluidos.

6.4.3. Aplicaciones a la hidrodinamica

Las ecuaciones de la hidrodinamica® son ecuaciones en derivadas
parciales que rigen el movimiento de un fluido y expresan la conservacion de
los momentos, la conservacion de la masa, o la ecuacion conocida como
ecuacion de estado. Son demasiado complicadas, por lo que se deben afiadir
hip6tesis para poder abordarlas. Asi, se puede suponer que: i) el fluido es
incompresible, ii) no existen las fuerzas externas, iii) se consideran unicamente
movimientos estacionarios, y iv) se restringe el problema a flujos
bidimensionales. Se comprueba entonces que una de las ecuaciones es la
segunda ecuacion de Cauchy-Riemann, lo que lleva a la utilizacién de las

funciones holomorfas para resolver estos problemas.?

6.4.4. Aplicaciones a la teoria del calor

En la teoria de la conduccién del calor, el flujo a través de una superficie
interior a un solido, en un punto de la superficie, es la cantidad de calor que
fluye en la direccion normal a la superficie por unidad de tiempo y por unidad

de &rea. Por tanto varia con la derivada normal de la de la temperatura en el

? Pueden encontrarse en Hydrodynamics de H. Lamb.
% En Polya&Latta se encuentra explicado el flujo en canales con fuentes sumideros y
dipolos.
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punto en cuestion. Se parte de la hipotesis de que ni se crea ni se destruye
energia térmica en el interior del solido, y que tanto la temperatura como sus
derivadas parciales son funciones continuas, y si so6lo se consideran dos
variables, esto permite concluir que la temperatura es una funcion armonica de
X e y. Las superficies T(x, y) = C son isotermas, y las curvas que tienen al
gradiente de T como vector tangente son las lineas de flujo. En Churchill* se
pueden encontrar aplicaciones a las temperaturas estacionarias en un

semiplano y en un cuadrante.

6.4.5. Aplicaciones a la electrostética

En un campo de fuerzas electrostatico la intensidad de campo en un
punto es un vector que representa la fuerza ejercida sobre una carga positiva
unidad colocada en ese punto. El potencial electrostatico es una funcion con
valores reales de las coordenadas del punto, tal que, en cada punto, la
derivada direccional en cualquier direccién es la opuesta de la componente de
la intensidad de campo en esa direccién. Para dos particulas cargadas
estacionarias, la magnitud de fuerza de atraccién o repulsion ejercida entre
ellas es directamente proporcional al producto de las cargas e inversamente
proporcional al cuadrado de las distancias entre las particulas. Por lo que el
potencial en un punto debido a una sola particula en el espacio es
inversamente proporcional a la distancia entre el punto y la particula. En toda
region libre de cargas se puede demostrar que el potencial debido a una
distribucion de cargas externa a la region satisface la ley de Laplace para el

espacio tridimensional. Y si las condiciones son tales que el potencial es el

* Churchill, R. V.; Brown, J. W.: Variable compleja y sus aplicaciones. Mc Graw-Hill. (42
edicién). 1998.
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mismo en todos los planos paralelos al plano xy entonces éste es una funcién
armonica de dos variables. El potencial en el flujo estacionario de electricidad
en una lamina conductora plana es también una funcién arménica en zonas
libres de fuentes o sumideros. El potencial gravitatorio es otro ejemplo de
funcién armédnica en Fisica. Los problemas de contorno para el potencial son

los mismos que para las temperaturas estacionarias.’

6.4.6. La transformacion de Schwarz-Christoffel

La transformacion de Schwarz-Christoffel que aplica el eje x y el
semiplano superior en el interior y frontera de un poligono cerrado simple se
utiliza para dar solucién a ciertos problemas de teoria de fluidos y de teoria del
potencial. Un ejemplo adecuado es hallar el potencial complejo para el flujo de
un fluido en un canal con un cambio abrupto en su anchura, que se denomina

canal con recodo.®

6.5. EJERCICIOS

6.15. Estudiar donde es conforme la aplicacion f(z) = log z.

. 7 . - . p T
6.16. Comprobar que la transformacion w = iz es una rotacion de angulo >

del plano z. Hallar laimagen de A = {z = x + iy; 0 < x < 2 } mediante w

® En el libro de Churchill & Brown pueden verse otros ejemplos de potencial como el
potencial en un espacio cilindrico.

® Estas aplicaciones de la transformacion de Schwarz-Christoffel estan desarrolladas en
Churchill & Brown: flujo de un canal a través de una rendija, flujo en un canal
con recodo, potencial electrostatico en el borde de una placa conductora... En
Polya & Latta también se explica el flujp en canales utlizando esta
transformacién conforme, y como ejemplos, el flujo alrededor de cuerpos fijos,
el flujo con fronteras libres, y el bocal de borda.
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=iz. (Solucién: {w =u +iv; 0 <v < 2}).

6.17. Hallar la imagen de A mediante la transformacion w = f(z), y

representar graficamente la region inicial y la region imagen, para:
a) A={z=x+iy;eC;x>0w=fz2)=(-1)z+ 2i
b) A={z=x+iy; e Ciy>0hw="f(z)=iz+1+i.
c) A={z=x+iy;eC;x>1}w=f@=Q+i)z+1.
d A={z=x+1iy; e C;x>0,0<y<2}hw=f(z)=(-1)z+2i.
6.18. Hallar la imagen de A = {z = x + iy; € C; x < -3} mediante la

., 1
transformacion w = =
z

. ¢Es el interior de un circulo? Analizar el

resultado para A ={z = x +iy; € C; x < a} segun sea a un namero real

y positivo, 0 un numero real y negativo. ¢Y sia = 0?

. : . 1
6.19. Hallar la imagen de A mediante la transformacion w = =, para:
z

a) A={z=x+iye C;y<3}
b) A={z=x+iye C;0<y<3}L
c) A={z=x+iyeC;x>1,y>1}.
d A={z=x+iye C;1<x<3}
Representar graficamente, en cada caso, la region inicial y la region

imagen.

- o L 1
6.20. Describir geométricamente la transformacion w = PR
Z+
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1 . .
6.21. Demostrar que aunque w = — transforme una circunferencia en una
z

circunferencia, el centro de la circunferencia inicial no se transforma

en el centro de la circunferencia imagen.

6.22. Hallar la imagen de A mediante la transformacion J(z) =z + 1 para:
z

a) A={zeC; |lz|=1}

b) A={zeC; |z|<1/2,Imz >0}
c) A={zeC; lz|<1/2}

d A={zeC; |lz|l<1}

6.23. Comprobar que f(z) = z? transforma la circunferencia{z € C; |z -r|=
r} en la cardiode p = 2r%(1 + cos 0). (Ayuda: Escribir las ecuaciones

paramétricas de la circunferencia).

6.24. Comprobar que w = sen z transforma rectas horizontales (y = b) en

2 v2
elipses >+ =1y rectas verticales (x = a) en
(coshb)“ (senhb)
2 v2

hipérbolas [ :1} Comprobar también que la

(sen a)2 (cos a)2
familia de las elipses es ortogonal a la familia de las parabolas.

6.25. Demostrar que la composicion de dos transformaciones de Mdbius

es también una transformacion de Mobius.

6.26. Determinar la imagen de la region A mediante la transformacion T,

siendo:
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z-2i
-2
b) A={zeC; - " <argz< T}y T()= 2%,
) A={zeCi—) <argz< 2y T@)= 2=
Q) A={zeC: lzl<2)yT(z)= 2i —2*L.
2z -3i

6.27. Transformar el semicirculo de centro el origen y radio 1, con Im z > 0,

mediante las transformaciones:

z+1
a w=——.
z-3
b) w=2"L,
zZ+2
3z-2
C) w= :
Z+ 4
d) W:?.>Z—2I
iz-3

6.28. Transformar la corona circular 1 < [z| < 2, mediante las

transformaciones:

z
a w=——.
z-3
b) w=2"",
z-5
C) W:Z—_I_
Z+i
d) W:?:Z—ZI
iz-4

6.29. Transformar el primer cuadrante x > 0, y > 0, mediante las
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transformaciones:

z-5
a w=——
z-2
b) w=2"",
Z+i
3z-2
C) w= :
z+ 4
d) w= 72 +1
iz—-3
6.30. Transformar la region limitada por las circunferencias: lz-il=1, lz-

1]= 1, mediante las transformaciones:

-2z+1
a) w= .
z—-3
b) W:—22—|_
zZ+2
3z+4
Cc) w= ,
Z+4i
d) W:_Sz
iz-3

6.31. Encontrar la transformacién de Mébius T que transforme T(-1) = i,

TO)=1yT(1) =i

. —Z+i
(Solucion: w = —).
Z+i
6.32. Hallar la transformacién de Mdbius que aplica los puntos z; = —i, z, =

0y zz=ienlos puntos:

a) wp=-2,W,=2yws=4,
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b) wi=-1,wo=iyws=1.
C) Wi =2i, Wy =-iyws=-2i.
d wi=0,wy =iy Wwsz=o0.
Indicar, en cada caso, en qué curva se transforma el eje imaginario x = 0.
6.33. Hallar los puntos fijos de las transformaciones de Mobius siguientes:
a) w=iz.

b) w21
z+1

6z-9
_—

Cc) w=

d w=z+3.
(Solucion: a)z=0, wo; b) z=1i,—i;¢c) z=3;d) z = w).

6.34. Determinar todas las transformaciones bilineales que dejan invariante

la circunferencia de centro el origen y radio uno.

6.35. Determinar todas las transformaciones bilineales que dejan invariante

elejereallmz =0.

6.36. Determinar todas las transformaciones bilineales que dejan invariante

el semiplano superior Im z > 0.

6.37. Determinar todas las aplicaciones de Md&bius que transformen la
region A en laregion B, siendo A={z=x+iy; x>y}yB={w=u+1iv;
w | < 1},

6.38. Determinar todas las aplicaciones de Mobius que transformen la

region A en laregion B, siendo A={z=x+iy; x<y}lyB={w=u+1lv;
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6.39.

6.40.

6.41.

6.42.

6.43.

6.44.

6.45.

w| > 2}.

Comprobar que todas las transformaciones de Mobius que aplican el
circulo unidad en si mismo y dejan invariante el origen, son

rotaciones.

Hallar las transformaciones de Mobius que aplican A en B, siendo A
={zeC; lzl=1}yB={w e C; lw-2|=2}y que transforman -1

en 0y 0 en -2i. Calcular T(R).

(Solucion: T(z) = 2(1 + i) — 2%
2Z +

1-i’

TR)={w e C; lw—il=1}).

Hallar las transformaciones de Mébius que aplican A en B, siendo A
={z € C; |z + 2i|= 1}yB={w e C; lw-3]|= 1} y que transforman
las circunferencias de centro el origen en las circunferencias de

centro el punto —1.

Hallar la imagen del semiplano superior por la transformaciéon: w =
i—z

Log —.
i+z

Encontrar una transformacion conforme que transforme la region A =

{z € C; —%<argz<%}enlaregiénB:{WeC; |W—2|<3}.

Encontrar una transformacion conforme que transforme la region A =

{zeC; —%<argz<%}enlaregiénB:{W:uHVEC;u>v}.

az+b
cz+d

Sea T una transformacion de Mébius w =T(z) = . Demostrar

que T* =T siy soélo sia=—d.
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6.46. Determinar y representar la imagende A={z=x +iy € C; x* + y* +

2x < 0} mediante las transformaciones:

a) Ti(z)=z+3;

b) Ta2) = ﬁ;
¢) Ta(2) = ZZT‘;;
mTaazé%%

6.47. Determinar la imagen de A = {z € C; |arg(z)] < n/4} mediante la

transformacion f(z) = z>.
(Solucion: T(A) = {w € C; Re w > 0}).
6.48. Hallar la transformacioén bilineal w = T(z) que aplica A={z € C; |z —

4i|<2}enelsemiplanoB={w=u+ive C;v>u}ytalque T(2i)=0y

T(0) = —i.

(Solucion: T(z) = %)

6.49. Sea B la imagen mediante T1(z) = SL deA={z=x+iyeC; y>
A

x}. Hallar la imagen de B mediante la transformacion Ty(z) = __Zl
z+

(Solucién: To(T1(A)) ={z=x+iy € C; y <x}).

6.50. Obtener la transformacién bilineal compleja w = T(z) que transforma
el circulo A={z € C; |z| < 2}, en el circulo B = {w € C; |w| < 3}, tal que

T(@) =0y arg(T'(i)) = n/2. Obtener T(2i).
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6.51.

6.52.

6.53.

6.54.

6.55.

2= 1) = -3).

(Solucion: T(z) = 6- -
z-4i

Obtener la transformacién bilineal compleja w = T(z) que transforma
el semiplano A = {z € C; Im(z) > 0}, en el circulo B = {w € C; |w| < 1},

tal que T(4i) = 0y arg(T’(4i)) = 3n/4. Obtener T(0).

(Solucion: T(z) =

J2(-1-i) z-4i T(0) = \/5(1+i))
2 z+4i’ 2 '

Obtener la transformacién bilineal compleja w = T(z) que transforma
el semiplano A = {z € C; Im(z) > 0}, en el circulo B = {w € C; |w| < 1},

i

tal que T(3i)) =0y T(x) = NG

. Obtener T(i).

1-i z-3i . _i-1
2 zes 0755

(Solucion: T(z) =

Obtener la transformacion bilineal compleja w = T(z) que transforma
el circulo A ={z € C; |z| < 1}, en el circulo B ={w € C; |w| < 1}, tal que

deja invariantes a los puntos: 1y 2i. Obtener T(i).
(Solucion: T es la identidad; T(i) = i).

Determinar la imagen de A = {z € C; |z| = 4, Im(z) > 0} mediante la

z-4

transformacion T(z) = )
z+4

(Solucion: T(A) ={w=u+ive C;u=0,v>0}).

Obtener la transformacion bilineal compleja w = T(z) que transforma
el semiplano A ={z € C; Im(z) > 0}, en el circulo B={w € C; |w —-1| <

6}, talque T(i)) =1y T(i) = 3. Obtener T(1).
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6.56. Obtener la transformacién bilineal compleja w = T(z) que transforma
el semiplano A ={z € C; Re(z) >0}, enelcirculoB={w € C; jw - 1| <

2}, talque T(1) =1y T(0) = 1 — 2i. Calcular T(R).

6.57. Dada la transformacion w = 2i i—” determinar:
-z

a) Laimagen del eje real.
b) Laimagen del eje imaginario.
c) Laimagen de cada uno de los cuatro cuadrantes.
(Solucién: a) T(R) ={w=u+ive C,u=0}Lb){we C; |w/=2}.c)Cr={w=u
+iveC;w|>2,u<0} Co={w=u+ive C;|w|<2,u<0} Cs={w=u+iv
eC;w<2,u>0} Ch={w=u+iveC;|w >2 u>0}).
6.58. Determinar la transformacién bilineal w = T(z) tal que T(-i) = 0, T(0) =
1 + iy T(o) = 2i. Obtener su desarrollo en serie de potencias
positivas de z + i. Calcular los residuos de T y T en sus

singularidades. Determinar la imagen de la recta y = —x mediante la

transformacion T.



