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CAPITULO 5

Singularidades y residuos

En este capitulo se estudian las funciones complejas cerca de aquellos
puntos en los que la funciébn no es holomorfa. Estos puntos se denominan
singularidades. Las singularidades mas frecuentes aparecen al formar el
cociente de dos funciones holomorfas, ya que los ceros del denominador van a
ser singularidades de la funcion. Esto lleva a estudiar brevemente el conjunto

de ceros de una funcion holomorfa.

5.1. SINGULARIDADES

Tienen importancia ahora los puntos en los que la funcibn no es

holomorfa.
Definicién 5.1.1:

Se dice que una funcion tiene una singularidad en z = a si f no es
holomorfa en a, y en todo entorno de a existen puntos donde la funcion es

holomorfa.
Definicién 5.1.2:

Se dice que una funcién f tiene una singularidad aislada en z = a si f no

es holomorfa en a, y existe un nimero R > 0 tal que f es holomorfa en {z; 0 <|
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z-a|<R}.

El conjunto Br(a) = {z; | z — a | < R} se denomina disco abierto, bola

abierta o entorno de centro a y radio R.

El conjunto Br(a)/{a} = {z; 0 <| z—a | < R} se denomina disco pinchado,
bola pinchada o entorno pinchado de centro a y radio R, y se denota por

B’R(a).

Usualmente se utiliza el nombre de singularidad para denominar a las

singularidades aisladas.

Ejemplos resueltos

Ejemplo 5.1.1: Determinar las singularidades aisladas de las funciones

senz 4z
, f(2) = 5 ]
z zc+1

i2) = sen, f(z) =
Z

Estas funciones tienen singularidades aisladas en los puntos O; O; iy —i

respectivamente.

Ejemplo 5.1.2: Determinar las singularidades de la funcion f(z) = L

sen —
z

Tiene singularidades aisladas en los inversos de los multiplos enteros de
n. El origen, que es también una singularidad de esta funcion, al ser un punto
de acumulacion de las singularidades anteriores, es una singularidad no
aislada, ya que no existe ningun entorno del origen donde la funcién sea

holomorfa.

Notese que si f es holomorfa en todo el plano complejo salvo una cantidad
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finita de puntos, entonces todas sus singularidades son aisladas.

Ejercicios

5.1.

5.2.

Determinar las singularidades aisladas de las funciones:

S A
c) f(2) = %
d) f(2) = %

(Solucién: a) z=2,b)z=1,¢) z=0,d) z=3).
Determinar las singularidades aisladas de las funciones:

z

R z°+3

b) f(z)=exp(§>,

z+1

f(z) = —F+7,
N 23(22+1)

d) f(2) = sen(%).

(Solucion: a) z = +i+/3, b)z=0,¢)z=0,i,-i,d)z=0).
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1
sen(i)
z

5.3. Analizar las singularidades de la funcion: f(z) =

(Solucion: Tiene singularidades aisladas en z= —, pero en z = 0 tiene una
nm

singularidad no aislada.

5.4. Analizar el tipo de singularidad de la funcién f(z) = Log zen z =

0.

(Solucion: El origen es un punto singular, pero no es una singularidad aislada
sino un punto singular no aislado ya que todos los puntos del semieje real

negativo son singulares).

1

5.5. Analizar las singularidades de la funcion: f(z) =
sen(E)
z

. . : . : 1
(Solucion: Tiene singularidades aisladas en z = =, para n entero, y
n

en z = 0 tiene una singularidad no aislada).

5.2. CARACTERIZACION DE LAS SINGULARIDADES

AISLADAS

Las singularidades aisladas se pueden clasificar en tres tipos:
» Singularidades evitables
» Polos

» Singularidades esenciales
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5.2.1. Singularidades evitables

Definicién 5.2.1:

El punto z = a es una singularidad evitable de f si existe una funcion
holomorfa g: Br(a) — C tal que g(z) = f(z) para todo z del conjunto B'r(a) = {z;

O<|z-a|<R}.

Para comprobar si una funcién f tiene una singularidad evitable en un

punto z = a se puede utilizar el hecho de que si la funcidn tiene una extension

analitica en la bola Bg(a) entonces I f(z)-dz =0 para toda curva cerrada en
Y

B’R(a).

Una funcion f tiene una singularidad evitable en a si f estd acotada en
Br(a){a} para algin R > 0, por lo que también se puede comprobar la

existencia del limite (finito) de f(z) cuando z tiende a a.
Caracterizacion 5.2.1:
Sea a una singularidad aislada de f.

La funcion f tiene en z = a una singularidad evitable <

3 lim f(z) = lim(z-a)-f(z)=0.
Z—a Z—a

5.2.2. Polos

Definicion 5.2.2;

Si z = a es una singularidad aislada de f, se dice que es un polo si
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lim [f(z)| = oo.
Z—a

Si f tiene un polo en z = a, la funcién 1/f(z) tiene una singularidad evitable
en ese punto. Asi, si se define h(z) = 1/f(z2) si z# ay h(a) = 0, la funcion h es
holomorfa y tiene un cero en z = a. Al orden de este cero se le llama orden del

polo.

Por otra parte si f tiene un cero en z = a, la funcién 1/f(z) tiene un polo en
Z = a. Asi existe una dualidad entre estos dos conceptos. De acuerdo con las

propiedades de los ceros de una funcién holomorfa, se tiene:
Proposicion 5.2.2:

Sea G una regién, a € G, f holomorfa en G/{a}. La funcion f tiene un polo

en z = a si y solo si existe un entero positivo m y una funcién holomorfa g: G —

9(z)

C, cong(a) # O tal que f(z) =
(z-a)"

Se dice que m es el orden del polo. Sim = 1 se dice que z = a es un

polo simple.
Caracterizacion 5.2.3:
Sea a una singularidad aislada de f.

La funcion f tiene un polo de ordenmenz=a

< Existe el limite lim (z—-a)™ -f(z) y es distinto de cero <
Z—a

§
lim [f(2)| = o0
Z—a

& < lim(z-a)f-f(z) =wsim>k
Z—a
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lim (z-a) -f(z) =0sim<k.
Z—a

5.2.3. Singularidad esencial

Definicion 5.2.3;

Se dice que una singularidad es esencial si es una singularidad aislada

gue no es polo ni evitable.

Por tanto, f tiene una singularidad esencial en z = a si y s6lo sien C U «©

no existe el limite: lim f(z).
Z—a

De hecho el comportamiento de la funcion cerca de una singularidad

esencial es muy oscilante como demuestra el siguiente teorema:
Teorema 5.2.5: Teorema de Casorati-Weierstrass

La funcion f tiene una singularidad esencial en z = a si y solo si f(U) es

denso en C, para todo entorno reducido U de a.

Lo que es equivalente:

Si f tiene una singularidad esencial en a entonces para todo w € C, Vr >
0, Ve > 0 existe z € B',(a) tal que | f(z) —w | <e.

Demostracion:

Si no fuera asi existirian w, r y ¢ tales que vz € B’,(a) verificaria | f(z) — w |

> g. Entonces g(z) = estaria acotada en B’((a) por lo que la

1
f(z)-w
1

singularidad en a seria evitable, y en consecuencia la funcion f(z) = w + )
g(z
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tendria, bien un polo (si lim g(z) = 0) o bien una singularidad evitable (si
Z—a

lim g(z) #0). [

Z—a

En la linea de estos resultados existe un teorema debido a Picard que
afirma que, en las condiciones anteriores, f toma como valores todos los
nameros complejos infinitas veces salvo quizas con una Unica posible
excepcion. Esto da idea de la naturaleza espectacularmente oscilante de las

funciones cerca de sus singularidades esenciales.

Teorema 5.2.4: Teorema grande de Picard

El punto a es una singularidad esencial si y sélo si para todo ¢ > 0,

f(B¢(a))/{a} es todo el campo complejo C salvo, a lo sumo, un punto.
Estos teoremas tienen diferentes aplicaciones, como por ejemplo:

e Si f transforma un entorno de a en un subconjunto del campo complejo
excepto dos valores f(B.(a)) < C/Hb, c}, entonces a no es una singularidad
esencial de f.

e Paratodo ¢ > 0 el conjunto {w; w = e? 0 < |z| < ¢} es C/{0}, pues la funcién

w = e'? tiene una singularidad esencial en z = 0. (Se recuerda que

el/Z:i 1 )

a—on'-z"

5.2.4. Ceros de una funcion analitica

Se ha visto el interés de estudiar los ceros de una funcién holomorfa para

analizar los polos, pues si f tiene un polo de orden m en a, entonces (z — a)"f(2)
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tiene una singularidad evitable en a y por tanto existe una funcion holomorfa

d(z) en un entorno de a tal que f(z)=———+— con g(a) # 0.

g(2)
(z—a)™

Definicién 5.2.4:

Sea G una regién, a € G y f una funcién holomorfa en a distinta de la
funcién nula. Se dice que a es un cero de f si f(a) = 0. Se dice que a es un cero
de orden k de f si f(a) = f(a) = ... = V(@) = 0 y f9(a) = 0.

En consecuencia, f(z) = Zan(z—a)” donde a, = 0 para todo n desde 0

n=0

hasta k — 1.
Teorema 5.2.6:

Se supone que G es una region, f una funcion holomorfa sobre G y que
Z(f) = {a € G; f(a) = 0}. Entonces, 0 bien Z(f) no tiene puntos de acumulacion
en G o bien Z(f) = G. En el primer caso, a cada a € Z(f) le corresponde un Unico
entero positivo m tal que f(z) = (z-a)"-g(z) con z € Gy g(a) = 0.

Por lo tanto si f es holomorfa 'y no nula en una region G entonces sus

ceros son aislados y Z(f) es a lo sumo numerable.
El entero m es el orden del cero.

Es claro que se puede plantear un resultado similar para los a-puntos de

f, es decir, para el conjunto de ceros de f — a. donde a es un nimero complejo.

Consecuencia inmediata del teorema anterior es que si dos funciones fy
g son holomorfas sobre una regién G y coinciden sobre un conjunto que tenga

un punto de acumulacién en G, las dos funciones son idénticas.
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Ejemplos resueltos

Ejemplo 5.2.1: Clasificar los distintos tipos de singularidades aisladas de

las funciones siguientes:

senz siz#2
1. fi(2)= _ tiene una singularidad aislada y evitable en z =
! 0 siz=2

2.

Z -
2. fo(z2)= {e sizz1 tiene una singularidad aislada y evitable en z =1
1 siz=1

3. fa(z) = L tiene un polo de orden 1 en z = 1.
z

4. f4(2) :; tiene un polo de orden 4 en z = 3.

(z-3)*
5. f5(z)=— tiene dos polos de orden 1 eni+/3 y en —i+/3.
z°+3
z+1 .
6. fg(z)= 3.7 tiene un polo de orden tres en 0 y dos polos de
z°(z° +1)

ordenuno eniy —i.

7. f7(z) = exp(1/z) tiene en z = 0 una singularidad esencial.

8. fg(z) = sen(1/z) tiene en z = 0 una singularidad no aislada, y en z = i,
nm

n € N, polos simples.

Ejemplo 5.2.2: Escribir cuatro ejemplos de singularidades evitables en z =

0:
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. l-cosz .. . . .
1) La funcion gi(z) = — tiene en z = 0 una singularidad evitable,
z
. 1-cosz
pues lim zz—— =0.
z—0 22

2) La funcién g»(z) = S€NZ iene en z = 0 una singularidad evitable, pues
z

. senz
lim z- =0.
z—>0 Z

Z .
3) La funcién gs3(z) = {eo S! Z¢8 tiene en z = 0 una singularidad
si z=

evitable, pues lim z- g3(z) = 0.
z—0

4) La funcion g4(2) = Lfos2 tiene en z = 0 una singularidad evitable,
z

) l-cosz _
pues lim zz.— =0.

z—0 Z

Ejemplo 5.2.3: Escribir tres ejemplos de polos de orden dosen z=1:

1) La funcion hy(z) = 1—(:&22 tiene en z = 1 un polo de orden dos, pues

(z-1)

lim (z = 1)2-—1_ £osz

5 7 1 —cos(1) =0.
z1 (z-1)

1-cosz

2) La funcion hy(z) = 3 >
z°(z-1)

tiene en z = 1 un polo de orden dos, pues

lim (z - 12 =052

3 5 =1--cos(1) #0.
z->1 z°(z-1)

1-cosz

3) La funcion h3(z) = 5 5
(z°-1)

tiene en z = 1 un polo de orden dos, pues
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lim (z 1)2.% = (1 — cos(1))/2 # 0.
z—1 (z _]_)

Ejemplo 5.2.4: Escribir un ejemplo de singularidad esencial en z = O:

La funcion f,(z) = exp(l) tiene en z = 0 una singularidad esencial pues es
z

singularidad aislada que no es ni polo ni evitable.

Ejercicios
5.6. Clasificar los distintos tipos de singularidades aisladas de las

senz et -1 senz
51" fo(z) = —A— f3(z) = exp( >
i 7 i

funciones siguientes: f1(z) =

(z-1)

) 1@ = — .
(z2-1)(z+3)

5.7. Clasificar los distintos tipos de singularidades de las funciones

siguientes:
e’ -1
a) f(z) = ——
z%sen’z
z
e
b) f(z) = o 3.
z°tg°z
senz
0) f(z) = =
z
1-cosz
d f(z) = —————.
sen’z-e?

(Solucion: a) Polo de orden 4 en z = 0, polo de orden 3 en z = nx, n # 0; b) Polo
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de orden 5en z=0, polo de orden 3 en z=nm, n = 0; ¢) Si k =1, singularidad

evitable, sik > 1, polo de orden k-1, en z = 0).

5.3. SERIES DE LAURENT

En el capitulo 3 se estudié el desarrollo de una funcibn mediante una
serie de Laurent en un entorno de una singularidad, y se comprobd que el

dominio de convergencia de la serie es una corona circular, obteniéndose que:

+00
La serie de Laurent centrada en zo, ».an.(z—2p)" es convergente en r
N=—0o0
+00
< |z - zo| < R siendo su parte regular o analitica: Zan (z-29)", y su parte
n=0

40
principal: > a_m.(z-29)™.

m=1

Se demostré en el capitulo 3, seccién 3.5, que %: limsupQja,|. y que
n—oo

r:Iimsupm1/|a_m|, por lo que la parte regular converge en el interior del
m-—>o0

circulo de centro zo y radio R mientras que la parte principal lo hace en el

exterior del circulo con el mismo centro y radio r.
Entonces existen tres posibilidades:

i) Sir = 0 la serie es absolutamente convergente en el entorno
pinchado de z, de radio R, que puede ser todo el plano complejo

excepto el punto zg si R = +o.
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i) Si 0 <r <R < +w la serie es absolutamente convergente en la

corona circular de radios ry R.
iii) Sir > R la serie es divergente para todo z.

Asi si r < R la serie de Laurent es convergente en la interseccion de los
dos dominios, es decir en la corona circular D = {z; r < |z — zo| < R}. Ademas
en cada conjunto compacto contenido en el dominio de convergencia, la
convergencia es uniforme. Esto permite definir en D una funcién holomorfa por

+00
medio de f(z)= ) an.(z-29)".

Nn=-o0

5.3.1. Expresiéon integral de los coeficientes de la serie de

Laurent

Si se forma una nueva corona circular de centro zp y radios ' y R’ con r <
I' < R’ < R contenida en la corona D, en esta nueva corona circular la funcion
es holomorfa y existe convergencia absoluta y uniforme de la serie. Se
construye un camino cerrado y simple y formado por dos circunferencias de
centro zp contenidas en el nuevo dominio y dos segmentos que las unen;
entonces, aplicando la féormula integral de Cauchy se puede expresar f
mediante una integral compleja. Esta integral se descompone en dos
integrales, una a través del circulo interior y otra a través del exterior. Se
escribe cada una de las integrales en forma de serie de potencias y se obtiene
una interesante relacion entre los coeficientes de la serie de Laurent: ax y

expresiones integrales de la funcion f:
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Como consecuencia del teorema de Cauchy. se sabe que la integral no
depende de las circunferencias elegidas por lo que si y, es la circunferencia de

centro zo y radio p, |z — zo| =pyr<p <R, entonces

1 f(z)
_ dz, (k=0,+1+2,.).
A = jvp(z—zo)“l z, ( +1,42,..)

Gracias a este resultado de representacion integral de los coeficientes de

+00
la serie de Laurent se obtiene que si f(z)= Zan.(z—zo)” y

N=-—oo

+00

o(z) = an.(z—zo)n son dos series de Laurent convergentes en las
Nn=-—o

coronas circulares D y A respectivamente y f(z) y ¢(z) coinciden en la

circunferencia |z — zo| = p contenida en la interseccion de D y A, entonces los

coeficientes a, = b, para todo n, esto es, las series coinciden.

En consecuencia, en una corona circular dada, sélo hay una serie de
Laurent centrada en z = zo que tenga una determinada suma, y por lo tanto, si f
tiene una singularidad aislada en zp, como entonces r = 0, la funcion tiene un

desarrollo de Laurent valido en un entorno pinchado de z,.

5.3.2. Relacion entre el tipo de singularidad y los coeficientes

de la serie de Laurent

Se puede utilizar el desarrollo de Laurent para estudiar y clasificar las

singularidades aisladas de una funcion. Asi, si z = zo es una singularidad
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+00
aislada de fy f(z) = Zan (z-29)" es su desarrollo de Laurent en un disco

N=-—o0

pinchado B’((zo), se tiene:
i) Z = zp es una singularidad evitable de f(z) si y sdlo si a, = 0 para
todon <-1.
i) Z =29 es un polo de orden m de f(z) siys6losiam=#0ya,=0
paratodo n <—(m + 1).

1)) Z = zo es una singularidad esencial de f(z) si y solo si a, # 0

para infinitos enteros negativos n.

Como era previsible, la parte del desarrollo que caracteriza el tipo de
singularidad es la de potencias negativas, lo que explica el nombre dado de

“parte principal”.

Ejemplos resueltos

Ejemplo 5.3.1: En el capitulo 3 se estudiaron los desarrollos en serie de

Laurent en z = 0 de las siguientes funciones:

2
1= 404 1
2.9@) = 5 -iz—l :iz(l+z+zz+...):i2+1+1+z+22+
z°(1-z) z°1-z 2 z z

Clasificar el tipo de singularidad, en cada caso.
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Todas ellas presentan en z = 0 una singularidad aislada. A la vista de su

desarrollo se puede asegurar que:
La funcion f(z) tiene un polo simple, pues el ultimo coeficiente distinto de

: : 1
cero de las potencias negativas es el de —.
z

La funcién g(z) tiene un polo de orden 2, pues el dltimo coeficiente distinto

: . 1
de cero de las potencias negativas es el de 75
z

La funcidon h(z) tiene una singularidad esencial, pues tiene infinitos

coeficientes de potencias negativas distintos de cero.

Ejercicios

5.8. Clasificar, si existe, el tipo de singularidad en z = z,, teniendo

en cuenta los desarrollos en serie siguientes:

1 1 4 - 1 1 ),
a) f(2) = (z-2)(z-3) Z(2n+1 3n+ljz '

n=0

_ 1 1 L oyn
) &= ey T 22 nz_lo(z 2)"-

y 1 _ <~ (="
O e 2 e
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5.4. RESIDUOS

Una de las aplicaciones del desarrollo de Laurent en torno a una
singularidad reside en el calculo de integrales sobre caminos cerrados. En
este calculo, la parte significativa del desarrollo es la correspondiente al
coeficiente a_;, coeficiente que es conocido como “residuo” y que se

representa como Res(f, zp): Res(f, zo) = a_;.
La nocién de residuo fue introducida por Cauchy, quien llegé al concepto

en 1 814 al estudiar la diferencia entre dos integrales .[L f(z).dz, IL f(z).dz
1 2

en el caso de que L; y L, sean caminos con los mismos puntos extremos, y
que existan polos de f(z) en la region comprendida entre las trazas de L; y Lo.
El mismo término, “residuo”, data de 1826 y es debido también a Cauchy.
Durante el periodo de 1 826 a 1 829 Cauchy aplico la teoria de residuos a
problemas como los de evaluacion de integrales, desarrollos de funciones en

serie y productos infinitos, teoria de ecuaciones, etc.

Definicion 5.4.1;

+00
Sea zp una singularidad aislada de f y sea f(z) = Zan (z-29)",Vz €
N=-—oo

B’ (zo). Se denomina residuo de f en zp y se escribe Res(f, zp) al coeficiente a_

1 de la serie de Laurent.

La razon para destacar ese coeficiente estriba en que cuando se integra f
a lo largo de un camino cerrado y simple recorrido en sentido positivo vy

contenido en el disco pinchado B(z0)/{zo} en que es valido el desarrollo de
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+00
Laurent f(z) = an.(z-2p)", resulta que If(z)dz = a.-2mil,(zo). Este
Y

—o0
resultado se debe a la convergencia uniforme de la serie sobre la traza del
camino, lo que legitima la integracion término a término, y a la existencia de
primitiva para las funciones (z — zo)" para todo n # -1, lo que anula dichas
integrales, por lo que Unicamente queda una integral distinta de cero, la de

coeficiente a.;. En consecuencia, a.; es “lo que queda” o “residuo” al integrar:
+00 1o
jyf(z)dz = Iy(Zan.(z—zo)”)dz = Ya, .Iy(z—zo)”dz =
—0 —0o0

a_l-I (Z—ZO )_1dZ = a.l'ZTCi'|y(Zo).
Y
Se comprende la importancia de los residuos puesto que para evaluar
j f(z)dz lo Gnico que cuenta es, (suponiendo que la funcidon no tenga en el
Y

dominio rodeado por y mas singularidades que zq y que I,(zo) = 1), el residuo:

Res(f, zp). Si la curva rodease un numero finito de singularidades se puede

descomponer I f(z)dz en suma de varias integrales I f(z)dz de forma que
Y Tk

cada curva y, rodee una Unica singularidad.

Teorema del residuo

Teorema 5.4.1:

Sea y un camino cerrado que encierra un numero finito de singularidades:
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n
Z1, ..., Zn; €NtONCeES: I f(z)dz = 2ni-z l,(zk)-Res(f, z).
Y
k=1

Si se supone que y es un camino cerrado y simple, por lo que el indice es
uno, la idea de la demostracién se basa en elegir los caminos yi: zy + re", 0 <t
< 2x, con r suficientemente pequefio para que l0s yx no se corten entre si niay.

Entonces:

jf: f +..+ [f =2niRes(f,z1)+ ... + 2niRes(f, zk).
Y Y1 Yk

Este teorema generaliza tanto el teorema de Cauchy como las férmulas

integrales de Cauchy para la funcion y sus derivadas.
Otra formulacion de este mismo teorema es:
Teorema 5.4.1. Teorema de los residuos

Sea f holomorfa en G abierto simplemente conexo excepto en las
singularidades aisladas zi, z,, ..., Z,. Si y es un camino cerrado con su traza

contenida en G y que no contiene a ninguno de los puntos z1, z,, ..., Zn Y Siy €s

n
hométopo a 0 en G, entonces: i f(z)dz =) Iy(z)-Res(f,z).
2mi Jy k1

5.4.2. Célculo de residuos. Residuos en los polos

La obtencién general del residuo se realiza por medio del calculo del
desarrollo en serie de Laurent para conseguir conocer a.;. Sin embargo, en el
caso de que la singularidad sea un polo, existen procedimientos mas breves

que se derivan directamente del desarrollo.
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Proposicién 5.4.2:
Si f tiene una singularidad evitable en zy, el residuo vale cero.

Si f tiene un polo de orden k en zp, el residuo se obtiene utilizando las

siguientes expresiones:

k=1: Res(f,zg)= lim (z-zq)-f(2)
22,

. gkt

Iim ———|(z-z k.f y4
(K—1)! 22, dzok—l( 2

k>1: Res(f,zg)=

Demostracion:

En efecto:

+00
Sea f(z)= Zan.(z—zo)” en un disco B((zp). Si f tiene una
N=-—o0

singularidad evitable en zy, entonces a, = 0 para todo n < -1, por lo que el

residuo vale cero.

Si f tiene un polo simple en zg, entonces:

+00 a 1 +00
f(z)="> an.(z-29)" = =L+ >a;-(z-2)" =
n=-1 ~“0 n=0

(z—20)f(z) =a1+ap(z—20) +... = lim (z-2zp)-f(z) = a1 = Res(f, zo).
zZ>2,

Si f tiene un polo de orden dos en zy, entonces:

+00 a a +00
f(z)= Dan(z-29)" = —2 5+ L1+ Y ap(z-20)" =
n=_2 (z-29)" 4720 poo

(z—20)*f(z) =@, + a1-(z—20) + a0 (z—20)* + ... =



266 Capitulo 5°: Variable Compleja © M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA

;'—Z((z — 20)24(2)) = s + 280-(z — 20) + 3a1-(Z— Z0) + .. =

lim (i ((z - 20)*f(2))) = a1 = Res(f, zo).

2z, dz

Si f tiene un polo de orden m en zp, entonces:

+00 a a +00
f(z)= Dan-(z-20)" = —"—+..+— 1+ Ya,-(z-2)" =
n=-m (z-29) S

(z—20)™f(2) = a.m + am1-(Z— Z0) + ... a1 (z— Z0)"  + Ap-(z = Z0)" + ... =

dm—l

T ((z-20)"f(2)) =(M=21)las + m! -ap-(z—2Zg) + ... =
z

m-1

lim ( (z-20)"(2))) = (M- 1)l'a1 =

z-7, dzm-1

m-1
L (Clim (8

(M-1)! ‘2557, ggM1 (z- 20)™f(2)))) = a1 = Res(f, zo). [

Proposicién 5.4.3:

Si g y h son funciones holomorfas en un entorno de zg, y si f = g/h con

9(zp)

9(zo) # 0 y h(zo) = 0 siendo h’(zp) # 0 entonces Res(f, zp) = N(zg)"
20

Demostracion:

En las condiciones de la proposicion, f tiene un polo simple en zg, y

- N - 4. 9(z) _ 9(z)
Res(f, ZO)_zanz]o(Z zg)-f(2) le)ngo(z Zg) hZ)  H(ze)

aplicando la regla de L'Hopital para calcular el limite. Por tanto:
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9(20).
h'(zp)

Res(f, zp) =

Proposicion 5.4.4:

Si g es una funcion holomorfa en un entorno de zq, y si f(z) _HLAR) o
(z-29)"
m-1)
con g(zo) # 0 entonces Res(f, zp) = g—(ZO).
(m-=2)!

Demostracion:

En estas condiciones zo es un polo de orden m de la funcion f, por lo

tanto:

m-1

Clim (4 (@ zo)™(2) =

Res(f, zg) =
(f. 20) (M-1)! 7257, gzM1

1 fim (9 n 9(2)
| L m  96z)
(m-1)! (an;o (dzm‘1 (2 =20) (2-20)" )

1 m-1

( lim @@)) = 2

(M-D! 252, dz™ (m-1)

5.4.3. Residuo en el infinito

Se supone que f(z) es holomorfa en cada punto z tal que |z| > r, para
algun r > 0, excepto posiblemente en el punto z = «, y si se realiza una
transformacion preliminar por medio del cambio & = 1/z se transforma el punto z
= o en el & = 0 y cada sucesion que converge a infinito en una sucesion que

converge a cero. Debido a esto, el estudio de la funcion f en z = « se reduce al
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estudio de f*(&) = f(1/€) que es una funcién holomorfa en el entorno reducido de
cero, || < 1/r. El comportamiento de f cerca de « se conoce mediante el de f*
cerca de 0, con lo que es posible abordar cuestiones referentes a derivabilidad

y continuidad cerca de o.

En estas condiciones se dice ahora, por definicion, que z = « es un punto
regular, un polo de orden k o una singularidad esencial de f si £ =0 lo es de f*,
es decir, f(z) tiene en z = « una singularidad evitable, un cero de orden k, un
polo de orden k, una singularidad esencial o una singularidad no aislada si lo

mismo le ocurre a f*(z) en z = 0.

Por ejemplo, f(z) = z“ es un polinomio de grado k, que es una funcion
entera. Para analizar su comportamiento en z = « se estudia f*(z) enz = 0, es
decir, f(z) = 1/Z, que tiene un polo de orden k en z = 0, por lo que f(z) = Z
tiene un polo de orden k en z = 0. En general, un polinomio de grado k tiene en

z = oo un polo de orden k.

Como se observa en el ejemplo anterior, la situacion en el desarrollo de
Laurent es la misma que en el caso finito, salvo que quedan intercambiados los
papeles de las potencias positivas y negativas. Asi, la parte principal pasa a ser
la parte de las potencias positivas, y la parte regular, la de las potencias
negativas. Hasta el momento se han evaluado los residuos en puntos finitos del
plano complejo, sin embargo es posible considerar también el desarrollo en

serie de Laurent en torno al punto del infinito.
Definicion 5.4.2:

Dada una funcion f con desarrollo de Laurent:
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+00
f(z)= Y an.z", R<z|<+o.

n=-o

1. Se dice que f tiene un polo de orden k en z = o, si f* tiene un polo de orden

kenz=0.

2. Se dice que f tiene un cero de orden k en z = «, si f* tiene un cero de orden

kenz=0.

3. Se define residuo de una funcion f en el punto del infinito como:

()
Res(f, ) = — Res(@, 0)=- Res(—g, 0).
z z

Proposicion 5.4.5:

Si y es una curva cerrada simple recorrida una vez en sentido positivo (el
sentido contrario al de las agujas del reloj), y f es una funcion que no tiene

singularidades en la region exterior a la curva y (salvo «) entonces:

j f = —2mi-Res(f, ©).
Y

Demostracion:

Sea R suficientemente grande para que la traza de la curva esté
contenida en el circulo de centro el origen y radio R: (y) < Br(0). Como, por

hipétesis, no hay singularidades entre (y) y | z| = R se verifica que:
_ _ [ ity : it
ny = JZ:Rf = jo f(R-e".i-R-edt.

Por otra parte f*(z) = f(1/z) no tiene singularidades en |z| < 1/R (salvo en

0) porque f no las tiene en |z| > R (salvo «). Por ello:



270

Capitulo 5°: Variable Compleja © M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA

_2ni-Res(f, ) = 2ni-Res(—= (1), 0) = [ 1if(1)-dz .
22z \Z\:Ezz Z

2 . N 2 . .
I " R2e2tf(Re™). L eldt = | i R-ef(Re™.dt
0 R 0
que haciendo un cambio de variable se transforma en:

_ 0 i sy 4 — [T° i o aiSfp Al e —
= J.Zn irR-e”f(R€e”)-ds = .[0 irR-e”f(R€e”)-ds = jyf

La pendltima igualdad se obtiene teniendo en cuenta que la funcion f(z) =

e'? es periddica, con periodo 2x. [
Corolario 5.4.6:

Si f(z) es holomorfa salvo en puntos singulares aislados, la suma de todos

los residuos de f(z) (incluyendo el residuo en el infinito) es igual a cero.
Este resultado permite simplificar el calculo de algunas integrales.

La eleccion del signo negativo en la definicion del residuo del infinito se
puede explicar por el hecho de que si se tiene un camino cuya traza rodea a
uno o varios puntos singulares finitos, se considera como sentido positivo el
contrario a las agujas del reloj, ya que, en esta situacion, dichos puntos quedan
a la “izquierda”, supuesto que el desplazamiento es en ese sentido sobre la
traza del camino. Si se quiere hacer lo mismo con un camino circular y el punto
del infinito, ahora el sentido a considerar como positivo es precisamente el

mismo que el de las agujas del relo;.

Corolario 5.4.7:

Sea una funcién f analitica en un entorno reducido del infinito, {z; R < | z|

< +oo} y que tenga un desarrollo de Laurent de la forma:
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~+00
f(z)= D an-z", R<|z<+o.

Nn=-oo
Entonces Res(f, ©) = —a..
Demostracion:

f(;) 1 1\
Se sabe que Res(f, ©) = — Res(z—z, 0)=- Res(—2 Z an [Ej , 0),

n=—o

1 & "1 a; a

Pero = > ag:|=| = = |.+aq-2"+..+ay-z+ag + 422,

2 2 2 2 2
z° = z z

_ 1 3 a
= [...+a_n~zn 24..+a -z 1+—2+—§+...J.
AR

Por tanto:
Res(i2 f an (%}n , 0) =a.,
2" n=—w
y en consecuencia:
Res(f, ©) = —a.;. [
Si se integra f(z) sobre un camino y,: |z| = p, p > R, se tiene que

j f(z)-dz=-2ni-a_4, lo que también explica el hecho de que el residuo de f
Tp

en el infinito sea la cantidad —a_;, ya que entonces _f f(z)-dz = 2ni - Res(f,x)
Y

y se mantiene la armonia con el teorema del residuo.
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Ejemplos resueltos

Ejemplo 5.4.1: Calcular los siguientes residuos: a) Res(cotg nz, 0), b) Res(

! 2,1), c) Res( ! 2,_—1 :
(2z+1)(z-1) (2z+1)(z-1)* 2
En a) cotg nz = COST2 se verifican las condiciones de la proposicion
sennz
5.4.3, por lo que Res(cotg nz, 0) = Res( cosnz - Sk 1
ennz ' (senm0) =

En b) la funcion tiene un polo de orden 2 en z = 1, por lo que:

1 _ B fofd A
ReS((22+1)(z—1) 1) = I|m (— (z-1)*f(2)) = z“Ln(d 2 22+ 1))
Iim (_—2) = __2
z—>1 (22+]_) 9

o i -1
En c) la funcion tiene un polo simple en z = i por lo que:

1 -1 . -1 1
R ,—)= | .
eS((22+1)(Z—1)2 2 : Z_I:?l((z 2 ) (2z +1)(z -1)?
2
. 1 _ 2
lim= 4L — =|l
z- 472 (z- 1) 9

Ejemplo 5.4.2: Calcular las siguientes integrales utilizando el teorema del

residuo:

a) J' 5 , donde y(t) = 2e", 0 < t < 2.
Yz°+2z2-3
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Z .
b) j €42 jonde y(t) = 26", 0 <t < 27
Y 22

I (z°-1)-dz
7% +1

, donde y(t) = 2e", 0 < t < 2r.

En los tres ejemplos, la curva esté recorrida una vez y en sentido positivo,
por lo que I,(z) = 1, si z es un punto interior a ella. Es la circunferencia de

centro el origen y radio 2.

En a) la funcién tiene un polo simple en el interior de la circunferencia, el

punto z = 1, mientras que z = 3 es exterior, por lo que:

. dz = dz = 27l (1)-Res(f, 1) = 2ni-1- fim —~— = ™.
Yz +27-3 Y(Z+3)(Z—1) z>12+3 2

En b) la funcion tiene un polo de orden 2 en el interior de la circunferencia,

el punto z = 0, por lo que:

Z
& 92 _ oriit (1)-Res(f, 0) = 27i-1 = 27,
Y 22

et d , , e’
pues Res(—, 0) = lim (—(z>—=—)) = lim e*=1.
72 z—>0 dz 72 z—0
En c) la funcion tiene polos simples en z =iy en z = —i en el interior de la

circunferencia:

2
I (Z;ﬁ = 2ni-l, (i)-Res(f, i) + 2ni-1,(—i)-Res(f, —i) = 0,
Y 25\l

pues Res( ) =i, yaque f es de la forma f = g/h, y

(221 o i (222D
i) = lim ( o

2% +1 Zi
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: 2
Res(f, i) = il)) De igual modo Res((zz—_l)

2
- m (u)=—|
z°+1

—i)= i
) zZ—o—i 2z

Ejemplo 5.4.3: Calcular, utilizando el residuo en el infinito las siguientes

integrales:
(z-1)°
Sacass 3
z1=4 2(z + 2)
1
b)j ————dz.
2|=522 127 -3

Todos los puntos singulares estan en el interior de la curva en los dos

casos por lo que se puede asegurar que las integrales valen:

[t =-2niRes(f, =) = —2ni-Res(_—lf(1j, 0).
Y 22 Z

&l
Enla integral a) |f :—zni-Res(‘—zlf(lj, 0) = ~2niRes(—=/ 22/ _
v

z° \Z 22 3
Z\z

S AN0-z) . L .
= -2ni-Res(— - ———+—, 0) = 2xi. pues esta funcion tiene un polo simple en z =

z (1+22)3
0y su residuo vale —1.

En la integral b)

J’f 2 —2ni-Res(_—21f(1j, 0) = —2ni-ReS(_—21- S
Y y4 z z 1 1
—| +21—|-3
Z Z

—2ni-Res(_—1, 0)=0,

1+ 2z —322

pues esta funcion tiene una singularidad evitable en z = 0 y su residuo vale 0.
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Ejemplo 5.4.4: Calcular las siguientes integrales reales, utilizando

dx b roo dx

. ) 2n
integrales complejas: a) Io 10-6C0SX  d-w14x2

a) Se toma y como la circunferencia de centro el origenyradio 1l = z = e

1
' ix iX Z+—
=dz=ie%dx=dx = d_z cosx= < & - Z
iz 2 2
dz
- IZ“d_X _ f iz 4 }Id—z -
0 10-6c0s X Y i9v102-322-3

10-6(z+2)/ 2
Z

iJ‘ dz
v(3z2-1)(z-3)

El punto z = 3 es exterior a la circunferencia, y el punto z = 1/3 es interior,

por lo que:
| = i-2mi-Res( 1 ,13)= T,
(3z-1)(z-3) 4
/ +o0 .
b) Para calcular la integral I > se toma como recinto un
TP1+X

semicirculo de radio R en el semiplano superior, siendo y(t) = y1(t) + y2(t), y1(t) =

—R+2Rt, 0 <t<1;y,(t) = Re", 0 <t<n La funcién tiene dos singularidades z

=iy z=-i, pero solo z =i esta en el interior de la curva.
Por tanto:
) 1 .
jf = 2ni-Res( )=n=[f + [f. (5.1)
Y 1+ 22 Y1 Y2

Mediante la desigualdad de Cauchy se puede acotar la segunda integral:
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= nRL .

< Long(y2). max 5
Re-1

Zeyy

It

Se calcula el limite en la igualdad (5.1) cuando R tiende a infinito, y se

1+2z

obtiene:
+ +
n:IOO dX2 + lim (=-R- 21 :joo dx2.
014X R—o R -1 —©14+X
Ejercicios

5.9. Calcular los siguientes residuos, sabiendo que son polos
simples y utilizando que Res(f, zp) = lim (z-2zy)-f(2):
Z—>Z

—Zy

a) Res(%, 1).
z-2

b) Res(

, 0).
Z—22

c) Res(cotg nz, 0).

1 A
d) R 1)
) Res(—5—.)

(Solucién: a) —1; b) 1; c) %; d) ig)

5.10. Calcular los residuos del ejercicio anterior, utilizando que Res(f, zp)

5.11. Calcular los residuos de las funciones siguientes en todas sus

singularidades aisladas:
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1
fz) = ———.
a) f(2) 22117
1
b) f(z) = .
=

C) f(Z) — - cot gnz .

Z2

2k+1 . 2k +1
T

(Solucion: a) Res(f, i) = _?3' = _Res(f, -i); b) Res(f, e 4 )= _Tl e 4

2
parak=0, 1,2y 3; o) Res(f, 0) = — —, Res(f, ) = L sin#0)
n

m-1)
5.12. Demostrar la expresion Res(ﬁ, Zo) = g—(ZO)

0
(z—29)™ (m-1)!
utilizando las férmulas integrales de Cauchy.

5.13. Calcular los residuos siguientes mediante el desarrollo de la

funcion en serie de Laurent:
iz
a) Res(e—, 0).
4
y4
1
b) Res(—-, 0).
24

(Solucion: a) % b) 0)

utilizando el teorema del residuo,

5.14. Calcular la integral
Y1l+2z

donde y(t) = y1(t) + y2(t), ya() = =2+ 4t, 0<t< 1;y,() = 2e", 0<t<m,y

. . +oo dx
utilizar el resultado para calcular la integral real: j

Oo1+x4
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(Solucién: T2 ™2
2 2
(Ayuda: Utilizar la integral primera sustituyendo el radio, r = 2, por R que se
hace tender a infinito)
5.5. FUNCIONES MEROMORFAS, ANALITICAS Y

ENTERAS

En esta seccion se presentan algunos resultados de interés, pero sin

demostracion, debido a que muchos de ellos son superiores al nivel pretendido

en este libro.

5.5.1. Funciones meromorfas

Definicién 5.5.1;

Una funcion f es meromorfa en G si sélo tiene singularidades aisladas en

G y éstas son evitables o polos.

Por tanto:

e f es meromorfa en G si y soOlo si f = g/lh con g y h funciones

holomorfas en G y h no es idénticamente nula

e Dado un abierto H en C y un conjunto P de puntos aislados de H se
dice que f es una funcién meromorfa en H si f es holomorfa en H/P

siendo P el conjunto de polos y singularidades evitables de f.

e La suma y el producto de funciones meromorfas es una funcion
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meromorfa.

e Sifes una funcion holomorfa en un conexo H entonces se sabe que
el conjunto de sus ceros es un conjunto de puntos aislados y como
consecuencia la funcién 1/f es meromorfa en H. Es decir, en un
conexo el cociente de dos funciones holomorfas es una funcién

meromorfa.

5.5.2. El principio del argumento y sus consecuencias

La formula integral de Cauchy puede considerarse como un caso especial

del teorema de los residuos. Basta acudir al planteamiento de ese resultado

f(z)

Z—a

para comprobar que si la funcién tiene un polo simple en z = a su residuo

es f(a). Asi, por el teorema del residuo se tiene que:

L H2) 4721, (a)- Res(ﬁ a)=1,(a)-f(a).
2niYyz-a

Por otra parte, si se considera una funcion analitica f que tenga en a un

AR

cero de orden h, la funcién
f(z)

tiene en z = a un polo simple con residuo h.

Si se considera un camino cerrado y que rodee al punto z = a, se tiene que:

f'(z) f(z) _\_
Z_m f(z)dz l,(a)-Res(———- (2) a)=I,(a)-h

Si la funcion f tiene un polo de orden h en z = a, el planteamiento viene a
ser el mismo, salvo que el residuo es ahora —h. Esta situacion puede

plantearse en general para funciones meromorfas y da lugar al teorema
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conocido como “principio del argumento”.

Teorema 5.5.1: Principio del argumento

Sea f meromorfa en G con polos pi, ..., pm Y Ceros zi, ..., z, contados
tantas veces como indica su multiplicidad. Si y es un camino cerrado con traza
contenida en G, que no pasa por los puntos pi, ..., Pm, Z1, ..., Zn Y Que es
homotopo a 0, se tiene que

1 f(z) . & R _
2l %7 2 B0 2 e

Un planteamiento mas general es el siguiente:

Teorema 5.5.2:

Sea f meromorfa en G con polos pi, ..., Pm Y Ce€ros z, ..., Zn contados
tantas veces como indica su multiplicidad. Si y es un camino cerrado con traza
contenida en G, que no pasa por pi, ..., Pm, Z1, .., Zn Y hométopo a 0y g es
analitica en G, entonces

= 0(2) 12 dz = Y0z (20 Y 0(p) 1y ()

2ni f(z) 4 =

El primero de los dos teoremas corresponde al caso g(z) = 1. Si se
compara la primera version del principio del argumento con los comentarios
realizados, se observa que los resultados planteados corresponden
exactamente a este principio, ya que si f(z) tiene un cero de orden hen z = a
(polo de orden h), el numero |,(a) aparece exactamente h veces en el primer

sumatorio de la igualdad que constituye la tesis de este principio.

Las razones por las que el resultado anterior recibe el nombre de
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“principio del argumento” no son obvias. Si se puede definir log(f(z)), esta

f(2)

n m
funcién es una primitiva de 2 yasi 2ni| > 1,(z¢)- > 1,(p;j)| representa
z :
k=1 j=1

la variacion del argumento de f(z) cuando z recorre y. Como este numero es

imaginario puro, el cambio es, realmente, el de Im(log(f(z))), esto es, el de

i-arg(f(z)). Asi, arg(f(z)) cambia en 2xn- Zn: Iy(zk)—i l,(pj)| cuando z
k=1 j=1

recorre vy.

Se puede entender mejor el significado de ese principio si se piensa en un

z-(z-3)%-(z-6)

ejemplo concreto como f(z) = 5
Z+

, Y una curva y que tiene de

traza la circunferencia |z| = 5. Cuando el punto z da una vuelta completa a lo
largo de vy, cada uno de los factores del numerador de f tiene el siguiente
efecto: z da una vuelta en torno a 0, (z — 3)* da dos vueltas alrededor del origen
y (z — 6) no da ninguna, solo oscila un poco, por lo que el argumento del
numerador aumenta en 3-2n = 6n cada vez que z recorre el camino y. El
denominador también da una vuelta completa alrededor de 0, que hace

disminuir el argumento de f(z) en 2.
Naturalmente la explicacion anterior no es precisa ni completa. En la

situacién planteada se tiene que j %-dz =0 ya que es una funcion que
y f(z

admite primitiva. Una justificacion completa se puede hacer por medio del lema

de cubrimiento de Lebesgue, y puede verse en J. B. Conway.*

! Conway, J.: Functions of One Complex Variable. Springer-Verlang. (22 edicion). 1984.
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5.5.3. Teorema de Rouché

Como consecuencia del principio del argumento se pueden extraer
conclusiones sobre el namero de ceros de una funcion holomorfa y

especialmente el “teorema de Rouché”.
Teorema 5.5.3: Teorema de Rouché

Sea y un camino homotopo a 0 con traza contenida en un conjunto abierto
y simplemente conexo G. Sean f y g funciones analiticas en Gy tales que |f(z)
n m
- 9@ | < [f(2)], vz e (y). Entonces Y pj 1,(ai)= D qj-1,(B}) donde ay, ...,
i=1 jEl
an son los ceros de f con multiplicidades py, ..., pn ¥ B1, ..., BPm SoOn los ceros de

g con multiplicidad q, ..., qm.

La versibn mas interesante de este resultado aparece cuando y es
precisamente la frontera del disco. En este caso, los indices son iguales a uno
y el resultado dice que f y g tienen el mismo numero de ceros dentro del disco,

contando cada cero tantas veces como indigue su orden.

El teorema de Rouché dice que si se somete una funcion f a una pequefa
perturbacion, g, pequefia en el sentido de que sobre una curva y su modulo sea
inferior al de f, entonces la funcion modificada tiene el mismo ndmero de ceros

encerrados por y que la funcién no perturbada.
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5.5.4. Teorema fundamental del Algebra

Esta idea puede aprovecharse para demostrar con toda facilidad el
Teorema Fundamental del Algebra, pues el polinomio 2" + az"* +bz"2+ ... + ¢
se puede descomponer en suma de z", con n raices en z = 0, con el resto a-z™*

n-2

+ b-z"° + ...+ ¢, que verifica la desigualdad pedida pues z" es mayor que el

restosi |z|=Res muy grande.

5.5.5. Teorema de Hurwitz

Como consecuencia importante del teorema de Rouché se obtiene una
relacion entre los ceros de las funciones de una sucesion y los de la funcion
limite.

Teorema 5.5.4: Teorema de Hurwitz

Sea {f }” una sucesion de funciones holomorfas definidas en un abierto

1
G. Sea f su funcién limite (que se sabe que es también holomorfa). Sea D un
disco con frontera y tal que DcG y f(z) # O para todo z en la traza de v.
Entonces existe no € N tal que para cada n > ng la funcion f, tiene el mismo

namero de ceros que fen D.

Como consecuencia se tiene que, si ademas de las hipétesis anteriores,
G es conexo y las funciones f, no tienen ceros, f no tiene ceros o es

idénticamente nula.

Sea G una region, f una funcién analitica sobre G, a, ..., am los puntos de

G en los que f(z) = a y y un camino con traza contenida en G y que no pasa por
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ai, ..., am. Entonces, por aplicacién del principio del argumento, se tiene que:

m

1j r'(z) dz=Y ().

2mi dyvf(z) - ~

5.5.6. Teorema de la aplicacion abierta

Se observa que en el planteamiento anterior aparecen los puntos en los
que f toma el valor a, esto es, los a-puntos de f. Puede derivarse de esta
expresion un resultado sobre el nimero de raices de una ecuacion y el teorema

de una aplicacion abierta.
Teorema 5.5.5:

Sea f una funcién holomorfa en Bgr(a) y sea a = f(a). Si f(z) — a tiene un
cero de orden m en z = a, entonces existen ¢ > 0y & > 0 tales que para ¢, | —

ol <8, la ecuacion f(z) = ¢ tiene exactamente m raices simples en B.(a).
Teorema 5.5.6: Teorema de la aplicacion abierta

Sea G una region y f una funcién holomorfa no constante en G. Entonces
para todo conjunto abierto U en G, f(U) es abierto. O de forma equivalente,

para cada a € G existe un ¢ > 0 tal que B.(f(a)) < f(G).

Si f: G > C es inyectiva, holomorfa y f(G) = Q, la aplicacién inversa f *: Q

— C es también holomorfa y (f ‘1) (w) :i, f(z)=w.

f(2)

De acuerdo con el teorema de la aplicacidon abierta si w € f(G), siempre se
puede encontrar una bola centrada en w y contenida en f(G). Asi, si f es no

constante, |f| no puede alcanzar el maximo dentro de G. Esto de nuevo da
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lugar al teorema del médulo maximo, del cual se exponen a continuacion tres
versiones. Para poder formular la tercera version se utilizan las siguientes

notaciones:
Si f es una aplicacion definida en Gy con valoresenRy acG 0 a = «,

lim supf(z) = Iim+ sup{f(z):zeGnB,(a)}

z—a r—0

liminff(z)= lim inf{f(z):zeG B, (a)}}.

Z—>a r—-0°*

Se llama “frontera ampliada de G’ a la frontera de G en la
compactificaciéon de C y se representa por 0,G. Se observa que si G es un
subconjunto de C acotado, esta frontera coincide con la ordinaria, mientras que

si G es no acotado habria que afadirle el punto del infinito, es decir:

026G = 6G U {oo}.

5.5.7. Teorema del médulo maximo

Teorema 5.5.7: Teorema del médulo maximo (primera version)

Si f es holomorfa en una regién Gy a es un punto en G tal que |f(a)| >

|f(z)| para todo z perteneciente a G, entonces f es constante.

Si f es holomorfa en un abierto G y no es constante entonces |f| no

alcanza su valor maximo en G.
Teorema 5.5.8: Teorema del médulo maximo (segunda version)

Sea G un conjunto abierto acotado contenido en C y se supone que f es

continua en G y holomorfa en G. Entonces el valor maximo de |[f| en G se
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alcanza en la frontera de G:
max{|f(z)|;: z €eG} = max {|f(z)|; z € oG}
Teorema 5.5.9: Teorema del médulo maximo (tercera version)

Sea G una region en C y f una funciéon holomorfa en G. Se supone que
existe una constante M tal que lim sup |f(z)| <M para todo a € 8..G. Entonces

[f(z)| <M paratodo z € G.

A partir de estos resultados se pueden obtener interesantes propiedades
sobre las funciones holomorfas en relacién con su region de crecimiento,
distribucion de ceros, etc. Por ejemplo se enuncia a continuacion el teorema de

los “tres circulos de Hadamard”.

5.5.8. Teorema de los tres circulos de Hadamard

Teorema 5.5.10: Teorema de los tres circulos de Hadamard

Sea 0 < R; < R, < +w y se supone que f es holomorfa en {z; R1 < |z| <
R,}. Si R: <1 < R», se define M(r) = max{|f(re'%)|, 0 < 6 < 2x}. Entonces para

Ri1<ri<r<r;<Rj, setiene:

logry, —logr log M(ry) + logr —logrq log M(r)

log M(r) < —
logr, —logrq logry, —logrq

Expresado de otra manera, log(M(r)) es una funcién convexa de log(r).

5.5.9. Problema de Dirichlet

Como consecuencia directa de la segunda version del principio del
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modulo maximo se sabe que si dos funciones f y g son continuas sobre un
compacto, holomorfas en el interior, y coinciden en la frontera, las dos
funciones son iguales. Con esto se obtiene un nuevo resultado sobre identidad
de funciones. A partir de aqui se plantea, de forma natural el siguiente

problema:

“Si g es una funcion continua en la frontera de un compacto K, ¢ existe
una funcion f definida en K que sea prolongacion de g, continua en Ky

holomorfa en el interior?”.

Esta es una forma particular de presentar un problema mas general,

conocido como “problema de Dirichlet”.

Otras propiedades sobre funciones holomorfas no constantes son faciles
consecuencias del hecho de que son aplicaciones abiertas. Por ejemplo, la
funcion Re(f(z)) no puede alcanzar el maximo (o el minimo) en un dominio D, si

f es holomorfa y no constante en él.

5.5.10. Teorema de Phragmen-Lindel6f

Por el teorema de Liouville se sabe que si una funcién entera es acotada
entonces es constante. Sin embargo a la vista de estos ultimos resultados se
observa que no es necesario imponer una restriccion tan fuerte, sino que es
posible limitarse a dar una restriccion en el crecimiento de la funcion. Asi, si f

| 1/2

es enteray |f(z)| <1 + |z|*? entonces f es constante.

En 1908 E. Phragmen y E. Lindel6f extienden el principio del médulo

maximo en este sentido. En su teorema aparece una restriccién del crecimiento
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de la funcién cuando z se aproxima a puntos de la frontera ampliada.
Teorema 5.5.11: Teorema de Phragmen-Lindel6f

Sea G una regiéon simplemente conexa y f una funcion holomorfa en G. Se
supone que existe una funcién analitica ¢ definida en G que no se anula y es

acotada en G. Si M es una constante, 0,G = A U B y se verifica:

) Para cada a € A, limsupff(z) <M.
Z—a
i) Para cada b € B, y 1>0, limsup[f(z)/|p(z)]" <M entonces |f(z)|
z—b

<M paratodo z € G.

Se pueden formular los siguientes resultados, que son consecuencias del

teorema anterior.
Corolario 5.5.12:

Seaa>1/2y G ={z |larg(z)| < n/(2-a)}. Se supone que f es holomorfa en

Gy que existe una constante M tal que limsup|f(z) <M,vw € dG. Si existen
Z—>W

constantes positivas p y b < a tales que [f(z)| < p-exp(lz|®) para todo z con

médulo suficientemente grande, entonces |f(z)| <M para todo z € G.
Corolario 5.5.13:

Sea a > 12 y G = {z larg(z)l < n/(2-a)}. Se supone que

limsup|f(z) <M,vw € 9G. Ademéas se supone que para cada § existe una
Z—>W

constante p (que puede depender de 8) tal que |f(z)| < p-exp(&:|z|") para todo
z con médulo suficientemente grande y que pertenezca a G, entonces |f(z)| <

M para todo z € G.
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A continuacion se presenta una Ultima consecuencia del teorema del
modulo maximo, que permite, por otra parte, caracterizar las aplicaciones

conformes del disco unidad sobre si mismo.

5.5.11. Lema de Schwarz

Proposicién 5.5.14: Lema de Schwarz

Sea B1(0) = {z; |z|<1} y se supone que f es holomorfa en B1(0) y que

verifica que |f(z)| < 1 para todo z € B1(0), y f(0) = O; entonces |f'(0)] <1y

[f(z)| < |z| para todo z € B1(0). Ademas si |f(0)] = 1 o si |f(z)|= |z| para
algun z = 0, existe una constante ¢ con modulo uno, tal que f(z) = cz para todo

z € B1(0), lo que significa que f es un giro.

La conclusién |f(z)| < |z| en el lema de Schwarz expresa una restriccion
especifica sobre f(z) en términos de z, esto es, la aplicacion z — f(z) no
aumenta el modulo. En particular esto implica que si z varia en algun
subconjunto del disco |z <r (0 < r < 1), entonces los valores de f(z) estan

también en ese disco.

Por aplicacion de este resultado se obtiene que si f es una aplicacion
holomorfa y biyectiva del disco B,(0) sobre si mismo, f es de la forma f = co,
donde c es una constante del modulo igual a 1 y ¢, es una transformacion de

M&bius de la forma ¢q = 2%

-0z
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5.5.12. Principio de Lindel6f o principio de subordinacién

Sean f y g dos funciones holomorfas en |z|<1 con rangos F y G
respectivamente, y se supone que F esta contenido en G. Se supone también
que g es inyectiva en |z| < 1 y que f(0) = g(0). Todos estos supuestos se
expresan diciendo que f estd subordinada a g para |z| < 1. Bajo estas

condiciones g tiene inversa analitica g™ y la funcién ¢ = g™ o f es analitica para

|z| < 1. La funcién ¢ satisface el lema de Schwarz y asi |$'(0)| < 1. Como f(z)

= g(4(2)) y, en particular como (0) = g’(0)-¢'(0) se tiene que |f(0)| < |g'(0)!.
Ademas la igualdad se verifica si f(z) = g(rz), donde |r| = 1. Asf la desigualdad
anterior expresa el hecho de que el maximo modulo de la derivada en el O de

todas las funciones subordinadas a g se alcanza en aquellas funciones que se

obtienen de g por rotaciones en z.

La subordinacién de f a g es equivalente a la relacion f(z) = g(¢(z)), donde

¢ satisface el lema de Schwarz.

Por tanto ¢ satisface [¢(z)| < |z| para todo z, (Iz| < 1). En particular si
|z| <r (0 <r<1)entonces |¢(z)| <r. Como (z) = g(¢(z)) esto implica que la

imagen de |z| < r por f es un subconjunto de la imagen de |z| <r bajo g.
Este resultado se conoce usualmente como “principio de Lindel6f”.

Puede expresarse diciendo que si f esta subordinada a g para |z| <1

entonces f est4 subordinada a g para |z| <r, paratodor, 0 <r<1.

El término “principio de subordinacion” remite a la desigualdad [f'(0)] <
|g’(0)|, a la relacion f(z) = g(¢(2)), o al principio de Lindeldf. El lema de Schwarz

puede considerarse como un caso especial de este principio, donde G es el
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disco unidad abierto y g(z) = z.

5.5.13. Clasificacion de las funciones enteras

Definicién 5.5.2:
Una funcion entera es una funcion holomorfa en todo el plano complejo.

Esto implica que verifica un conjunto de interesantes propiedades, como

por ejemplo, que:

» EIl desarrollo en serie de potencias en cualquier punto tiene un

radio de convergencia infinito.

» La suma, diferencia y producto de un namero finito de funciones

enteras sigue siendo una funcion entera.

> El cociente de dos funciones enteras es una funcion entera si el

denominador es distinto de cero en todo punto.
» La composicion de dos funciones enteras es una funcion entera.

» Si f(z) es una funcién entera que no se anula en ningdn punto

entonces existe una funcion entera g(z) tal que f(z) = exp(g(2)).

El comportamiento de las funciones enteras en el infinito permite

clasificarlas en tres grandes grupos:

e Sila funcién entera tiene en el punto del infinito un punto regular, al
aplicar el teorema de Liouville se tiene que debe ser una funcion

constante.

e Si la funcion entera tiene en el punto del infinito un polo de orden k
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mayor o igual a uno, entonces la funcién es un polinomio.

e Si la funcion entera tiene en el punto del infinito una singularidad
esencial entonces recibe el nombre de funcién entera

transcendente por similitud a los numeros transcendentes.

Se considera un dominio acotado D y una funcion entera f. Aplicando el
teorema del médulo maximo se sabe que el modulo de f alcanza su maximo en
la frontera de D. Por tanto si D = {z; |z| < r} el maximo se alcanza en un punto
Zo con moédulo r. Se representa por M(r), o por M(r, f), si se quiere hacer

referencia expresa a la funcion, a dicho maximo:

M() = M(r, f) = méx(f(z)|.

2=

De igual forma, si f es una funcién entera que no se anula, entonces F(z)
= 1/f(z) es entera, y f alcanza su madulo minimo en el punto donde F alcanza
su médulo maximo, y por tanto en un punto z; de mdédulo r, que se representa
por m(r). Es evidente que M(r) crece al crecer r. Se estudia la relacion entre
M(r) y los coeficientes de la serie de potencias asociada a f en 0, y se compara
su crecimiento con el de la funcion exponencial. Por ultimo se compara el
crecimiento del moédulo maximo, M(r), con el crecimiento del médulo minimo
m(r).

Al desarrollar la funcién f en serie de potencias en el origen se conoce,
por la desigualdad de Cauchy, que el mddulo de los coeficientes esta acotado
por la,| < M(n)/r", luego en el caso en que la funcién sea un polinomio de

grado n se tiene que:
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=1,
r—>oo|an|.rn r—>oo|\/|(r’anzn)

es decir, el médulo maximo de un polinomio de grado n es asintéticamente

igual al término de mayor grado del polinomio.

Si f es una funcién entera que no es un polinomio, la relaciéon de
crecimiento de su médulo maximo con respecto a la del polinomio viene dada

por el siguiente teorema:
Proposicién 5.5.15:
Si f es una funcion entera que no es un polinomio se tiene que:

Iim M:O
o0 M(T,f)

Esto indica que el médulo maximo de la funcién crece mas deprisa que el

modulo maximo del polinomio, sea cual sea ese polinomio.
Definicion 5.5.3:

Una funcion holomorfa se dice que es una funcién algebraica si verifica

una ecuacion de la forma:
Po(2) + P1(2)4(2) + P2(2)f%(2) + ... + Pn(2)-f"(2) = 0,

para todo z en un dominio dado, donde P;j(z) son polinomios y P,(z) no es

idénticamente nulo.

Los nombres de funciones enteras algebraicas y transcendentes hacen
referencia a la similitud con los nameros irracionales algebraicos, que son
raices de alguna ecuacion algebraica, o transcendentes, que no son raices de

ninguna ecuacion algebraica de grado finito con coeficientes racionales. Se
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tiene que si una funcién entera no es un polinomio, entonces no es algebraica.

5.5.14. Orden de una funcién entera

El orden es un numero que caracteriza a las funciones enteras pues
compara el crecimiento del médulo maximo de la funcién con el crecimiento del

modulo maximo de la funcién exponencial.

Definicién 5.5.4:

Se llama orden de una funcion entera f(z) no idénticamente nula al
namero p obtenido como el limite superior de:

p:Iimsup—lglgM(r’f) :Iimsup—lglgm(r’f).
roo IglgM(r,e?)  row lgr

Se tienen los siguientes resultados:

» Si f(z) es una funcion entera transcendente, P(z) y Q(z) son
polinomios y P(z) no es idénticamente nulo, entonces el orden de

P(2)-f(z) + Q(z) es el mismo que el de f(z2).

> El orden de una funcién entera f(z) = P(z)-e"® + Q(z), donde P(z2),
R(z) y Q(z) son polinomios y P(z) no es idénticamente nulo, es

igual al grado de R(2).

> Si R(z) es una funcién entera y el orden de f(z) = e®® es finito,
entonces R(z) es un polinomio y por tanto el orden de f(z) es un

ndmero entero.

El desarrollo en serie de potencias de una funcién entera transcendente

se podria suponer que es una especie de polinomio de grado infinito, con lo
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que entonces deberia de tener, igualada a cero, un numero infinito de
soluciones, lo que en general no es cierto. En este sentido se tienen los

siguientes resultados:

» Si f(z) es una funcion entera transcendente y de orden finito no
entero, y P(z) es un polinomio no idénticamente nulo, la ecuacion:
f(z) = A-P(2), tiene infinitas raices para todo niumero complejo A sin

excepciones.

Si f(z) es una funcién entera transcendente y de orden finito entero, y P(2)
es un polinomio no idénticamente nulo, la ecuacion: f(z) = A-P(2), tiene infinitas

raices para todo numero complejo A con la posible excepcién de un valor.
Los resultados anteriores son casos particulares del siguiente teorema:
Proposicion 5.5.16:

Si f(z) es una funciébn meromorfa transcendente, (con una singularidad
esencial en el infinito), para cada numero complejo A, finito o infinito, la
ecuacion f(z) = A tiene un numero infinito de raices con dos posibles

excepciones.

Se puede estudiar también la relacion entre el conjunto de ceros y el
modulo maximo de la funcién enunciando el teorema de Jensen, que se puede
extender a los polos, teniendo la expresion conocida como formula de Poisson-
Jensen. Un resultado parecido al teorema de Jensen pero que en lugar de
aplicarse en una region circular se aplica en un semiplano es el teorema de
Carleman. EIl teorema de Borel y Carathéodory permite obtener una cota
superior del médulo de una funcién en un circulo a partir de cotas de sus partes

real o imaginaria sobre un circulo concéntrico de radio mayor.
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Otra forma de introducir el concepto de orden, Util en muchas ocasiones,

€S Como sigue:
Definicién 5.5.5:

Se dice que una funcién entera f(z) tiene orden finito si existe una

constante A tal que |f(z)| < exp r* para |z| =r, y r mayor que un cierto ro.
Mediante la definicion anterior es facil probar que:

» Si f1(z2) y fa(z) son funciones enteras de Ordenes p; Yy p2

respectivamente, y si p1 < p», el orden de f;(z) + f2(z) es igual a p».

» Si f1(z) y fa(z) son funciones enteras de Ordenes p; Yy p2
respectivamente, y si p; < p2, el orden de fi(z)-f2(z) es menor o

igual a p».

» Si f(z) es una funcién entera de orden p y P(z) es un polinomio no
nulo, el producto f(z)-P(z) es una funcién entera de orden p. Y si el

cociente f(z)/P(z) es una funcidén entera, también es de orden p.
Definicion 5.5.6:

Dada una funcion entera f(z) de orden finito p, si se supone que existe un
k > 0 tal que M(r, f) < exp(k-r"), con r suficientemente grande, entonces se dice

que f es de tipo finito.

Al infimo de los valores k se le denomina tipo de fy se representa por o.
Si 0 < o <o se dice que f es de tipo finito, si c = 0 se dice que f es de tipo

minimo, y si ¢ = « se dice que f es de tipo maximo.
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5.6. EJERCICIOS

5.15. Determinar las singularidades de las funciones:

2z +3
z-1

a) f(z) = Log( ),

b) f(z) = Im(Z?).

Q) f2)= ———.
z°senz
d) f(2) = —°
e -1
5.16. Analizar las singularidades de la funcion: f(z) = 11 :
cos(+)
z
5.17. Analizar las singularidades de la funcion: f(z) = 1
tang(—)
z

5.18. Clasificar los distintos tipos de singularidades de las funciones

siguientes:
1
a) f(2) = —
zZ-senz
Z
b) (2) = —
e -1
2
sen—z
¢) fz)= >
V4
d) f(z) = z

(e? ~1)cosz
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5.19. Clasificar los distintos tipos de singularidades de las funciones

siguientes:

(z+1)

f(z) = .
2 @) (z—3)zsen3z

b) f(z) = —
ez -1
2
£ - sen~z '
@ (z+5)%(z-1)°3
d) (2) = 2(z+3)

(e —1)cos(i) |

5.20. Clasificar, si existe, el tipo de singularidad en z = z,, realizando

el desarrollo en serie adecuado:

_ 1 _
a) f(z)—menz— 2.
b) f(z) = = enz=-2.

(z+2)3(z-3)

3
C) f(z):%enz:—z.
(z+2)°z
d) f(z) = 3 enz=0.
z°senz

5.21. Calcular los siguientes residuos:

a) Res(%
z°senz

, 0).
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3
b) Res(%,—z).
(z+2)°z
c) Res( ; —2).
(z+2)°(z-3)
d) Res( z ,0).

(2—3)25en3z

5.22. Calcular las siguientes integrales utilizando el teorema del

residuo:

(z-1)% -dz

, donde y(t) = 3e", 0 < t < 2r.
y 2-(2+2)

, donde y(t) = e", 0 < t < 2r.

cosz-dz
b I 2/ .2
Y(z+2)°(e” -1)

senz -dz
C) L

5 , donde y(t) = 4e", 0 < t < 2r.
z°(z°+1)(z+5)

. | i ..1 5i-seni
Solucién: a) 2xni; b 7t—I;c 2mi(= +
( ) 2mi; b) > ) n(5 6 )
) dz )
5.23. Calcular la integral I, = I 5 si la traza de y, es el
Ym z“(senz)

+1

cuadrado de vértices los puntos: n(£1l+i) y utilizar el

© ¢ 44N
resultado para calcular la suma de la serie: s = Z%
n=1 N
O, T LY GO ) L B 2
(Solucién: I, —Zm(g +2) 55 )i S = )

n=1N"T 12
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TCZ

o 0]
. 1
5.24. Deducir que Zn—z =
n=1

n-cotgnz-dz

m 22

(Ayuda: Evaluar la integral I, = j cuando la traza
Y

de ym, es el cuadrado de veértices los puntos: 2m + 2

n(+1+i))

- 1 n?
5.25. Deducir que » — = —.
n=1n4 90

5.26. Calcular las siguientes integrales reales, utilizando integrales
complejas:

+o0 (2x2 —1)-dx

a) :
0 x%15%x2+4

j-+oo Xz-dX

0 (x2+9)(x?+4)?

J-+oo dx

0 (x?+1)%(x? +4)
Solucién: a E;b L;c I
( ) 4 ) 200 ) 18)

5.27. Demostrar que Ew dx __ 2n

x3+1_3\/§'

(Ayuda: Evaluarlaintegrallzjf =|f + |f + |f siendola
Y Y1 Y2 V3

traza de y; el segmento [0, R], y2(t) = Re", 0 <t < 27/3, y y3 el
2r.
—1

segmento [Re 3 , 0]. Calcular el limite cuando R tiende a infinito.)

5.28. Estudiar la forma de calcular utilizando integrales complejas las
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siguientes integrales reales, rwggxi{iszx }dx , donde P(x) y Q(X)
—o0 X X

son polinomios, y aplicarlo a los siguientes ejemplos:

a) I+wcosx dx
OOx +x+1

b) I+wsenx dx
OOx +x+1

(Solucion: Se calcula la integral compleja en el semicirculo,
sustituyendo el seno o el coseno por €7, y se separa parte real y
k]

. A 2ne
parte imaginaria. a)

i

—T

;b)ﬁ

)

5.29. Calcular J.mw.

5.30. Calcular, utilizando el residuo en el infinito las siguientes
integrales:

(z-1)° -dz

=15 , donde y(t) = 5", 0 <t < 2m.
(z°+a)

a)

, donde y(t) = 7e", 0 < t < 2.

cosz-dz
b .[ T/.2
Y(z+2) (e“ -1)

J- ) senz-dz , donde y(t) = 6e", 0 <t<2r.
(z

24+1)3.(z+5)?
5.31. Se considera el camino: y(t) = 1 + (3 + 2t — t9)e®™, 0 <t < 2. a)
Comprobar que el camino es cerrado. b) Calcular, utilizando la

definicion de indice, el indice de y respecto del punto z = 1. ¢)
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3 2
CaIcuIarI z”-cos(nz“)-dz

Y (z-2)

5.32. Calcular el residuo de f en su singularidad siendo f la

.z—A

transformacién de Mobius f(z) = k 5" donde k, A y B son

nameros complejos. Calcular jf' siendo y una curva cerrada y
Y

simple cualquiera.

(n222—24)~dz

5 utilizando el
(e“ +e %)-(1-cos” z)

5.33. Calcular la integral j
Y

teorema del residuo, donde y(t) = %e“, 0<Lt<2n.

5.34. Calcular las siguientes integrales utilizando el teorema del

residuo:

a) I % , donde y(t) = 2e", 0 <t < 6m.
V(z-1)

-1
b) jy(z—zo) 2 dz , donde y(t) = zo + 2€", ~t <t <.

5.35. Sea y el camino cerrado cuya traza es el cuadrado de vértices

(2, 2), (-2, 2), (-2, =2), (2, —2), calcular las siguientes integrales:

2
z©-dz : .
I ———— donde y se recorre dos veces en sentido negativo.
v(n+z)(z-1i)
eC0SZ 4
b) J. > , donde y se recorre tres veces en sentido positivo.
Y(9-z)(z+mn)
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C) Ii-dz , donde y se recorre una vez en sentido positivo.
Y

5.36. Calcular las siguientes integrales donde y(t) = 5e", 0 < t < 2.

1
a) Iy(1+z+22)-ez -dz.

1
b) J‘y(l+z+22)-e2—4 dz.

1 1
c) Iy(1+z+22)-(e2 +ez-4).dz.

(Solucién: a) 10mi b) 154mi o) 164n|)
3 3 3

3z2cosz-dz
5.37. Calcular ,
'[v(l—zz)-(z ~3i)-sen?z

a) donde y(t) = 4e", 0 <t < 4r.

b) donde y(t) = 4e", -2n <t < 0.

c) donde y(t) = %e“, 0<t<4r.
1 it
d) donde y(t) = Ze , —2n<t<0.

5.38. Calcular las siguientes integrales donde y(t) = %e“, 0<t<2m.

J~ (1-4z)-dz
Y(1-2)2 - (1-2z)

b) J‘yz‘r’-cos%-dz.
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5.39. Calcular I%;i—zz donde v(t) = ne", 0 < t < 6, obteniendo
Y senz —

previamente las raices de la ecuacion: sen z = 2.

(3z-sen2z+3(z-1)-cosz)-dz

5.40. Calcular >
Y (z-1)

, donde la traza de

la curva y es {z; |z — 1] = 2}, recorrida una vez en sentido positivo.

z-dz

5.41. Calcular j , donde y(t) = 4e" - (1 - i), 0 < t < 2r.

ve? -1
(Solucién: —4n?)

5.42. Calcular If , donde y(t) = 1 + 2e", 0 < t < 21, sabiendo que f(z)
¥

)
(Soluci6n; 2™>

)

5.43. Calcular las siguientes integrales donde la traza de la curva y es
el contorno del cuadrado de lados paralelos a los ejes
coordenados, centrado en el origen y semilado de longitudes a = 1,
2, 3y 4, recorrida una vez en sentido positivo.

dz
X Ivez+1'

dz

by [~ 9%
ve?? 4 2e% 41

(Solucion: Paraa=1,2y 3,1 =0; Para a = 4: | =4xi, en ambas integrales)
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ez+3|

5.44. Dada la funcion f(z):—4:
(z+3i)
a) Calcular el desarrollo de Laurent de f(z) en 0 < |z + 3i| < +oo.

b) Calcular _[f siendo la traza de la curva y el cuadrado de
Y

lados de longitud 10 paralelos a los ejes coordenados,

centrado en el origen y recorrido una vez en sentido positivo.

(Solucion: jf = %')
Y

5.45. Calcular I M, donde y(t) = 3e", 0 <t < 2m.

yz(cosz-1)

(Solucioén: 0)

5.46. Calcular I M

, donde y(t) = e", 0 <t < 4r, siendo tgh z
ve%(cosz-1)

la funcidn tangente hiperbdlica. Estudiar previamente la

derivabilidad de esta funcion, y la derivabilidad de la funcion:

2tghz
e’(cosz-1)
(Solucion: j f = —16mi)
Y
N
e’ 1 it
5.47. Calcular | (=—+—————)dz, donde y(t) = e", 0 <t <4nm.

y 5z c0sz-senx
., A4mi .
(Solucion: ?—2\/2n|)

5.48. Calcular las siguientes integrales donde y(t) = 2e", 0 <t < 2kr, k
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5.49.

5.50.

5.51.

5.52.

1,2, ..
a) d_z
vz-1
b) dz
yz2-3
e’ .dz
C) 3 .
vz° +9z
(Solucion: a) 2xi-k; b) 0; ¢) 2mi-k/9)
£ el TEcp<T
Calcular I B dz, donde y(t) = n2 31% .
1z +1 2(-t+mn)i —<t<—
2 2
(Solucion: %n(—lﬂ))
) 400 Zn
Calcular _[f ,donde y(t)=e",0<t<2,yf(z)= Z —_.
Y nz_wg‘”‘
2.
(Soluciéon: =i )
3
1 1
Calcular Czos’;ﬂz —2)ez)dz, donde y(t) = e", 0 < t < 2.
v z%(e? -1
(Solucion: —4mi)
2
Calcular I 32” cosz dz, donde

1(1-2z2)(z - 3i)sen?z

a) y(t) =6e", 0<t<4n.
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b) (1) = %e”, _on<t<O.

T
Z——

5.53. Calcularj 5 4 5—dz, donde y(t)=e", 0<t<2m.
Tcos“z-sen“z
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