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RESUMEN

El numero de oro¢), y la sucesion de Fibonacci que lo genera, hdéo sstudiados
ampliamente en la literatura por las importantespi@dades geométricas que poseen, lo que
conlleva su aplicacién practica en diferentes adeaslisefio y de la arquitectura, y su aparicion

en la naturaleza.

Una extension 3-dimensional del nimero de oro wuaesion de Fibonacci es el
namero de plastico y la sucesion de Padovan, quedd&ie “espacialmente” parte de las

propiedades que en el plano tiene el nUmero de oro.

En este articulo se generaliza la definicion desestimeros a dimensiones mas altas, y

se estudian algunas de sus propiedades aritméticas.

Palabras claves:
Numeros de oro k-plastico; numeros de FibonacckyPadovan; teoria de nimeros
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1. INTRODUCCION

La sucesion de Padovan, generalizacién “3-dimen$iotle la sucesion de
Fibonacci, y que da lugar al conocido como numerpléstico, se define en [1].

En [2] esta sucesion es analizada, y se plantemnalgeturas sobre ella:

1) a) S6lo hay un numero finito de nimeros queepetcan a la vez a la
sucesion de Padovan y a la de Fibonacci, y b) sstog, 2, 3,5y 21.

2) a) No hay cuadrados en la sucesion de Padovagores que 49, y b) en
todos los cuadrados de la sucesion de Padovanngglecgue su raiz también es un
término de la sucesion de Padovan.

En [3] se responde de forma afirmativa a la princergetura, quedando abiertas
todavia las dos partes de la segunda conjetura.

En este articulo se generalizan las sucesioneshadmdeci y Padovan a mas

dimensiones, y se estudian las adaptaciones @eclaisjeturas con esta nueva definicion.

2.DESARROLLO

Extendemos las sucesiones de Fibonacci y Padovala siguiente:
DEFINICION

Sea kON={123..}, la sucesién dé&-Padovan es aquella dada en forma
recurrente comox = x*, +x, . sin>k+1, conx =...= x5, =1. A los términos
de esta sucesion se les llama nimerdsRadovan P*).

Observaciones

1) La sucesion anterior pata=1 da la sucesiéon de Fibonacci, y p&ra 2 la
de Padovan, luego los numeros de 1-Padovan son |6thdeacci F,), y los de 2-
Padovan son los de Padovan.

2) La ecuacion caracteristica de la sucesiork-8adovan ser&é*"! =1 +1,
siendo su polinomio caracteristids™ - 1 -1

Se puede plantear un analogo a las conjeturas detrteduccion para las

sucesiones dePadovan. Seria:
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1) a’) Hay solo un nuamero finito de nameros ki®adovan y a la vez de-
Padovan par& # k' ; b") Hallar cotas superiores para estos nimer@sfa sus indices)
en funcién dek, k'

2") Dado cualquierk, a’) hay s6lo un numero finito de nUmeroskdadovan
que sean cuadrados perfectos, y b’) todos los rasmek-Padovan que son cuadrados
perfectos cumplen que su raiz positiva tambiénieseno dek-Padovan.

Tenemos las siguientes observaciones a estas diesuas:

- La conjetura 2’) a’) fue contestada de forma tesipara k=1 en [4],
demostrando que los Unicos numeros de Fibonaccs@ueuadrados perfectos son 1y
144.

- La conjetura 2’) b’) puede ser contestada de #ommegativa: parek= ,1
tenemos que 144 es numero de 1-Padovan (de Fiborzsadl término 12 de la

sucesion), pero 12 no lo es. También plara5,6, tenemos que 121 es namero de 5-

Padovan y de 6-Padovan, pero 11 no es nimero de YdPadiode 6-Padovan.

- Con respecto a 2’) a’), se ha comprobado queayouim cuadrado mayor que
49 en los 21000 primeros términos de la sucesiég-Badovan, no hay un cuadrado
mayor que 9 en los 9000 primeros términos de l@sao de 3-Padovan, no hay un
cuadrado mayor que 64 en los 3000 primeros térndada sucesion de 4-Padovan, no
hay un cuadrado mayor que 121 en los 1000 primg&mosinos de la sucesion de 5-
Padovan, y no hay un cuadrado mayor que 256 en0O@8 firimeros términos de la

sucesién de 6-Padovan. Parece por tanto que la wanjmiede ser cierta.

Extendemos también los conceptos de numero aunéogro de plastico con la
siguiente:

DEFINICION

A la solucién de mayor médulo de la ecuacién caréstica de la sucesion #e

Padovan se le llama numeroldplastico (p, ).

Vamos a ver que la definicion es correcta, es dga# existe una Unica solucion

en la que se alcanza el maximo médulo. Necesitdnt@®as previos:

LEMA 1

La ecuaciom*™ — 1 —1=0 no puede tener una solucién mdltiple
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Demostracion

Si la tuviera, llamandd (1) = A*** —= 1 -1, tendriamos que también seria raiz de

1
f'(A)=(k+1) A" -1, por lo quet =——.

(A)=(k+1 -1, porfo quet = 1
Pero entoncesf(4)= A" A —A—lzkiﬂﬂ -A-1=0< A :—kTJrl. Esto no

puede ser, ya qued*' =1 -1=0 no puede tener soluciones racionales (las Unicas
posibles son 1 y-1, divisores del primer término y del término indegiente, y no lo
son) #

LEMA 2

Si existen dos solucioned,, A, de A -1 -1=0 en las que se alcanza el
méaximo maédulo, entonces, = A,

Demostracion

Como A=A +1, A,'=A,+1, tomando médulos tenemos que

A=A, +1, W =}, +1, por lo que, al serd /=14, llegamos a que

A, +1=|A, +1]. Pero entonces, si, =a+bi, A, =c+di, estas 2 Ultimas ecuaciones

transf a’+b=ct+d’ lo que impli (restando las 2)
se transtorman en , 10 que Implicaa =cC (restando las 2), y
(a+1)* +b2 =(c+1)* +d?

entonces, sustituyendo en la primera, tenemoskjued?, luegob=+d. Si b=d

tenemos quel, = A, lo que no puede ser por el lema 1, ybsi—d tenemos que

A, =A,, como queriamos #
LEMA 3

No existelimcodna) si a#z2kn

n- oo
Demostracion

Si existelimco§na) =1 con0<a < 71, tomando la subsucesion:

n- oo
Tiokm
n, = 2 , donde[] es la parte entera, tenemos que:
a

410 Segundo Congreso Internacional de Matematicasédngknieria y la Arquitectura



Generalizaciones de los nimeros de oro y Padovan

N, az£+2kn—a2—£+2kﬂ,
2 2

n, asg+2kn, por lo quecogn, @)=0y | = 0.

§E+2kﬂ

Tomando ahoran, = R , tenemos que:
a

Ny a237n+2kn—azg+2kn, Ny as37n+2kn, por lo que

codn, a)<0y | <0. Tenemos entonces qlie . 0

Si existe limcodna)=l con m<a<2n, entonces, como

codna)=codn(27-a)), con0<27-a<n, se cumple por lo anterior que
| =0.

En general, sickn<a<2(k+1)n y existe imcodna)=1, como

codna)=codn(a - 2k n1)), con0O<a-2kn<2n, se cumple qué= .0
Pero Cos(2n a') =2cos (n a') —1, por lo que tomando limites tenemos que, si
a #kn conk impar,| =21% -1, por lo que0O = -1, contradiccién, y entonces no

existelim codna) si a # k n conk impar.

No oo
Si a=kn con k impar, entoncexodna)=(-1)", por lo que tampoco existe

limcodna), y entonces no existém codna) si a # 2k 7.

n-o n-oo

LEMA 4
Sea una sucesion:

X, =a Ay +a, A +a, A +...+a A7, tal que A, OC-R, |A|<|A| sii=3,y

X, R para todon, entonces se cumple qag = &,
Demostracion

Como x, R para todo n, tenemos que, sil, =R coda)+R, ser{a),

A, =R, coda,)+ R, ser{a,),... se cumple que:
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Im(x,)=
=R'Rea)ser{na) + R Im(a,)codna) - R' Rela, ) ser{na) + R Im(a,) cognar) +
+ R Rea;)ser{na,) + R Im(a)codna) +...= 0

Por lo que
Im(x,)

)= Refa)serna) + ) codna) - Rea, ) serfna) + im(acodnar) +
e Rela)serna.)+ = imfa)eona) +..=0

n

Tomandolim , teniendo en cuenta qli| <|4,| sii =3, llegamos a:

lim(Im(a,) + Im(a,)) codna) + (Rela,) - Rela, )) serfna) =0
Llamandoa = Im(a, )+ Im(a,), b = Re(a,) - Re(a, ), tenemos entonces que:
iim(acodna) + bserfna))=0- Si b#0, se cumplird quécogna)=k>0: Si existe una

subsucesiom, tal quell(im codn, @) =0, entonces habra una subsucesiérde n, tal

que Li[rlser(nk. a)=1 (por ejemplo), por lo AU jim (acodn, )+ bserfn, a))=b=0"

contradiccion.

Entonces, dividiendo pocogna), tenemos QU8 (a+biglna)) =0 POT 10 que

limtg(na):_%m, con azkn, kOZ, al ser A,0C-R. Pero entonces, al ser
cos(Zna):#—l, se cumplira quelimco{2na)0dR con 2a#2kn,
1+tg*(na) n-oo

contradiccién con el lema 3.

Entoncesb= 0 por lo quelimacos(na):O, luego, sia#z Q tenemos que
n- oo

limcogna)=0, contradiccién nuevamente con el lema 3.

n- oo

Por tanto,a=b= Qy entoncedm(a,)=-Im(a,), Re(a,) = Re(a,), por

lo quea, =4a,.

PROPOSICION 1

El maximo modulo de las soluciones de la ecuadih—- 1 -1=0 se alcanza

para una sola solucion, para toklo

Demostracioén
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Si se alcanzara el maximo en dos soluciohesi,, por el lema 2 serid, = J,.
Por otro lado, la ecuacién de la proposicion esdeacteristica de la ecuacion de

recurrenciax,, = X,_, + X,_,,, que por los lemas 1y 2 tiene como solucion gener

— n an n n
X, =a Al +a, A +a, A+ +a Ay, con Ay, |A,

<|A,|. Si ponemos
como condiciones inicialex, = f,,..., X, =B, para adecuadog,,..., B, la
recurrencia definira una sucesion, =a, A! +a, A +a, A} +...+a, A}, para
ciertosa,,..., a,,,, conx, > Oparatodon, a,, a, #0:

Comoa, =a, por el lema 4, basta con ver gagz : 0

Los a,,..., a,,, han de satisfacer

X\ = A +ta A ra A+ ra Ay =B
.................... , por lo que

B A Ay

By AN A2 -
S il A A = P Acu , donde A, es el adjunto del
A A Al A A AL

k+1 7 k+l k+1 k+1 7y k+1 k+1
AT AT A AT AT A
elementoi,1 (el denominador no se anula porque es un detentairipo Vandermonde

parak + lraices no nulas y distintas). Por tanto, tomagile...= 5, = , 51, >0,

~A, - A
k+1 7
g Acn

Vandermonde, en este caso p&raraices), se verificara qug, > Para todon,

L. (A.y €s no nulo porque es también un determinante tipo

a, # 0 como queriamos.

Pero entonces tenemos que:
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n+1 — n+l n+l n+l
Xn+1 - 0'1 Al + al Al + 0’3 AB Tt ak+1/1k+1 -
X 0'1 A? +ﬁl Aln +O'3 /]2 +"'+ak+1/1E+1

n

— \ N+l n+l n+l
a, +a, A +a, A +..+0,, A
— /]l /]1 /]1
ﬁ.,.i i +& & +.“+ak+1 /1k+l
A A A A ALA

Si %1 | |gR, tendriamos quéw _| _ g, por lo que:
X, X,

— n
a, a, (A a.. (A - .
al ser— +—1[—1 + +ﬂ(ﬂ] una sucesion acotada en médulo, ya que

1 1 Al )ll 1
ﬁzl, i<1sii23.
Al A
2" (e, @ (A
Pero entonces, +a,| = | -l|-t+-2|=2]| |- 0,yaque
A, A A
A n+l /] n+1 A n /] n
a,| 2| +ota,| 2 - ER (e A S
Al Al /11 Al Al /11
A . a i~ NAY .
m <1 sii= 3. Tenemos entonces qu/]é(Al —I) 1 tiene limite finito, por
1 1 1

lo que (%J tendria limite finito (no puede ser q%é()_ll -1)=0, %(/l1 -1)=0, ya

1 1 1

que entonces, al ser, # , Berial = A, = A, contradiccion).

A

=1, tenemos que, sRe(A,)# 0, [%J =codna)+sernna)i,

1

Pero al se

1

A o
con a#2kn ya que /TlD R, y entonces existiria lim cos(n a') con a#2kn,

n-o
1

contradiccién con el lema 3.

Si Re(A,)=0, entonces™t =-1, por lo que[%j =(-1)" tampoco tendria

1

>..|H|

1

limite, contradiccion. No puede ser entonces fjue | | R.
X,
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Pero por otro lado, vemos gde: es monotona cuando es grande:
X,

X~ % _ %mu%a"% . Como el denominador es positivo, la monotonidal!
X X Xy %o

signo del numerador cuanaoes grande.
Pero el numerador es:

g e, e s a A A+ @A Bt M) TR e AL
Lo que esigual a

— 2(n-1) — -1 7 — 2 - -
dy=a, @ AR o @ AR - 20, @ A"+ a e (A AT+t
a0 R+ AN - 20,0, KX -

_zakaml/]EAEﬂ
. , . 2
Tenemos que, si 6 j=3..,k+1, ‘)Ii)lj‘:|/1i|‘/1j‘<|/11| , por lo que los

términos, a, A coni 0 j=3 cumplen qQue aa kA _ al serk +1 =2n, por lo que
i i m————=

n-w ‘Afn

a [(A ]2 (ﬁl 2 2]_ AL A el lo que el signo dd, paran grande lo da
o) (oo

[A*

_a@mAy __lafmAf LY entonces®: es mondtona decreciente cuand@s grande y

A [Af* %

positiva, por lo que tendra limite finito, contrecidn con lo anterior, luego no se puede
alcanzar el maximo modulo en dos soluciones.

Observaciones.

1) El maximo del moédulo entonces se alcanzara ansotucion real, ya que si
no, se alcanzaria también en otra solucion que sar€éonjugado, y mayor que 1 al ser

limx“ =, pOr lo que el nimero dé&-plastico es mayor que 1 para todo,

n- oo
Xk
cumpliéndose que, =lim —2
n-o Xn
2) Parak <3 la ecuacion caracteristica es de grado menora aue 4, luego
se pueden obtener sus soluciones de forma exaetm ke puede obtener el nimero de

k-plastico para k< 3 en funcibn de radicales. Las expresiones serian:

_1+45

o} > =1.61803 (numero de oro), parp, (numero de plastico):

Segundo Congreso Internacional de Matematicagedngknieria y la Arquitectura 415



Generalizaciones de los nimeros de oro y Padovan

Wl

2 2

n 2

3 <

1[27 ) B@f N [;(%@)j
33

Que seria aproximadamente 1.32472, y gara

\/8(93\/@9] +(elo+ Vaag)p +

1

3 3 . 12
+ 8(9+ ?49) (2(9+\/849))5+\/ ( . j (( ))}
-8 —F—| +(2|9+849/p
9+4/849

1

268

Wl

Que seria aproximadamente 1.22074.

3) Se cumple que, es una sucesion decrecientekerya que la sucesion de
Padovan tiene el crecimiento mas lento segun aankenal sumar términos anteriores
de la sucesion, y el crecimiento de la sucesidk-Badovan viene dominado por la

solucion mas grande de su ecuacion caracterigticaPor tanto existirélim p,. Este

limite serd 1, ya que en otro ca%im( - p, —1):oo, contradiccién con que

k1 _

. p, —1=0 para todok .

Vamos a utilizar la proposicién anterior para cet#ede manera afirmativa a la

conjetura 1') &’):

PROPOSICION 2

Hay sélo un numero finito de nimeros que seanvazadek-Padovan y dé&’-
Padovan sk #k

Demostracion

Los ndmeros que cumplan la condicion de la propmsiseran de la form&",

P para ciertos subindicas m, luego seran soluciones de la ecuad®in=PX . Pero

este tipo de ecuaciones tienen s6lo un numer fitétsoluciones si las sucesiones son
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soluciones de ecuaciones de recurrencia linealgsaruaciones caracteristicas tienen
una solucion dominante [5]. Como las sucesiondsi@dovan cumplen esta propiedad
(proposicion 1), habra sélo un numero finito de afws que sean a la vez de k-Padovan

y dek’- Padovan #.

Utilizamos también la proposicion 1 para demostraresultado mas deébil que

la conjetura 1) a’):

PROPOSICION 3

Hay so6lo un namero finito de numerosldadovan que sean cuadrados de un
numero dek-Padovan, para cualquiér.

Demostracion

. .z . . 2 .

La afirmacion es equivalente a decir que la ecuad®) =(Pn'§) tiene un
namero finito de soluciones, para cualquker Pero la ecuacion de recurrencia que
tiene como soluciérP es una recurrencia lineal cuyo polinomio carastied tiene
una raiz dominante (proposicion 1), y la ecuaciénrecurrencia que tiene como

., 2 . . . . ;.- . ,
solucion (Pnk) es otra recurrencia lineal cuyo polinomio carast®o tiene una raiz

dominante:

Se cumple queP‘=a, A} +...+a,,, A},,, para ciertosa,,...,a,,,, CON

A <]y sii= 2, porlo que(Pnk)2 =a’ (Af)n +otag, (/]iu)n +2 Y aa (Ai /]i)n ,

1<i<j<k+1
solucién de la recurrencia lineal con polinomicacéeristico:
(A-22)...0-2..)(A-2,4,)...0 - A A..), que tiene at? como raiz dominante, ya
que|d A =|A[|]A]<|Af" sii 6 j>1.
Por tanto, aplicando de nuevo el resultado dellgjamos a que la ecuacién
P* = (P*) tiene un namero finito de soluciones.

Observacion.
La proposiciéon anterior nos indica que la conjeflljyd’) implica la 2’) a’): para

los k tales que los numeros @ePadovan cuadrados perfectos son todos de la forma
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2 ., , _ -
(Pnf) , Se cumplird que hay un numero finito de numeres-&adovan que sean

cuadrados, por la proposicion 3.

3. PRIMOS DE K-PADOVAN

Destaca en la literatura referente a los temaadoaten este articulo el estudio
de los primos de Fibonacci, es decir, los numermsFibonacci que son primos.
Tenemos los siguientes resultados al respecto:

1) Soélo se conocen 33 primos de Fibonacci, el oltoon subindice 81839,
habiéndose comprobado los 435000 primeros numerdsiltbnacci. Se conjetura si
existen infinitos primos de Fibonacci.

2) El subindice de un primo de Fibonacci es priexacepto paréd, = 3

3) Los primos de Fibonacci son congruentes con duto64, exceptor, = &
F,=3

(Esto es porque los numeros de Fibonacci con inaipar cumplen la siguiente
ecuacion:F,,, =F2, +FZ, por lo que, tomando congruencias moédulo 4, tesenue
F,,... no puede ser congruente con 3 moédulo 4, y entprumeso los primos de

Fibonacci mayores que 3 tienen indice impar, tesegue todos son congruentes con 1
mod. 4, luego todos los primos de Fibonacci sorgagntes con 1 modulo 4, excepto
F;=2yF,=3)

Podemos plantear analogos a estos resultados etaxay para los primos #e
Padovan, es decir, los nUmeroskeleadovan que son primos.

Como sucedia en alguna de las conjeturas de l@seatterior, algunas de estas
propiedades se pierden p&a . Pbr ejemplo, respecto a 2):

- En los 23 primeros primos de 2- Padovan (prin@®adovan), que estan entre
los primeros 26000 subindices, hay so6lo 2 con sliddrprimo: 2, 3329 (en la literatura
s6lo estan comprobados los 1000 primeros subindicdstados los 12 primeros
primos).

- En los 37 primeros primos de 3- Padovan, quenestée los primeros 10000

subindices, hay 9 con subindice primo.
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- En los 48 primeros primos de 4- Padovan, quenestére los primeros 10000
subindices, hay 8 con subindice primo.

- En los 48 primeros primos de 5- Padovan, quenestére los primeros 10000
subindices, hay 4 con subindice primo.

- En los 72 primeros primos de 6- Padovan, quenestére los primeros 10000
subindices, hay 6 con subindice primo.

Se observa que, al menos en los primeros térmimagnsidad de primos de
Padovan aumenta cda (hastak = 6 De k= 6 a k= 7 cambia la tendencia. De todas
formas, excepto park= ,hemos obtenido mas primos ki®adovan que los que se
conocen de Fibonacci, para los primeros valorekjleEn cambio, parece que el
namero de ellos que tiene subindice primo se mantistable park > .1

Vamos que el resultado de 3) también se pierde pard. Tenemos las
siguientes comprobaciones al respecto:

- Entre los 23 primeros primos de 2-Padovan (pride®adovan), hay 8 que no
son congruentes con 1 mod. 4.

- Entre los 37 primeros primos de 3-Padovan, haygud no son congruentes
con 1 mod. 4.

- Entre los 48 primeros primos de 4-Padovan, hayué no son congruentes
con 1 mod. 4.

- Entre los 48 primeros primos de 5-Padovan, hayl no son congruentes
con 1 mod. 4.

- Entre los 72 primeros primos de 6-Padovan, haysb no son congruentes
con 1 mod. 4.

Se observa que la densidad de primok-Badovan, no congruentes con 1 mod.
4 aumenta cork, como pasaba con la densidad de primos, llegaralpsécticamente

la mitad del total par& = 5,6. (Parak = 9tenemos el primer valor en el que en los

10000 primeros subindices hay mas primos congrseote 3 mod. 4: 31, que

congruentes con 1 mod. 4: 24).

Segundo Congreso Internacional de Matematicagedngknieria y la Arquitectura 419



Generalizaciones de los nimeros de oro y Padovan

4. OTRAS EXTENSIONES

Se pueden obtener otras extensiones de los numera® y plastico utilizando
otras propiedades de estos numeros. Una nuevas@éxtese consigue utilizando la

siguiente propiedad de: {#}:{E} donde{} es la parte fraccionaria. Nos
@

planteamos qué numeros reales cumplen esa propiedad

PROPOSICION 4

. 1 ; . . .
Los numerosx que cumplen quéxz}:{—} son solo las raices de polinomios
X

del tipo:
x®+nx-1, para algdmdZ

Demostracion

1 1 , - o
{x2}={—}«=—=x2+n, para alginndZ, y esta Ultima ecuacion es
X X

equivalente a:

x> +nx-1=0#

Observaciones

1) Como la ecuacion anterior es cubica siempreréeatiuna solucién real,
luego habra infinitos nimeros reales que cumplardaiedad (al menos uno por cada
valor den1Z)

2) Paran = - 1la raiz real del polinomio es el nimero de plast@aran =- 2la

. : : , , 1
raiz real mayor del polinomio es el numero de e ¢tras raices sonl y ——)

Por tanto, si renombramas como -k, conk > 0, se puede definir:

DEFINICION

SeakON, el nimero dé&-Adela (A, ) es la solucion real mayor a la ecuacion:

x}=kx+1

(Se cumplira entonces qui es el numero de plastico &, el de oro. Por la
ecuacion que satisface, se puede v&r, kKON, como una generalizacion

tridimensional de una subfamilia de los nimerostitets [6])
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Para definir una sucesion con esa ecuacion caiitar necesitaremos dar los
3 primeros términos. Pata=1 sera entonces, = ,tomo la de Padovan, y paka 2
serax, = 2 como la de Fibonacci. Extendemos entonces a:

DEFINICION

Seak 0N, la sucesion dk- Maril6 viene dada por la ecuacién de recurrencia:

X, =k X,_, +X,_; SI N> 3, con las condiciones inicialeg =x, =1, X, =k. A
los términos de esta sucesion se les llama ntndetoesMarilo (M X)

Utilizamos esta ultima definicibn para ver que fosneros dek-Adela estan
bien definidos, es decir, para ver que la ecuacidrFk x+1 tiene una solucién
dominante para todk [N :

PROPOSICION 5

El maximo modulo de las soluciones de la ecuacidrk x—1=0 se alcanza
para una sola solucion, para toklo

Demostracion

Se puede demostrar los analogos a los lemas 1 yar@ la ecuacion
x®-kx-1=0.

Entonces, como la sucesion Ke Marild tiene como ecuacion caracteristica

x* -k x-1=0 y todos los términos positivos, se puede mimetiaaprueba de la
proposicidon 1 para demostrar que esta ecuaciorpséetiene una solucion dominante.

Se puede efectuar entonces pagael mismo desarrollo que se hizo pgaen
la seccion 2. Vemos en la siguiente observacionAjueonstituye una extension de los
numeros de Fibonacci y plastico en cierto modo ¢ementaria a la definida pqs,

Observacion

Por la proposicion 5, y teniendo en cuenta WUg son naturales y crecientes en
n para cualquiek, se verifica queA, es un numero real mayor que 1 para t&do
Ademas seran crecientes én al serlo también los nameros #e Marilo. Por la
ecuaciéon que verifican, se cumple también ElmeA( =00,

Por tanto, p, con k> 1es una sucesion decreciente contenideé.’l,ed, y A

conk =2 es una sucesion creciente contenid{xzew).
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5. CONCLUSIONES

En este articulo se han estudiado formas de garseréds nimeros de oro y plastico
que son distintas a algunas de las existentes ditefatura, como los numeros metalicos
definidos en [6].

El ndmero de oro tiene una amplia gama de propeslageométricas y
aritméticas, que han sido estudiadas exhaustivanoent anterioridad. Algunas de estas
propiedades se pierden al aumentar la dimensiémuen se trabaja, como se ha
demostrado en este articulo, aunque los numerésptiestico y dek-Adela conservan
algunas de las propiedades que tienen el nimeooodg el de plastico, derivadas del
hecho de que las sucesiones que los generan ti@angolinomio caracteristico con una

raiz dominante.
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