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Resumen

Este articulo muestra en que situacién histérica se produjo el nacimien-
to del Célculo Fraccional, y como fue evolucionando desde Leibniz, pasan-
do por los formalistas del s.XIX, hasta la actualidad, dando cuenta de los
avances logrados por distintas corrientes durante el s.XX.

1. Nacimiento y primeros intentos por definirlo

En cuanto al nacimiento del Célculo Fraccional, todos los historiadores ma-
tematicos estdn de acuerdo en la datacién de la fecha y como se produjo. Este
hecho tuvo lugar tras una publicacién de Leibniz en donde introducia la no-
tacion del Célculo Diferencial, en particular de la expresiéon conocida hoy dia

d" . . -
como d—xlﬁ que hace referencia a la derivada de orden n de la funcién y, con
n € IN. ;Pero tenia sentido hacer extensible los valores de n al conjunto de los
numeros racionales, irracionales, o complejos en dicha expresion?.

La primera persona de la que se tiene certeza que se plante6 este proble-
ma fue G.A.L'Hopital, que el 30 de Septiembre de 1695 escribiria una carta a
Leibniz argumentado una cuestién con respecto a la notacién para la n-ésima
derivada de la funcién:

¢ Qué sucederia si n fuera % ?
a lo que Leibniz replicé:

... esto conduciria a una paradoja, de la que algiin dia se extraerdn
consecuencias 1itiles.


http://www.caminos.upm.es/Matematicas/WEBGIE/

En 1697, el mismo Leibniz, hacia referencia al producto infinito de Wallis
para 7! afirmando que podria haber hecho uso del Célculo Diferencial para

. s ol .
obtener el mismo resultado, utilizando la notacién d2 para expresar una deri-
vada de orden %

En 1730, L.Euler hizo referencia a interpolaciones entre érdenes enteros de
una derivada. En 1812, P.S.Laplace definié una derivada fraccional, pero la pri-
mera discusién de una derivada de este tipo aparecié en 1819 en dos paginas de
las 700 que constituyen el texto de Célculo de S.F. Lacroix, quien aparentemente
consider6 este tema como un mero ejercicio matematico.

Lacroix parti6 de y = x™ com m € N, y calcul6 la n-ésima derivada:

d"y m men
_— = X
dx"  (m—n)!
usando I'?, el simbolo de Legendre para factorial generalizado (funcién gam-
ma), obteniendo:
'y _ I'm+1) .,
dx"  T(m—n+1)

y reemplazando n por %, y m por cualquier real positivo 4, de la manera tra-
dicional en la que los formalistas cldsicos de este periodo lo hacian, Lacroix
obtuvo: .
dzy _T(a+ 1)x“_
dxz T(a+3)
que expresa la § derivada de y = x”. También expreso este tltimo resultado
paray = x:
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En 1822, ].B.J.Fourier seria el siguiente en hacer mencién a las derivadas
fraccionales, pero de la misma forma que hicieron anteriormente Euler, Laplace
y Lacroix, no aporté ninguna aplicacién.
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La primera aplicacién surgié de la mano del matematico Niels Henrik Abel,
en 1823, cuando aplicé el Calculo Fraccional en la solucién de una integral

1En 1655 el matematico inglés John Wallis expresaba 7w como un producto infinito denominado
actualmente Producto de Wallis:

E*ﬁ (2n)(2n) 22 4 46 6
2 Ll on—1)an+1) T1°33557

2AM.Legrende ide6 la notacién de la Funcién Gamma, denotada como T'(z), como extensién
del concepto de factorial para los niimeros complejos. Si la parte real del nimero complejo z es
positiva, entonces la integral

I'(z) :/ Flemt dt
Jo

converge absolutamente, esta integral puede ser extendida a todo el plano complejo, exceptuando
a los enteros negativos y al cero. Si 1 es un entero positivo, entonces

T'(n)=(n-—1)!

lo que nos muestra una relacién de esta funcion con el factorial. De hecho, la funcién Gamma
generaliza el factorial para cualquier valor complejo de 7.



que surgi6 en la formulacién del problema de la tautécrona. Este problema
llamado a veces el problema de la isocrona, consiste en encontrar la forma de
la curva sobre un plano vertical, de tal forma que un objeto, al deslizarse por
ella sin rozamiento alguno, llegue al final de su recorrido en un tiempo que es
independiente del lugar en que comience el movimiento, es decir dos objetos
situados en la curva, uno situado a més altura que el otro, recorren la curva en
el mismo tiempo.

A buen seguro, la “elegancia” de la soluciéon de Abel para este problema,
llamé la atencién de J.Lioville, a quien probablemente le debemos histérica-
mente la primera definicién formal l6gica del concepto de derivada fraccional,
desarrollado en la publicacién de sus tres largas memorias en 1832 y alguna
mas en 1855.

El punto de partida de Lioville fue un resultado conocido para derivadas de
orden entero positivo, que extendi6 en forma natural para érdenes arbitrarios:

m
d ax __ ameax
dx™
haciéndola extensible para v > 0:
v
d ax — aveax
dx?

desarroll6 f(x) como expresion de la serie:

f(x) = io

y manejo la v-ésima derivada de f(x) como:

av i
—f(x) = cpa’e*
/=L

conocida esta tiltima expresién como Primera definicién de Lioville.

Esta Primera definicion de Lioville tiene la principal desventaja de que v estd
restringida por la convergencia de la serie.

Lioville, en su blisqueda por definir una derivada fraccional, hizo uso de un
segundo método aplicado a funciones de la forma x~“ con a > 0, del siguiente
modo:

S
/ u e du
J0

aplicé en cambio xu = t obteniendo

/‘oo ol gy — L /Oo pr1pt gy — L@
Jo x4 Jo x4

de donde . .
= / utlem 1 dy
I'(a) Jo



y tomando la v-ésima derivada en ambos miembros de la anterior igualdad

d’ —a __ da’ 1 oo a—1,—xu _ 1 i a—1 d’ —Xxu _
v T (T(a)/o u'e T du _T(a)/o R (e7) du =

_ L /oo u (=1 Ve du = (-1)" /oo utHvTlem ¥ gy —
I'(a) Jo I'(a) Jo

(-1)'T'(a+v)
[(a)xatv

que le llev6 a la siguiente expresion

—a (—1)Vr(a—|-1/) —a—v

T T
conocido como la Segunda definicion de Lioville.

El término (—1)" de esta segunda definicion, sugiere la necesidad de incluir
niimero complejos, y de hecho Lioville consideré estos valores, aplicando con
éxito el Calculo Fraccional en problemas de Teoria del Potencial, e incluso traté
de resolver ecuaciones diferenciales mediante el uso de esta herramienta.

Entre 1835 y 1850 algunos investigadores como G.Peacock, tomando par-
tido por Lacroix, o PKelland, tomando partido por Lioville, fundamentaron
ciertas controversias respecto a las definiciones de derivada fraccional argu-
mentadas de forma independiente por uno y otro, sin embargo otros como
A.Morgan consideraron que ni una ni otra corriente tenian por que entrar en
conflicto, ya que ambas formas de definir las derivadas fraccionales podian ser
parte de una mds general.

En 1850, W.Center observé que la discrepancia entre ambas corrientes se
centraba fundamentalmente en el concepto de derivada fraccional de una cons-
tante. De acuerdo con la versiéon de Peacock-Lacroix, la derivada fraccional de
una constante da un resultado distinto de cero, a menos que la constante sea
precisamente cero, mientras que en la version de Kelland-Lioville, la derivada
fraccional de una constante da como resultado cero, puesto que I'(0) = oo, y

1

por lo tanto o) puede considerarse cero. Center encontré la derivada fraccio-

nal de la unidad de orden %, asi:

Pero Center no coincidia con Lioville en su segunda definicién, citindole
textualmente
v,.0 .
La pregunta se reduce a que es "fi = Para cuando esto sea determinado
nosotros determinaremos al mismo tiempo cual es el sistema correcto.

En 1847, durante sus dias de estudiante, B.Riemann desarrollé una teoria de
operaciones fraccionales, que fue publicada tras su muerte en 1876. Riemann



us6 una generalizacion de una serie de Taylor para deducir su férmula para
integracién de orden arbitrario

e 0 = gy [ =00 e+ )

expresion esta tltima sobre la que A.Cayley comenté en 1880 que la funcién
complementaria §(x) es de naturaleza indeterminada pues contiene una infi-
nidad de constantes arbitrarias.

En 1869 N.Ya.Sonin trabajé inicialmente en la definicién llamada Riemann-
Lioville, en un escrito llamado “En la diferenciacién con indice arbitrario”, em-
pezando con la férmula integral de Cauchy. Letnikov escribié cuatro escritos
referentes al tema los cuales titulé “Una explicacién de los principales conceptos
de la teoria de diferenciacion de indices arbitrarios” en los cuales di6 una extensién
de los escritos de Sonin. la n-ésima derivada de la férmula integral de Cauchy

estd dada por
ey — f(©)
Dfz) = 27ri/c (¢ — z)ntt 9

No se plantea conflicto alguno generalizando n! a valores arbitrarios desde
v! = T'(v+ 1), pero si para cuando # no es entero, aunque esto hecho no fue
incluido en el trabajo de Sonin y Letnikov.

Los matemadticos de la primera mitad del siglo XIX no pudieron precisar
una definicién apropiada al no analizar en el plano complejo las consecuencias
de sus definiciones.

2. Primera definicion formal

Fue el matematico H.Laurent quien en 1884 publicé sus escritos de la teoria
de generalizacién de operadores de logro contribuyendo de manera clara en
el calculo de derivadas de orden arbitrario. Su teorfa, analizada en el plano
complejo, fue la primera en ser aceptable para el gusto de los matematicos
modernos.

De acuerdo con la notacién utilizada en 1936 por el matematico H.T.Davis
en una publicacién,
D' f(x), v>0

denota la integral de orden v de la funcién f(x) a lo largo del eje real, y c y x
son limites de integracion.
Dif(x), v>0

significa diferenciacion de orden v para f(x).

En términos de la notacién anterior, los matematicos necesitaban encontrar
una definicién apropiada de orden arbitrario y obtener una teorfa manipulable,
que consistia en que para toda funcién f(z) de variable compleja de una clase
suficientemente amplia y a cualquier niimero v, irracional, fraccional o com-
plejo, la funcién (DY f(z) = g(z) deberia definirse de modo que satisfaciera lo
siguiente:



1. Si f(z) es analitica, la derivada DY f(z) es analiticaen vy z.

2. La operacion (DY f(x) produce el mismo resultado que la diferenciacién
ordinaria cuando v es entero positivo.
Siv = —n,n € N, entonces .D;" f(x) produce el mismo resultado que
integrar ordinariamente n veces la funcion f(x) y :D; " f(x) debe anular-
se con sus 1 — 1 derivadasen x = c.

3. La operacién de orden cero no altera la funcién (DY f(x) = f(x).

4. Los operadores fraccionales deber ser lineales.

5. La ley de indices debe cumplirse Dy " ;D" f(x) = D"V f(x).

Como se menciond anteriormente, H.Laurent obtuvo la primera definicién
que satisfizo estas propiedades. Publicé un articulo en 1884 considerado como

definitivo para los fundamentos del Calculo Fraccional. Para ello parti6 de la
férmula de Cauchy para funciones complejas analiticas:

£ (z) = %A% dg

donde C representa el contorno de integracién en el plano complejo, ahora
denominado Lazo de Laurent, que se muestra en la siguiente figura:
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La generalizacién de n! no presenta problemas ya que v! = I'(v + 1); ade-
mads expresando la integral en forma exponencial y haciendo los cambios { = ¢
y z = X, se obtiene:

f(v)(x) _ M /C e(fvfl)ln(tfx)f(t) dt

27Ti

en la parte AB del lazo tenemos que t = x + seig, de donde

B i . .
/ e(—v—l)ln(t—x)f(t) At — /7T e(_y—l)ln(gelf?)f(x + 8619)8 iet? do =
A -7
s
L.
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: )Hil)s iel (x + seie) do =



= / e Velle= V0 f (x + 8619) a6
—T7T

Siconsideramos v < 0, entonces la integral anterior converge cuando ¢ — 0.
En la parte CA dellazo, In({ — x) = In(x —t) — izt y en la parte BC’ del mismo,
In({ — x) = In(x —t) + i, de donde

" A 1
/C (VDI £(7) 47 — /C o(~v =D (=) ~im) £ g

Al tomar v < 0, y limite cuando ¢ — 0, la integral en la parte AB del lazo se
anula y obviamente A — x, B — x y C — C/, por lo que

f(V)(x) _ % [e(erl)ir( /T(x o t)ivilf(t) dt — e*(erl)ir( /T(x o t)7v71f<t) dt| =
v el (v+1) _ p—im(v+1) x
_ I ;1) . ]/C/(x—t)V1f(t) dt =
I'(v

- TH) sen(v+1)7 /;(x L) dt =

X
= M(— sen 7tv) / (x —8)7V7Lf(t) dt
T c
De acuerdo con la férmula de reflexiéon de la funcion T,

7T

sen(mtv) = SR

lo que nos lleva a

FW)(x) = nl"{ft/)—;gzj- ) /;(x — )L () dt =

- F(iv) [a—n " ar

!

Por tdltimo, realizando el cambio de notacién para emplear v > 0 en lugar
de v < 0, obtenemos la definiciéon de integraciéon de orden arbitrario obtenida
por Laurent, que con la notacién establecida por H.T.Davis resulta

D) = g7 o =0 () at

Esta tiltima expresion se denomina también como Férmula de Riemann-Lioville
ya que si C = 0 0 C = —oo, obtenemos las expresiones definidas por Riemann
y Lioville respectivamente, aunque para el caso de Riemann esta tiltima expre-
sion no considera la funcién complementaria {(x) que este consideré en su
expresion.

Esta férmula de Riemann-Lioville para integracién fraccional, no se puede
utilizar directamente para diferenciacién de orden arbitrario, aunque mediante
un pequefio cambio se puede encontrar una expresién adecuada.



Sea v = m — p, con m el minimo entero mayor o igualque vy 0 < p < 1;
entonces para la diferenciacién de orden arbitrario:

Dy f(x) = (DY Pf(x) = DY D f(x) = A [(DyPf ()] =

donde el supuesto .Dy ' = D . D, " se puedejustificar de la manera descrita
a continuacion.

Sea
$(v,2) = oD () = gz [ (=07 f )

es convergente para v > 0

(v, x) = oD} oDy " f(x)
donde —v =m — p con m=0,1,2,....

Cuando v > 0 se puede escoger m = 0, entonces v = p, (v, x) = (v, x) y
se puede deducir:

p(v,x) = %/Ox [ﬁ /Ox(x,t)”’lf(t) dt] dx

y haciendo uso de la férmula de Dirichlet

p(v,x) = %ﬁ /O‘x(x — )VF(t) dt

que es convergente para v > —1, y resulta que para m = 1, entonces

¢V, x) = 9(v,x)

y este proceso contintia hasta que ¢(v,x) = ¢(v,x) param = nyv > —n,
donde n € IN.

Luego ¢ es analitica en Ry donde v > 0y ¢ es analitica en R, parav > —n;
como ¢ = P en Ry () Ry con un punto limite en el semiplano derecho, entonces
1 es continuacién analitica de ¢; esto se justifica al expresar

_ m—
CDZI cDx P = CDx P

3. Aplicaciones en el siglo XX

Con la llegada del siglo XX y los desarrollos del andlisis matematico y de
la teoria de funciones, surgieron nuevas formas integro-diferenciales fraccio-
narias.



En 1917, H.Weyl defini6 una integral fraccionaria adecuada a funciones pe-
riddicas:
1

NS = s ./:O(t —x)P"Lf(t) dt, conRe(p) >0

En 1936, M.Riesz consider¢ la integral fraccionaria de multiples variables
como un operador de tipo potencial. Uno de estos potenciales ha sido formal-

mente definido como la potencia (—A)% del Laplaciano.

Por otro lado, el académico espafiol D.Maravall con una serie de publica-
ciones que aparecieron a partir del afio 1959, muchas acerca de la ingenieria
de las oscilaciones, fue el primero en Espafia en mencionar unas particulares
oscilaciones fraccionarias asociadas a ecuaciones diferenciales no enteras.

En 1967, el fisico matematico Michele Caputo dié una nueva definicién de
derivada fraccionaria que permitia interpretar fisicamente las condiciones ini-
ciales de los cada vez mds numerosos problemas aplicados que se estaban es-
tudiando.

En el afio 1974, tuvo lugar en Connecticut la primera conferencia interna-
cional sobre el Célculo Fraccionario, que sirvié de estimulo a numerosas publi-
caciones. La segunda conferencia tuvo lugar en 1984 en Escocia, y la tercera en
1989 en Tokyo.

Actualmente es dificil encontrar un d&mbito de la ciencia o de la ingenieria
que no considere conceptos del Célculo Fraccionario, y cada afio tienen lugar
varios acontecimientos que lo ponen de manifiesto.

Desde el punto de vista de la matematica, es fascinante ver como el campo
de las generalizaciones “fraccionarias” es lugar de encuentro de varias discipli-
nas, entre otras, la teoria de las probabilidades y los procesos estocésticos, las
ecuaciones integro-diferenciales, la teoria de las transformadas, las funciones
especiales y el andlisis numérico.

De relevante importancia son las aplicaciones fisicas en la teorfa de la visco-
elasticidad, en el estudio del fenémeno de la difusién anémala y en la teoria
electromagnética; pero podemos anticipar que también se va despertando un
interés cada vez mayor en otros dmbitos muy distintos como, por ejemplo, el
de la teoria de circuitos, de la biologia o de la fisica de la atmésfera. Asimismo,
entre los economistas se va consolidando el empleo de conceptos de Calculo
Fraccionario. Ya en 1996, en el Journal of Econometrics aparecié un niimero es-
pecial en el que se recogia una serie de articulos sobre el tema denominado
“Fractional Differencing and Long Memory Processes”.

Entre las variadas cuestiones abiertas sobre el Célculo Fraccionario, ocu-
pa un lugar prominente la de determinar si es posible encontrar una interpre-
tacién geométrica para la derivada fraccionaria. Una posible solucién a este
problema ha sido propuesta por I. Podlubny en un reciente articulo titulado
“Geometric and Physical Interpretation of Fractional Integration and Differen-
tiation” en el que la interpretacion fisica de estos operadores fraccionarios esta
basada en el empleo de dos tipos de tiempos, un tiempo cédsmico y un tiempo
individual, y viene estrechamente relacionada con la teoria de la relatividad.
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