METODOS - matematicas - §5.2 Teoremas Fundamentales de Integracion de Campos

85.2 Teoremas fundamentales de integracion de
campos: panorama

*Generalizan la regla de Barrow (o T.F.C.) a las integrales de campos

f:QcR— Rde clase 1 :v[a,b]cQ:j:f’(x)dx= f(b)- f(a)

*Cada uno de los tres tipos de integrales deduce de ahi su formula integral:

*El Teorema del gradiente (o T.F.C. de las integrales de linea ): . o
jcyf-dng(s)—f(A) a 2> v

con f:Q=reg.cE—>R,c. esc.de C'(QQ) A, B=extremosde C= curv.r_eg.c Q
*La formula integral de Green ( o los T.F. en ¢l plano)

*El Teorema del rotacional o de Stokes (int. de superficie):
[[(uxuyNds=¢ udr

con 0S = C = curva cerr. reg. (a trozos), borde del casquete de superﬁcié S
(simplemente conexo)
*El Teorema de la divergencia o de Gauss (int. de volumen) ",

I, vuav =g un, as 6

con 0V = superficie cerrada regular (a trozos), frontera de V, retractil.

85.2 a) Teor. fund. del calculo para int. de linea

*Enunciado: Si f es campo escalar de clase 1 en una region QclE; ,, , VC
curva reg. de extremos A y B contenida en Q:

Jo vt = 18) ~ f(4)
edemostracion: regla de la cadena t < f— (x\y,2) >t = Vfdr=...

*Consecuencia: los campos gradiente (campos vectoriales U que derivan de un
potencial escalar f, o sea, de la forma u= Vf ) son campos conservativos , o sea:
sindependencia del camino de la integral de linea fc Vf - dr=1(B) - f(A) = sélo
depende del valor de f en los extremos de C (curva reg.).
nota: si se sabe que U = Vf (jcontinuo!) se puede deducir f(X) = f(A) + fo u-dr (indep. cam®.)
scirculacién nula de Vf (jcontinuo!) a lo largo de curvas cerradas: (ﬁc vi-dr =0

Nota: ambas propiedades se dan simultineamente (porque son equivalentes) y se dice que el
campo conserva las integrales de linea o que es conservativo. Resulta pues: todo campo
gradiente continuo en una region Q de  es conservativo en Q.

*Aplic. mas import. en la T2 del potencial (§5.3). Calculo de integrales de
linea: Ej.: PR4.11b, PR4.2 (campo U, sabiendo que u= Vf para un campo escalar f
obvio; p.ej.: u=yi+x],C=unaespira de la hélice de radio R y paso p = 2=nc.
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85.2 b) Formula de Green y consecuencias en E,

«def.: reg. plana simplemente conexa si su frontera es conexa (sin
agujeros)

- simplemente conexa
no simplemente conexa (retractilidad en E,)
(doblemente conexa)

N.: las curv. cerr. reg. C < Q simpl. conexa encierran subregiones S simpl. conexas.

En adelante se supone que las curvas cerradas se recorren en sentido antihorario (+)
*Teorema (de Green): Si Q es una region de R? y P(x,y), Q(X,y) son
func. de CX(Q), entonces VS region simplemente conexa, con dS = C
curva cerrada  Q, se verifica:

JJo (% -5 )dxdy =, Pdx+Qay

férmula de Green

demostracion |

*Demostracion de la formula de Green

Se demuestra en tres fases:

1. Para rectangulos A = [a, b]x[c,d]c R2=> A= {(xy):a<x<bh,c<y<d} = 0A
=C,+C,+C;+C,, siendo:

C,={x=t,y=c;te[a, b]} > dx=dt,dy=0;C,= {x=b,y=t; te[c,d]} = dx=0, dy=dt;
C;: {x=b-t+a, y=d;te[a, b]} = dx=-dt,dy =0; C, : {x=a, y=c—t+d; te[c, d]} = dx=0, dy = -dt

Asi: 1)” (_q_a—pjdxdy:J‘:U:%‘dx}dy—ﬁ“j%”dy}dx:
= [ at.y)-aG@y)ldy - [ [p(x.d) - p(x.c))d x

y ii): SBEApdx+qdy:J‘cl pdx+J.Czqdy+J‘C3 pdx+J.C4qdy:
=Lb p(t,c)dt+j:q(b,t)dt+j: p(b—t+a,d)(—dt)+jcdq(a,d —t4+c)(—dt) =
=Lb p(t,c)dt—j: p(b—t+a,d)dt+j:q(b,t)dt—j:q(a,d—t+c)dt

Resulta que las dos integrales de la formula conducen a las mismas integrales de
Riemann y coinciden entre si. Basta hacer un c. de var. en las dos integrales que estan
restando; por ejemplo, si t = b—x+a, entonces {dt=-dx;t=a=>x=b,t=b=x=

1 a
aj, luego ~[0 plo-t+a.dydt=-["p(x.d)-dx)=-[ p(x.d)dx

y es analogo con la otra integral que esta restando.
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2.Para triangulos rectangulos con hipotenusa curvilinea monétona, como
(con hipotenusa decreciente y = ¢(X) < x = y(Y) ) y analogos.

*La descripcion analitica de los conjuntos y caminos de integracion:

A= {(x,y): a<x<b, c<y<d(X)} = {(X,y): a<x<y(y), c<y<d} = 0A=C,+C,+C,,
siendo:

C,: {x=t,y=c; te[a,b]} = dx =dt,dy=0;
C,: {x=b-t+a,y = ¢(b-t+a);te[a, b]} = dx=—dt, dy=—¢'(b—t+a)dt
o bien C,: {x=wy(t),y=t; te[c, d]} = dx=y'(t)dt, dy = dt
C;: {x=a, y=d-t+c;t € [c, d]} = dx =0, dy = dt.
*Las integrales de la formula de Green se desarrollan como integrales de Riemann:

” ‘fp dxdy= ” ddxdy- H Ldxdy=

I [J“”‘*dx} =[] garfox

= [ Taw(y).y)~a@ y]dy - [ Tp(x.600) - p(x.0)]d x:
g}aAdeJrqdy:.fclpdx+q5i/f+_[czpdx+J‘Cquy+L}pM+qdy:

= ["pt.oydt+ [ pb-t+a,pb—t+aydt+ [ gut).bdt+ [ gad-t+c)-d)
Analogamente al caso anterior, las dos integrales de la férmula conducen a las
mismas integrales de Riemann, salvo un cambio de variables similar.

3. Las regiones planas A simplemente conexas se pueden descomponer (como sugiere
la figura) en unidn sin solapamientos de subregiones de alguno de los dos casos
considerados hasta ahora, rectangulos o triangulos curvilineos.

Se busca con ello que el borde 0A se descomponga en arcos de curva que sean
biyecciones X <> Y, por lo que sirven de guia los puntos del mismo en que la tangente es
paralela a alguno de los dos ejes X 6 Y.

En cada subregion se puede aplicar la formula de Green, recorriendo su borde en
sentido antihorario. Resultard que en el interior de A aparecen segmentos paralelos a los
ejes que deberan recorrerse dos veces en sentido
contrario, cancelandose entre si, de manera que :

” ”q a" dxdy ZJ‘J. & dxdy_

Asi el teorema se cumple también en estos recintos
mas generales.
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*\Versiones generalizadas a recintos multiplemente conexos:
un corte entre las dos fronteras transforma el recinto doblte.. conexo de la
figura, en simplte. conexo. Observar el sentido contrario en las fronteras

y la cancelacién en el borde cortado.
N.: se emplea la misma formula de Green en la version
generalizada, pero se entiende que 0S se debe descomponer

como suma de las dos curvas frontera, recorridas en sentido contrario (o la resta, si se
recorren en el mismo sentido) y se cancela en el corte: 6S = C, + (-C,)

» Ejemplos: Aplicar las dos versiones vectoriales de form. de Green generalizada si:
u=r,C,={2x+y>=4},C, = {x*+y*=1}.

*La version generalizada permite reducir una integral sobre una curva "complicada" a
otra mas sencilla, si el rotacional (o la divergencia) son nulos o sencillos de integrar

*Version vect. Fla. Green: si u :=P(x,y)i + Q(x,y)i y vV = Qi — Pj:

JJo(@xurkds = ¢ udr] : |[] (V¥)dS = v, ds

Teorema de Stokes en el plano Teorema de Gauss en el plano

porque: Vxu-k=0,Q-8P=VV;

y en toda curva cerr.: N ds=dyi—dxj;tds=dxi+dy]j

ext

*Aplicaciones | (en la forma de Stokes en el plano E,)

+1) Célculo de circulaciones mediante el flujo del rotacional (si conviene)
a traveés (en el esp. contexto del plano B,) del recinto plano simplte. conexo

encerrado por C: método de intercambio de integrales:

[ wir=[] ks

=0S —

*Ejemplo: Calcular ,[ng[ si U(X,y) = (4x> + 3seny)i + (3xcosy +4x)] yC =

perimetro del paralelogramo {(0,0), (4,0), (5,2), (1,2)}.

+Si C no es cerrada: mismo U en C : {9x? + 4y? = 36; x>0, y>0}

*Observacion sobre el n° de vueltas que ciertas curvas dan a la misma trayectoria.
+2)Célculo de &reas de regiones planas simplemente conexas S
mediante circulacion por su borde (0S, curva cerrada reg. (a trozos))
del campo vec. auxiliar A := Ya(=yi+X]) / VXA = K (luego VxA'k=1)

Area(S) = ”Slds :%cﬁas(—ydwr xdy)= Cﬁas Adr

*Ejemplos: 1) area de una elipse de semiejes a, b aplicando la formula de Green
(Stokes):

+2) area encerrada por {p = 3|sen20|} (rosa de 4 pétalos)
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*Aplicaciones Il (en la forma de Gauss)
+1) calculo de flujos planos o integrales de linea de comptes. normales de campos
planos: ®,,(u; C) = | u-n ds (intercambio de integrales):
*si C es cerr. y no encierra sing. de u, Ic unds= ﬂs V-uds, siendo S la porcion del
plano encerrrada por C (simplmte conexa). Es llamado el método de intercambio de
integrales, y se usa si la integral doble J[ V-u dS simplifica la del flujo J u-n ds
(o viceversa).

*Ejemplos: 1) S = circulo unidad del plano XY, u=r;

2) misma S, U= (1/p)e,.
+si C no cerrada, de extr. A, B, se puede cerrar si conviene, mediante un tramo
auxiliar C; (que una B con A por otro camino sencillo) y aplicar Green (Gauss) de
nuevo a la region S encerrada entre C y C,, supuesta simpl. conexa (intercamb. de
caminos)

[sunds=[lsV-udS=[cunds+[c unds
*Ejemplo: 3) C es el arco de elipse b>x? + a%y? = a?b? en el primer cuadrante y U es el
c.v. g, de la base polar del plano: se cierra por C, = union de semiejes.

+2) calculo de areas analogo a la forma de Stokes, con el flujo plano por el 6S del
campo auxiliarB=1%r="%(Xi+y])/V-B=1. Asi, ... (completar como ejercicio)

5.2 c) Teorema de Stokes en el espacio

« Definicion: Casquete de superficie S en E;. Intuitivamente, un
casquete de superficie S es toda porcion de una superficie abarcada por
una curva cerrada C — S, que se conoce como su borde y se representa

por 0S. Matematicamente, S es la imagen de un dominio (cierre de una
region o sea, adherencia de un abierto conexo), D < R?, con borde una

curva cerrada 0D en [E,, mediante una aplicacion biyectiva y de clase 1,
c: D — S, de manera que 0S = o(0D) en E,.

*Teorema (Stokes): Si S es un casquete de sup. reg. (a trozos) y
simplemente conexo (sin agujeros), limitado por una unica curva cerr.
reg. (a trozos) C =0S y si W es un campo de clase 1 en una regién Q
simpl. conexa entorno de S, entonces
J(Vxw)NdS=¢ wdr

recorriendo C en sentido positivo alrededor
de la normal N de S.

*Ejemplos: 1) Verificar el teorema para W = —yi + Xj + zK sobre el casquete S de {z =
X2 +y2<1}/6S=C={x=cos(s),y=sen(s),z=1}.
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» Demostracion: Se reduce a la formula de Green cuando se desarrollan las dos
integrales en términos de la superficie S = o(D) y de su borde C = 8S = 6(0D)

—1) El integrando de la integral de linea se desarrolla en la base de superficie:
wedr = [w,(u,v)g(u,v) + wy(u,v)@'(u,v) + w;(u,v)N(u,v)]-[g,(u,v)du + g (u,v)dv] =
=w,(u,v)du +w,(u,v)dv := p(u,v)du + q(u,v)dv , donde: p(u,v) := w-g,(u,v), q(u,v) := w-g,(u,v)

Asi: w~d r :95 p(u,v)du+q(u,v)dv

Aplicando la formula de Green, se tiene: <£> p(u,v)du+q(u,v)dv = ” (f—f)dudv

-2) El integrando de la integral de superficie, por su parte es:

VXW(X,Y,2) = g (OW,/0X;) & ; NdS = ' xr", dudv = g, (X,,/0U) (OX,/0V) &, dudv
luego: Vxw(x,y,z)'NdS = & €, Oy, (OW,/OX;) (OX,,,/OU) (OX,/0V) dudv =

= €ijpEmun(OW;/0X;) OX,,/OU) OX,/OV)AUAV = (8;,,,8:,—06;,8;,,) (OW;/OX;)(OX,,,/OU)(OX,/OV)dudv=
= (OW,/0X,,) (OX,,,/0u) (OX,/0v) dudv — (6w, /OX,) (OX,,/Ou) (OX,/ov) dudv =

= [(ow,/0u) (Ox,/ov) — (ow,,/oV) (OX,,/0u)] dudv = [(Ow/ou)-g, — (Ow/ov)-g,]dudyv;

. 0q Op . ow,
Pero: <P _ ( g) (wg,)=2g, + 7\@/1 ;’LV/Z g, -5y,

y asi: ” VxwNdS = ” (———)dudv (ﬁ p(u,v)du +q(u,v)dv = (j) wdr
lo que prueba el teorema de Stokes. c.q.d. #.

\/ersion generalizada para casquetes multiplemente conexos

es andloga a la version del plano: /\ N
[[(@xuyNds=¢ udr+<j> udr| (LS
- A
O sea: la formula integral permanece si K C

8S = C, + (-C,) pues, unidas por un arco de corte k, |, se
cancela por doble recorrido en sentido contrario, y, ademas, C,
se debe recorrer en sentido contrario de C, (es analogo si hay mas
de un agujero).

*Ejemplo: PR4.13b

* Observacion: Se usa en la dem.: S es sup. reg. S=o(D) = 0S =
o(0D) (o es difeomorfismo) y resulta que S es simpl. conexo en E; <

D es simplemente conexo en R? (esto facilita argumentos para razonar)
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«Aplicaciones y consecuencias del Th. de Stokes en Es:
* Analogas a las que tiene en el plano, cambiando "recintos S limitados
en el plano por una curva cerr. C" por "casquetes de superficie de
borde una curv. C = S = o(dD)". Concretamente —>:

1. Intercambio de integrales: calculo de circulacion de u sobre C
mediante el flujo del Vxu, eligiendo S adecuada/0S =C y/o
aprovechando la sencillez del Vxu:

2. Meétodo de intercambio de caminos : aunque no sean conservativos,
los campos irrotacionales permiten sustituir una curva C por otra
mas sencilla C* para calcular su circulacion, aphcando la versién
generalizada de Stokes:

* Ejemplos (de los Apuntes):

* Ej5.2-11: Calcular | u-dr con u = (1/p?)g,
y C: {z=4-(+y?)V2t n {z = senx} (figura)

» Ej. 5.2-12: Circulacion de U = g4 a lo largo del
arcode héliceC: {p=R,0=1z=2t;0<t<m/2}
aplicando el teorema de Stokes.

« PR438

3. Interpretacion tensorial del rotacional: significado de Vxu(P)-e

como circulacion de U alrededor de P por unidad de S—P orientada

segln e (promedio integral)
*Asi, VxU(P) es un campo tensorial de primer
orden que actia sobre los vectores orientacion S—P
€ de S»P produciendo circulacion por unidad
de superficie S—>P (promedio o valor unitario)
* si VxU(P) # 0 proporciona, pues, la direccion e en la que orientar S en
P para obtener maxima circulacion de U alrededor de P.

*Ejemplo: El "eje" de un torbellino de viento es una linea de campo del rotacional de
su campo de velocidades.

u

* Ejemplos:
*PR4:4.8,4.9,4.11b,4.23b
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85.2 d) Teorema de Gauss en el espacio
d.1) Defs. previas: generalizaciones tridimens. de la conex. simple

® 1) Una volumen acotado y regular V se dice retrctil si su frontera topoldgica es una
superficie cerrada regular (a trozos), S, que puede deformarse de modo continuo hasta
contraerse a cualquiera de los puntos interiores de V. (obs.: la frontera de V es conexa,
de una pieza, sin mas bordes ni otros puntos interiores a S )
*se denota S = 0V (borde de V = frontera topoldgica); S es el Unico borde de V y suele
decirse, intuitivamente, que V no contiene agujeros o burbujas, que aportarian borde
interior a S.
+2) Una region QclE, se dice retractil si toda superficie cerrada regular (a trozos) ScQ
es borde de un volumen V retractil (la regién Q mas amplia a analizar en la practica es
el dominio de regularidad del campo U )

Para la demostracion del teorema de Gauss se utilizan, ademas, regiones especiales:
* 3) Un volumen V se dice una region elemental simétrica si se puede describir
simultdneamente como {(x,y,z): (X,y)€Djs, f;(x,y)<z<F;(X,y)} = {(X,y,2): (y,2)eD,,
f,(y,2)x<F(y,2)} = {(XY,2): (x,2)eD,, ,(y,2)<y<F,(y,2)} , donde los D, (proyecciones
de V alos planos coordenados) son simplemente conexos.
NOTA: en la practica, los volumenes que se manejan son de este tipo o pueden
descomponerse en uniones de volimenes de este tipo.

d.2) Enunciado Th. de Gauss: Si U : QcE; — V; es de clase
1 en Q, y S = sup. cerr. reg. (a trozos) que encierra un volumen
retractil V /S = 0V < Q entonces

MVudv <ﬂ'> uN_ dS

es decir: el flujo de un campo regular u al exterior de una
superficie cerrada retractil, S = 6V < Q, es la acumulacion de
la divergencia de u en el volumen V encerrado.

*Demostracién: i) en un paralelepipedo rectangular (ver Apuntes); ii) en un volumen
V mas general (una cara curvada); iii) caso general.

» Version generalizada: Si V esta entre
dos superficies cerradas, S, y S, (no re-
tractil) atin se puede aplicar th. Gauss
entendiendo oV =S, + S,.

basta extraer de V un "tubo" (de radio e—0) que conecte las dos
superficies y aplicarlo al volumen V* resultante: N, debera orientarse
al interior de S, (exterior de V*)
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Demostracion del Teorema de Gauss en E;.

1) Para un paralelepipedo V =[a,, b,]x[a,, b,]*x[a;, b;]. En cartesianas, con w(P) =
Ww.e,, se tiene, por una parte:

1=1°

ﬁjsvy-v_vdvzj:j:j (g e 2 )dxdydz—j j (W, (b,.y.2) - w,(a,, y.2))dydz +

by by
+-L| L} (W, (x,b,,2) =W, (x,a,,2)) dxdz+J'al Lﬂ W, (X, Y,by) —w;(x, y,a,))dxdy
y por otro lado
by by by by
c.g)av wN, dS=..= LZ J.az w, (b, y,z)dydz —LZ LS w,(a,,Y,z)dydz +

by by by by ,
+L L W, (X,h,,z)dxdz — L L W, (X,8,,2)dydz +... (el resto, analogas)
1 3 1 3
lo que conduce a las mismas integrales dobles anteriores y prueba el teorema.

2) Para regiones elem. simétricas, la demostracion se descompone en tres pasos,

probando (para cada i por separado):giﬁv 2V = HW w.e;'N,,dS, en cada uno de los
. 4 Lt o , . ,

cuales se usa una de las posibles descripciones de V. Asi, para i = 3, seria:

q’-ﬁ)\,%dv :HD[J.FM 9 o, dz}dxdy = J‘J.DB[W3(X, Y. F)—-w(x,y, )]

f%,Y)
.Uav W kNdS = .Urz-F;(x v} Wk NFBdS + .”{z:f;(x«,y)}wgk.N f"ds
Pero N, dS = (—F3'X i-F i+ k)dxdy, N, dS = ( AN —k)dxdy
luego H@V w,k-NdS = HD W, (X, Y, F;)dxdy - ”D w, (X, Y, f,)dxdy c.q.d.

d.3) Aplicaciones del th. de Gauss: Calculo de flujos
1. Intercambio de integrales:
1. Célculo de flujos a través de sup. cerradas mediante la int. de
vol. de la divergencia.
2. Calculo de flujos a través de casquetes de superficie S eligiendo
V adecuado (p. €j. cerrando S con una superf. auxiliar S,).
Ejemplo: Flujo de v = (z — 1)(xy?i+yx?]) + k a través del casq. de paraboloide
{z=x>+y?,0<z<1} (PR4.10b)
Ejemplo: PR4.11a, PR4.12.
2. Intercambio de superficies: aplicando la version generalizada del

teorema para c. v. U adivergentes a vol. V con burbujas (p.ej., eligiendo
una sup. S* auxiliar, sencilla, encerrada por la S dada y tomando el V comprendido

entre ambas): ISQ'.. =Jg:Ur..
3. Calculo de volumenes reg. mediante flujo de r (pues v-r=3):
Vol(V) = [, (V-1/; 1)dV =1/, [ 1N, dS siendo S= 6V .

—ext

Ejemplos: Flujo de f = r/r? al exterior del elipsoide X2/4 +y2/9 + z2/16 = 1.

PR4.23a, 4.26b, 4.27c.
N.: el método se puede aplicar también a campos que no sean adivergentes
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4. Significado fisico de la divergencia de un campo vect.

Se aplica el th. de Gauss a V —P y la propiedad del promedio a la
integral de superficie y se concluye :

‘ V-u(P) = flujo exterior por unidad de volumen V—P. |

ya que: fv V-udV = vm&V->P) = yey(p) |V| = ¢ Gaus) = fav u-N_, dS

—ext

¢ Ejemplo: En el movimiento de un fluido gaseoso la divergencia del campo de
velocidades es positiva en las regiones en que el fluido se expande o descomprime;
mientras que es negativa en la regiones en que el fluido se comprime o presuriza. En
cambio, es adivergente el fluir de un liquido.

« Ejemplos:
Calcular el volumen del toro de radios a, b aplicando el teorema de Gauss.
PR4: puede hacerse el apartado b) y algunos apartados de ejercicios del apartado c).
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