Capitulo 3 - OPERADORES
DIFERENCIALES

Obs.: Diferencial de una magnitud variable en Eg 5
*1) En general (Analisis): Si f depende de (y,, ... ¥,,), df := 6, fdy, +...+ 9, fdy,

Lo mismo ocurre si se trata de una magnitud vectorial de n componentes, F:
dF =0y Fdy,+...+ 9, Fdy,,.EldfoeldF son los términos de primer orden en el desarrollo
de Taylor de f o de F alrededor del punto y constituyen una aprox. del Af o AF

+2) En E;: Diferencial del vector posicidn r(P) en cart. y en curv.

» def.: En cartesianas, al pasar de P(X,y,z) a Q(x+dx, y+dy, z+dz), se define
dr=dxi+dyj+ dzk = dx; g = PQ = desplazamiento vectorial real = Ar = 0Q — OP
En curvilineas, al pasar de P(u,v,w) a Q(u+du, v+dv, w+dw), el Analisis asegura:
dr=$du+Edv+Edw=dx'g, = PQ=Ar
El dr es, pues, analogo, pero resulta el desarrollo contravariante del vector dr, y s6lo
se aproxima (=) el desplazamiento real, Ar, en lugar de coincidir con él.
Pero el vector dr es intrinseco (el mismo vector, expresado en los dos sistemas) porque:

col.i#37!

dr=dxe =dx, 2 g, =(2dx)g, =dx‘g,

OX;

— Obs. (!!): 1a expresion de un producto escalar u-dr en curvilineas necesita las componentes
covas del campo U, para operar con las componentes contras del dr. Asi:

u-dr =u; dxi= u,(x1,x2,x3) dx! + uy(x1,x2,x3) dx? + uy(x1,x2,x3) dx* ;
una contraccion T -dr necesita componentes tij(Xl,XZ,X3) para producir contras del
resultado.

§3.1 OPERADORES DIFERENCIALES

a) Gradiente de un c. escalar, U:

— 1) definicidn: dado U : Ac Q c E, — R, en E; con refers. cartesiana {O; X;} y

curvilinea {O; X'} asociadas en un punto origen O de cierta region Q. Se estudia la
variacion de U respecto del punto P, o sea, al variar la posicion del punto en el

espacio. De Calculo sabemos:
—el incr. de U: AU = U(x+dx, y+dy, z+dz) — U(x,y,2) = & d X + %d y+2&dz=du

24

— es andlogo en curvilineas, con dU= & du+2&dv+2dw =AU.
— en ambos casos se puede entender dU como resultado (escalar) de la accion de un
tensor de orden 1 (forma lineal) sobre el vector dr:

e en cart.: du=@0Ui+ 6yU jtoUk)-dr

syencurv.: dU=(J,,UQg!+0,Ug?+0,U g3 (dxig;) (jObs.: prefactor en covas!)
Se observa que se trata del mismo vector expresado en los dos sist. Se llama vector
gradiente de U y es el vector:

fila i de J

acovas -
vu o[V U AU ] U QU o o (AU 0% o [OU
oX oy = oz 0X; oX;, OX* = ox; Ox* )= |[ox* =

el simbolo “nabla”, V, (o “atled”) es la delta may. griega invertida, debido a Hamilton
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— 2) Propiedades del gradiente de un c. escalar de clase C! :

i) Prop. fundamental: el vector VU regula la variacion de U en el espacio,

Pg- AU = dU = VU -dr, como se ha visto.

ii) Naturaleza tensorial: porque la derivada direccional ,U(P) de un c. esc. de clase 1
en cualquier direccion € tomada en P es: 6,U(P) = VU(P) -e

UP+re)-U(P) —lim VU (P)\e

dem: d,U(P):= %\128 lxlao =VU(P)e

y esto sugiere considerarlo como un tensor de primer orden: VU € TM,

iii) las lin. de campo de VU son ortogonales a las superf. isocuantas U = cte.
dem: si € es tangte. a la sup. {U = c} en P, entonces 9,U(P) = 0, luego VU(P)-e =0
Como ocurre Ve tgte. A la sup., resulta que VU(P) L i (P)

iv) la maxima derivada direccional de U en P es | VU(P) | en la propia dir. ey, del
gradiente VU(P). B
dem: 9,U(P) = VU(P) -e = | VU(P) | cos( VU(P), & ) = maximo si el angulo es 0.

- i i lv=Le=02 g
3) El operador diferencial nabla: |V := o &€=9

—Es ventajoso considerar V como un operador diferencial vectorial que produce el
gradiente al "multiplicarse" por campos escalares.

—Las Reglas de actuacion de V sobre campos escalares que se operan entre si: son las
mismas de la derivada, es decir: sl

—linealidad frente a comb. lin. con coef. constantes, a, b:
V(@uU+bV)=aVU +b VvV

—gradiente del producto o cociente de campos escalares
VUV)=FU)V+U V),
V(UN) = [(YU)V - U (YV)]/V?

—gradiente de una potencia: V(U™) = mU™IVU

—otras reglas de actuacion — en b) operadores relacionados con V

— Ejemplos:
1) En cartesianas se cumple VX, = €,

2) En curvilineas: Vxi = %gj =6 jgj =g i (alternativa para calcular gi)

3) Vxencil.: Yx:ﬁgp+%g"+%gz=coseg"—psenege
o> 0> 2 2

4) V(a-r+c), donde a es un vec. cte. y € = cte. escalar: V(a-r+c)=a
S)v@rirt)=..
De Pr2.12, apartados:1,2, 3,y 7
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*b) Operadores diferenciales relacionados con nabla V

Se llama operador nabla al vector simboélico: V := 0,1+ 0,1+ 0,k =0y &, que resulta
al abstraer el campo esc. U del gradiente VU.

0, 9"+ 0,9+ 0, 9"(jcovas!)

w

En curv. es analogo: V=00 =
0 _ 0
V= ax1+ayl+azk 9+av9 +6Wg
Cuando acttia sobre un campo escalar da el gradiente VU y la forma de tratarlo es:
vector simbdlico cuyas componentes se "multiplican" por U produciendo la derivada
parcial que indican. En curv. V es covariante pero se entiende igual.
Otros operadores: el operador V se combina con otros productos * de vectores o

tensores y la accion del operador resultante se determina en general asi:

ou 1°) se deriva el 2° factor
*=|-

OX;

) {2") se efectua el producto q.sea *
ou

9
ox

) {2") se efectua el producto *

0 sea:

=i

» en cartes. se define: V¥u :=| 5 e] 4=8

1°) se deriva (deriv. covariante)

| (.Q

* en curv. es analogo: V*u := (6879]*
Casos mas importantes:

* op. divergencia := V- )

* op. rotacional := F > se aplica la norma general anterior y resulta:. ..

« op. laplaciano —V v=v? |

* op. gradiente-tensor: V® J

Siu=U ¢ =

el)divergenciadeu: V-u=...

uig,=ug, se tiene:

E ou  (au, oU,  au, |ou, AU, U
cartes.. ..|—eg [U=¢g—=¢|—§8€ |=— 8, =—=—"+—+—"==VU
OX, X, X, X, OX, ox oy oz
0 . ou ; .
o (_ ‘jﬂ=g";=g‘.(uhl h)zuh161h=u1i=u11+u 2+U31=Y'Q
ox' = = ox = = ’ ’
1 |0 ;
Forma préctica en curv.—> forml®: |Y'U = e &(i\/g u ) obs: j usa contras de u!

dem: se observa: 1) ui; = uk ; &' = [J, Uk + Ul ] 8, = dul + UMl

2) O (GNG) = 8, [915 G 851 = T34 Qs oy G5+ [0, Ty 951 + [0, G, T3 011 =
= [T191:85,85] + [9,725182.85] + [01,85, 1351851 = Vg (I T2 41735 =g Thy,
y se deduce: 0,(Vg i) = £Vg I ut +\ga, ui = £g(u' ) =V-u = 1/Ng [oxi (Vg ui)],
c.q.d.

Xi+yj+zk
T——— ; 2) Mismo campo en
Tz 2 P

0,2)=pg, + 09y + 20, (j ojo,unoesr!)

Ejemplos: Calcular la divergencia de: 1) E(x,y,2) =
esféricas ; 3) U(p,

PR2.12, apartados 4 y 9
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o2) rotacional deu=U.e,=u.g': Vxu=...

e, & &
0 . ou ou, _0U; BIE B B v
en cart.:... a_xlgl XQ'_QXT_QX ox. & |= ox. il =l 7w |TVYxU
u, U, U,
. 6— ' xX U :g‘Xa—H:g‘X(U J):u (1)Uk = :euk%g
en curv.: 9 =g T g 9 i\ K o 2
9 9 G
g. conduce a la frmla. practica (formul®)]V x U = ﬁ ;7 ;7 l% obs.: jcovas de u!
ul u2 u3

Ejemplos: Calcular el rotacional de los campos considerados en el ejemplo anterior:
Xi+yj+zk

1) E(x\y,2) = W ;

2) Mismo ejemplo pasandolo a esféricas ;

3) Q(p’ 67 Z) = pgp + ege + Zgz
4) PR2.13, cuestion. PR2.18, cuestion

*3) laplaciano := AU :=V-(VU) = V2U...
2 2, 2
en cartesianas: AU =V-(VU) =...= 0 lf 9 Lj £ lf
ox- oy oz

.17 1|0 i oU
en curvilineas: AU =V-(VU)=—| — V—
V-(VU) @[axl(@g axjﬂ

4) gradiente-tensor :==V® = ...

en cartesianas: Y@g:(%gi)@)(u vg) :%”e- ®e.

en curvilineas: V@u =(<¢')®(u'g;)=u’,g' ® g,
obs: el diferencial de un campo vectorial U es: du = U®YV = (V®u)’

*Reqlas de actuacion de los operadores sobre productos — jformulario!

Ejemplo: Calcular div(axr) siendo a un c. vectorial constante del espacio E;.

Otros ejercicios: PR212, cuestiones de los problemas PR2.13, 15, 18
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c¢) Operadores diferenciales en base fisica curvilinea

Las formulas para calcular los op. diferenciales de campos en base fisica se adaptan con
sencillez, cambiando las bases o componentes generales a aquélla : h, := [g;|, a = 4§, \g
=h,hh,, , g =&/h; (para cada i), a' = &/h, (para cada i), &, = h, §, (para cada 1). Asi:

1 oU | 1 oU 1 oU

VU=——¢,+———§ +——
N h, 6u§u h, 8v§v hwﬁwgw

o ;. 0 . 0 .
Va= huhlvhw |:E(auhvhw )+E(huavhw )+a(huhvaw):|

1 0 0 0

X = —_— R -
vxa h,hh, | au ov ow
hUaU hVaV hWa'W

1 [a(hh,au) &(hh au) & (hh ou
AU =VVU = S LALLMV SN IR
== hhhloul h au) avl h av) awl h, ow

Ejemplos y ejercicios

*1) Vg, y Vg, siendo {X = exp(U+v), y = exp(u-v), 2 = w}
solucién: g, en contras es (1,0,0); y en covas, es g, = gy; ¢ = (2624 Ch2v, 2e2 Sh2v, 0)

luego:
1[0, .,
Vg, = L (—2e1)+0|=2
R YT [au( ) }
gu gV gW
_ 1 ) ) ol . .

Vxg, = yer e & | == 0(campo irrotacional)

2™ Ch2v 2e*Sh2v 0

+2) Practica 2b:

— Ejercicios: PR2.14, y PR2.15
— Problemas de examen: PR2.16, PR2.17, PR2.18 .

(FIN DE LA MATERIA DEL PRIMER PARCIAL)
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