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§ 2.2 Sistemas de coordenadas de los espacios
puntuales E, y E; : (panorama)

*Repaso: Sist. coord. cartesianas
*se presentan como esquema-modelo de los demas sist. curvilineos.

*Representaciones graficas usuales: lug. geom. coordenados: lin.
coord. y planos coord. de cada P; isocuantas de campos esc.; lin. de
campo o lin. de accion de c. vect.

«a)Sist. coord. curvilineas: Definiciones basicas
« introduccién por relaciones de transformacion : x, = x,(u', u?, u®)
* bases natural y reciproca: interpr. geométricaP/ l.g. coordenados
del sist. curvilineo: matrices jacobianas J y J~'.
 matriz fundamental o matriz de Gram del sist. curvilineo, G
* c. vect.: comp. naturales contra variantes y covariantes
e c. tens.: comp. nat. contra-cova, cova-cova, etc...
*b)Derivaciéon de la base natural: simbolos de Christoffel
*definicion de simbolos de Christoffel: comptes. de las deriv. bases
scalculo matricial de los simbolos: dos métodos
sc)Cambios de sistemas de coordenadas
*Relaciones de transformacion entre coordenadas curvilineas
*Matriz del cambio de las bases naturales de dos sistemas curv.

Repaso: Sistema de coordenadas cartesianas

« Elementos basicos (Apuntes, §2.2a)

*lineas coordenadas y planos coordenados por un punto P,
*base cartesiana, constante en cada punto, {g;} o {L, j,k }, ortonormal
y bien orientada

Obs.: g =0, I = deriv. de la traza o trayectoria de I cuando sdlo varia la coord. X;.

» Campos escalares, vectoriales y tensoriales en cartesianas:

*U = U(X,y,2) — se representa graficamente mediante sup. de nivel,

determinadas por cumplir U = cte. = U(P,) (o isocuantas)

*u = u(x,y,z) = Ui(X,y,z) &, — se representa graf. mediante las lineas de

acc. o lin. de campo, curvas determinadas por cumplir dr / dt = u(P(t)),

que es la ec. dif. vc. de las lin. de c. y puede separarse por componentes

cartesianas: U,(X(t),y(t),z(t)) = dx; / dt , siendo X(t) las func. incogn.
*Ejemplos:

« lineas de nivel de un c. escalar plano: U(x,y)=c »

« lineas de campo de un c. vect. en el plano: dr/dt = v(t) »

« aljabas de un c. vect. B
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a) Sistemas de c. curvilineas: elementos béasicos

Dado sist. cartesiano {O; g;} o bien {O; (X, Y, 2)}={O; (X;)} (subyacente o asociado), se define:
 Coord. curvilineas : (u,v,w) o Ui o xi son coord. curvilineas de P si determinan P
biunivocamente y de forma diferenciable en una region Q c[E,, es decir:
3D = region — R3, 3 biy. diferenciable @ : ® — Q, tales q. (X, Y, z) = ®(u, v, W), 0 sea
X =®d,(u,v,w) = X(U,v,w) .y = ®,(u,v,w) = y(u,v,w), z = d,(u,v,w) = z(U,v,w)
o bien: X; = O;(x! x2,x3) = x,(x!,x2,x3).
@ := dominio de la parametrizacion de Q en (u,v,w) o X.
Q := region parametrizada del espacio [E; en (X,y,z) o X,.
NOTA: es analogo en el plano E,. |
Entonces: VPeQ: r(P) = x,(u,v,w) g := r(u,v,w) < ev?
e relaciones de transformacion de coordenadas: las dadas por la biy. ® = (0,
®,, ®,) y suinversa @' =¥ (¥, W2, ¥3), que da las coord. curv. en func. de las cart.:
Xi = Wi(x, X,,X3): ambas determinan el sistema de referencia curvilineo. La matriz
jacobiana de @, J(®) := [0(X,y,2)/0(u,v,w)] ; la de ¥, [O(u,v,wW)/O(X,y,2)] = J7!, es la
inversa de la J de @.
«dominio de reqgularidad del sist. curv. es el de las relaciones @, o sea

D= {(u,v,w) | ® es dif. & detJ(®) = det[d(X,y,2)/0(u,v,w)] = 0}
(condiciones de existencia de funcidn inversa diferenciable @' =¥).
Ejemplo: region de regularidad de las coordenadas esféricas del espacio

X=pcosO

y =psend
=1

*lug. geom. coordenados: determinados haciendo constantes
coordenadas curvilineas:
« Lineas coordenadas por P(ug,V,,W,) € Q < E;: son las curvas dadas por las ecs.
paramétricas curvilineas sgtes.:
L,(P) :={u=t,v=v, w=Ww,} y andlogas £, £,
y consisten en las curvas r = r(t) descritas en cart. como:
L,(P) = {x; = Dy(t, vy, Wy); t € |} y andlogas L, L,
Son, pues, las trazas de r(u,v,w) cuando varia unilateralmente cada coord. curv. por separado

(l.g. unidimensionales). Son ademas la imagen por @ de las lineas coord. de ®en R3. >
» Superf. coordenadas: por P(Ug,V,W,):
SuP) == {u=oa,v=0,w=wg; (o, B) € DN{W=W,}} y andlogas Sy, Sy -
y consisten en las superficies I = r(a, ) descritas en cart. como:
Su(P) = {%; = Dy(a, B, Wy); (ar, B) € DN{W =Wy} } y andlogas Sty Sow-
Son, pues, los l.g. descritos (bidimensionales) por r(u,v,w) cuando permanece constante cada

coord. curv. por separado; tamb. son la traza bidim. de r cuando varian sélo dos coord. curv.
*Obs.: 1) los vectores 0, I(P), o, r(P), 0, r(P) dirigen las lineas coord. £, £,, L, del sist. curv.
en cada punto P del dom. de regularidad.: por el concepto e interpretacion geométrica de cada
derivada parcial.

2) En el dominio de regularidad, esos tres vectores son lin. indep. y formaran la base natural del

sist. curvilineo (N.: esta base sera variable de un punto a otro de Q).
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e Aplicaciones: Parametrizacion de |l. g. en curvilineas: andlogo a cartesianas
ecurvas C = {ui = ui(t); t € Icc R} — P genérico en funcioén de un pardmetro
esuperficies S = {u' = ui(a,, B); (o, B) € Dgc= R?} — P genérico en func. de dos parametros
esolidos V = {ui = ui(a, B, y); (o.,B,y) € Dy < R3} — P genérico en funcion de tres parametros

ecelda elemental curvilinea: dV en curvilines = [g,, d,, g, ]Jdudvdw  p>
« Base natural del sist. curvilineo:
Def.: dom. de regularidad ,Q := {P / g;(u,v,w) := or / Ox' es una base de V, {g,(P)}, asociada al punto
P, llamada base natural del sistema curvilineo
obs: cada vector g;(u,v,w) expresado en {g;} es una columna de la matriz jacobiana, J ,de @ , cuyo
determ. es = 0 en los P del dom. reg., debido a la condicion de biyeccion diferenciable de @ .
Matriz fundamental del sist. curv.
def: Es la matriz de Gram de la base natural: G(U,v,w) = [g;(u,v,w)] = [g;(u,v,w)-g;(u,v,w)]
célculos: G(u,v,w)=Jt- J; g = det G(u,v,w) = (detJ)2.
» Base natural reciproca del sist. curvilineo:
Def.: La base reciproca de la natural, {gi(u,v,w)}, se llama base reciproca nat. y se obtiene en la filas
de J-'(u,v,w).
Sist. de coordenadas ortogonales: base fisica
Def.: Si la base natural {g;(P)} es ortogonal el sist. de coord. se dice ortogonal y la base ortonormal
que resulta al normalizarla se llama base fisica del sist. y se denota {&,(u,v,w)}. Calculo a partir de J.
» Efemplos: sist. de coordenadas clasicos
polares: {X=pcos0, y = psend; p>0,0<0<2n} p
ecilindricas: {x = pcos0, y =psenb,z=2z;p>0,0<0 <21} p
eesféricas: {X =r sen@ cos0, y =r seng send, z=r cosg; r >0, 0< ¢ < 7, 0< 6< 27}

Pt

Lo [
o ]
& 6 &| =Juvwi{o L 0|=|& & &
e o o] To] o
LY ’ 10 0 1y

base fisica en base cartesiana B
factores de escala=+/G base nat. normalizada en cartes.
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b) Derivacion de la base natural: simbolos de Christoffel

*Se definen I';; como la k* compte. contra de dg;/0X en la base natural

{ gy, es decir, por def.:
591 . k 1 g2 3 1,2 3 k k agi
W:FU(X > X ,X )gk(x ,X ,X)jrij:g W:
*Propiedades: 1) Fkij = iji ; ii)g =-T'.g"

a J =

*Se pueden calcular por cajas a partir de la matriz jacobiana J

o o,
ox, Ox'ox!

_ 0J
[Fkij]k:f, i=c,j=m — J7 -@(xl,xz, x*)

Ejemplos: Cilindricas y esféricas. PR2.147
La disposicion alternativa [I'%;],_ i j-c S¢ puede obtener de la anterior (como con los
tens. de 3°". orden). Se puede obtener cada caja, una a una, en las dos formas de
disposicion matricial: »

*Se pueden calcular tb. a partir del tensor métrico o matriz de Gram, G
si A, = 0,(G), B, = tres i cols.de las A’s, C; = B! entonces: »
k = -1. . k = -1
[[iltizejom = G [AFB=Cil; [T liemiztj=c = 2G*[B,+Cy—Ay]

i=cm>

Expresiones matriciales (1)

J(U,v,w) = {M} _|a a

|

oa o

W W ow

o(u,v,w) u -

=

-1 -1 | | |
J‘1=|:M:| {M} o oo | =i j k| =|-
a(U,V,W) 8(X, Y, Z) 7| 7| 7| { _l

Q | |«
|

" 4 ,
[l" i ]k:fv‘:m:m =J P (c> pasar a curv. contras las derv. parc. de los gs)

|:rln r121:| |:rllz rlzz:| (_)I:rk':l
lﬂzn lﬂ221 =1 r r j=2 Petimern

a‘gl _ Fi gk I r rzn

—=—1. 12 1 12 k

axJ =1 |: zz} ’|:r2 rl } < I:r U]k:m.n:f,J:c
k=1 k=2

22

og; K
Sl
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Expresiones matriciales (2): Simbolos de Christoffeln desde la
matriz de Gram (en dimensién n = 2; analogo, si n = 3)

G =[g;(u,v,w)]
0 e 0 0
A1::§TG:|:8ug“ 5u912}A2::%G:{2\/911 ?’912}(&::%(5)

0 2 )
% w9 9% 79x»

20, =9 20, =9
B1 ::|:A 11 oV I]:|;B2 ::|:7 12 oV 12:|;(B3:...)

;ﬂ;ung g;vg21 %922 (ﬁgzz
0 0 0 0
C1 :: Bll :{@; 9y ;u 921:|;C2 — Bz! :|:¢:/;u 91 (Zu 922}((:3 = B3’ :)
91 79 w92 w9
[Tt icim = %2 G [A+B;=C], (ansi-1.20)
1
(1] _yg! *[ B+ A } _ %|:911[Bl+clA1]+gl2[Bz+CzAz]:|
I ] By+CyAy 0*'[BIHCI~A T+ [By+Cr- A ]
=m, i=f, j=c

Nota: Por la simetria de G, también se pueden obtener las B, = 2 i-ésimas filas de las A's
puestas en columnas

Expresiones matriciales (2: Simbolos de Christoffeln desde la
matriz de Gram, alternativa valida para las cajas B;)

G :[gij(uavaw)]
&9 w9 %9 =9
AI:Z%G:|:2 1 5 ]2j|;AZZ:%G :|:E 1 12j|’(A3:aWG)

0 o
w9 wO» 9 w9

0 0 0 0
B1 ::|:8u gll é’vgll:|;B2 ::|:6u g21 6v921j|

o o 0 o
w9 % w92 F9»
5

Cl = Bl' :|:é+ugll %glzj|;cz = le :|:§_ung %922}

o o o o
91 7% 9 w9

[rkij] =1 Gil'[)a\j + Bj _Cj]’ (paracadaj:l,Z,(S))

k=f,i=c, j=m

1—‘1__ B +C —
[ ij] k=m, i=f, j=c 2 5 AZ

N.: Por la simetria de G, también se pueden obtener las B; = dos (tres) i-ésimas filas de las A's
puestas en columnas
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d) Cambio de sist. de coordenadas: relaciones de transf.

Dado un sist. curv. {O; X1}, de base natural {g,(x!,x2,X3)}, se introduce un sist. curv.
nuevo {O; X"} si se tienen func. diferenc. de clase 2 al menos, Xt = Xi(X"1 X2, x3) =
E(X"1,X"2,x"3) cumpliendo: el jacobiano F(§&) = det[ox! / Ox¥] # 0.

» Matriz de cambio de bases naturales:

ol

R
X]/RZ
o N
% / K . . [
f(z\—>x2 _or_or 8x'®g ax‘g ola o 6 - ax', x,x) |
ﬁ/* N B e S == o(R, 2,8 |
3/‘i(2 ‘ | | (.}
X R
N
R

F = matriz del c. de base entre las bases naturales de los dos sistemas.

* Las formulas del c. de b. son las vistas en algebra tens., aplicadas punto a punto, es
decir, en un punto genérico.

* Ejemplo: 1) Obtener la matriz del c. de base al sist. de coord. esféricas (r,p,0) desde
coord. cilindricas (p,0,2)

* otros ejemplos de cambio de sist.: PR2, ejercicios 6, 7, 11 y apartados de varios de la
PR3

e) Aplicaciones: en lugres geométricos y en T2 de Campos

1) Velocidad y aceleracion de una trayectoria en curvilineas
Dada curva C en curv. C: {Ui=ui(t)/t € [a, b]CR}, su velocidad y acelaracion son:

U=t dr or du du' dul
— L u __ du __au
t <« I vt U A Ygi(u(t),v(t),w(t)) = T(t)gi(t)
w—t
d’r _ g2y du' 49 _ g%y du' 99 dui _ d?uk k dul
e i T T e | Wmdt—dtz g +4 T 4g, =
d2u* du' 7k du k dud
(L 4oy @) g, o ak(t) = L2 (1) + L (O (1) L (1)

2) Lineas de campo de un c. vectorial
Def. (intrinseca): C :{r = r(a) ; o€l CR} es una linea de campo deunc.v.Vv:E; — V,

que pasa por P si Va: ﬂ(a)nv(P(a)) 3a, / r(a,)=OP,
dy dz.

i) En cartesianas, bastara exigir 4o da =da _ da g]acurva C: {x;=X(a0)}
VX Vy VZ
du dv. dw.
ii) En curvilineas, bastara exigir: ‘3/—‘17‘ = ‘3/—‘1" = i—? alacurvaC: {xi=xi(a)}

En ambos casos son un sistema de e.d.o. que deben conducir a calc. de primitivas
elemental cuyas constantes de integracion se ajuntan para que C pase por P,
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3) Derivacion de campos en curv.: derivada covariante
Los simb. de Chr. permiten deducir expresiones de las derivadas resp. xi
de los campos vect. y tensoriales en curv.:
1) c. v. en contras:
i 09;

o 9 _
V= V(UVW)g(UVW):aJ_axjgi_H/ ad

ov k ,h o yk k ok k ,h
aXJQ +VvT* i9c = (axj +I nV )gk.—v %=V ,j—§+1“ nV

Los escalares V¥; se llaman deriv. covariantes de las cptes. contras de v
i1) c.v. en covas es analogo: la derivada covariante de las comptes.
covas se denota Vv, j y es:
o i ik v h k._ k
v=vg'= =g -ulgt = (5w gt = g
Ambas derivadas covariantes se pueden obtener matricialmente, tanto
para cada j como para todos ellos simultaneamente. Por ejemplo:

R R W L WP A

|:Vk*j:|k:f j=¢ - [i:|k=f,j:c v [Fkih :Ik:f,j:c,h:m (y anélogo para Vy - )

ox!

Andlogamente se puede razonar con los campos tensoriales:

i) En componentes contra-cova:
; . or ot . ; 09‘ . ; 09j _
T=t(uv.Wg ®9 = =0 ®9 +1,r®g' +1,g, 05 =

=2 g,@g+tI",g,®g -t g O, g" =

1>

=(3x—;+thjrhk—thrhkj g ®g'=t, ,0,®g =t =1+t -t ",

la derivada covariante también puede expresarse matricialmente para cada k.

ii) Es anéalogo en las otras componentes tensoriales posibles. Por ejemplo en covas
puras seria:

I:tij(u,v,w)gi®gj:>;;—{ —9'®g’ +t ®g +1,9' ®

1]01(

A i i i j i
=19'®g-tI,9"'®¢g’ —tijg ®r',9"=

o i i i i ot
= (W - thjrhik - tihrhjk ) 9 ® 9’ = tij ,kg ® QJ = tij kT ok thjrhik - tihrhjk

En analogo en los restantes tipos de componentes (formulario). Todas estas formulas
pueden expresarse matricialmente para cada k.
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Algunas figuras (1)
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ISOCUANTAS
de U(x,y) = x>+ xy +y?

LINEAS DE CAMPO
de V= Xr con ® = ok

Algunas figuras (2)

sLineas de campo en E,

ecurva en cilindricas: {p =2, 0 =t, z=t/n}
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Algunas figuras (3)

«Lin. y Sup. Coord. del Sist.
Cilindrico

celda elemental esférica

u=p=

«lin. coordenadas del sist. coordenadas polares

Parametrizacion de una superficie en [E,




