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2.1 Elementos de Andlisis Tensorial: repaso

a) Espacio y plano puntuales: E, y E,.

*son espacios puntuales (espacios afines euclideos tridimensional y bidimensional)
sreferencia vectorial mediante punto origen, O € E;.

*YPeE,: r(P) := OP — vector de posicion del punto P resp. de O.

*lugares geométricos de E, y E,.: recta afin o puntual, plano afin, curva C, superficie S. (jj)
secuacion vectorial de un 1.g. (jj): dar r(X) para todo X (punto genérico del 1.g.)

b) Funciones escalares, vectoriales y tensoriales: campos (pto. vista intrinseco)
een general: magnitudes variables (U, v, T) si dependen univocamente de una variable real
("acla,b]cR", 0"t ...", ...) o varias variables reales ("(a, ..., 0.,,)) € Q< R™", ...) se
llaman funciones (escalares, vectoriales o tensoriales) de esas variables o
scampos: son magnitudes variables (U, Vv, T, ...) que dependen de los puntos P de una region
QcEE;, 5, (dominio o region de influencia de la magnitud campo).

c) Limites y continuidad de vectores o tensores variables (intr.)

* Def. Limite: ~ lim u(a) = U, <> Ve>0 36=5(¢)>0 tal que |or—0,0|<8 = |u(o)-Uy| <&
* U es continua en ocg i alggn u(a) = u(o)
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* Es analogo para tensores, usando como nhorma (médulo):
|TI| = max{[T-e| : |e] = 1} = max {hec((T"T)"?)}
* Es andlogo si U = U(a.;,0.,,.., o) depende de varias variables (limite multiple)

d) Derivada de un vector o tensor variable

*Si V es funcion continua de a en a = o, se define derivada total

V(o) = d_M(%) i AY iy (0 +A0) —v(ay)
do Aa—0 Aq,  Aa—0 Aa

cuando el limite existe.
*Analoga la derivada total para tensores o escalares.
*SiV=V(a,,0,,.., 0,) es continua en (a.,,.., o) se define 12 der. parcial
ov v(a, +Aa,,d,,...,a,)=V(a,,...,0 )

ov(a,,...,o.)=——(0,,...,0. )= lim
1_( 1° > n) a(11( 1° ’ n) AO!I—>0 A(},l

(cuando el limite existe); analogas las demas derivadas parciales

ov
0i(0y,..., O) = a_c;(a"”"a“)

*Analogas, las derivadas parciales para tensores T o escalares U.
*Dimensionalmente, la derivada 0,U se mide en (uds. de U)+(uds. de o)
*Geométricamente, la derivada se relaciona con una recta tangente —
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Interpretacion geométrica de la derivada

*Caso de una variable independiente
s trayectoria vectorial de U(at) en V.

*tangente a la trayectoria
«Caso de varias variables independientes v x-
*trayectoria vectorial de U(a,...,0,,) cuando » B
varia unilateralmente una variable.
*ejemplo: J,1(p,0) y Gpr(p,0) en E,.
*Calculo de derivadas: reglas de derivacion
*Linealidad de la derivacion de una c. 1. (coeficientes constantes)
*Reglas de Leibnitz para la derivada de un producto
*Regla de la cadena para derivar funcién de funcion
*Derivacion en componentes

*Ejemplos: a) derivada de vector con modulo constante; b) derivada de r®r con
respecto a X, Y, Z'y con respecto a p, 0; ¢) Derivar respecto de a el tensor T (o) dado
en el Ejercicio PR1.31; d) velocidad de P si p = 2t?, 6 = 2nt/3 y parte del origen.

*Derivacion sucesiva: derivadas de orden superior
*se suponen conocidas las derivadas de orden superior al primero.

e Uso de la Regla de la cadena: arbol de dependencia

El arbol (o cadena) de dependencia
i a, >t

es un e.squema de las. conexiones de ey 1 e :ﬂ _ﬂ%_k +ﬂ do,
%as varla‘t?les d?pendlenFes, W dt 0w dt T aw, dt
intermedias e independientes. a, —>t
Ejemplos: una variable independiente, t; varias variables intermedias o,
+1) Un vector u del plano E,, /.U
inicialmente unitario, gira alrededor oy

. , N
de su origen, a razén de o rad/sec, a / v
la vez que se alarga a razén de p uN\ Ju_aw owdo,  ow day oW oo,
cm/sec. Calcular el vector U'(t) en V,/W NGV ~a oo, au _ala{&am au
una base ortonl. polar. Ny u
2) Siw = (U?+v)i + (utv?)j + uvk y Otm/‘
ademas U = acost, v = asent, \v
calcular W', en el punto en que =0 |dog var. independientes, U, v; varias v. intermedias
y en t genérico.
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le) Func. de mas interés: (1) lugares geométricos |

*Descripcion analitica de lugares geomeétricos: vec. posicion
Si QclE; 5 es un Lg. regular (o regular a trozos), es decir, un arco de curva C, un casquete
de superficie, S, o un volumen sélido, V, encerrado por una sup. cerr.) es posible dar el vector
posicion r(P) de VPeQ en funcion de uno, dos o tres variables (parametros). Asi:
Ecuacidn vectorial: Dar r = r(P), VPeQ; Ecs. paramétricas: la vectorial separada por
coordenadas de P (cartesianas o curvilineas):

1) una curva C : r(P) = r(a) si la relaciéon o — P :=y(a) es biunivoca, al menos en un
intervalo [a,, 8;]cR. La traza de la func. vect. r(a) en E; es la curva C.

La ec. vect. puede separarse por coordenadas cartesianas, X; = X;(), y resultan las llamadas
ecs. paramétricas cartesianas de C. También se pueden separar por coordenadas curvilineas
*Ejemplo: la hélice circular de radio R y paso p: definicion, ecuacion y parametrizacion
*2) una superficie S : r(P) = r(o,p) si la rel. (a,f) =P := o(a,B) es biunivoca, al menos en un
region D (= abierto conexo) de R,, dominio de las (a.,3). La traza bidim. de la funcion r(o,p)
en E; es la superficie S; tamb. es la imagen de o.

*La ec. vectorial puede separarse analogamente y se obtienen las ecs. paramétricas de S, del
tipo X; = X;(o,B)
*Ejemplo: parametrizar de dos modos la superficie exterior de una b6veda semicilindrica
de longitud L y radio exterior R.
*3) s6lidos o reg. tridim. del espacio, se parametrizan en coord. curv. (—§2.2)
«Campos
*Campos son funciones escalares, vectoriales o tensoriales de E en R, V o T®), resp., y
representan magnitudes que dependen del punto en que se midan

[e) Funciones de mas interés: (2) Campos |

*Campos escalares, vectoriales y tensoriales (en cartesianas)

Campo = magnitud fisica que varia en el e.g.o. de un punto a otro. Matematicamente
son funciones de P, que en cartesianas es (X,Y,Z) 0 (X;,X,X3)
* CAMPO ESCALAR: func. P - U = U(P)eR, definida en VP de una cierta region
DCIE, (dominio o reg. de influencia).

* Si P =(X,y,2), la expresion cartesiana de U sera de la forma U = U(X,y,z)

* Ejemplo: temperatura alr. de un foco de calor puntual en O: U = K/(x>+y?+z2)1/2
* C. VECTORIAL: func. P > u=U(P)eVs;,, definida en VP de una cierta region
DCE,,, (dominio o reg. de influencia).

* Si P =(X,y,z), la expr. cartesiana de U sera de la forma u = u(x,y,z) = Uy(X,y,2)g;

* Ejemplo: velocidad de un punto P de la tierra, supuesta esférica, de radio R.
+ C. TENSORIAL: func. P —» T = T(P)eT®, definida en VP de una cierta region
pcE; (domino o reg. de influencia).

* Si P =(X,y,2), la expresion cartesiana de T sera de la forma T = T(x,y,2) = T;(X,y,2)e;®e;.

* Ejemplo: campo tensorial T(P) = r(P)®e,, siendo éste ultimo el unitario del vec. posicion.

*Regularidad matematica de los campos: clase diferencial

sconcepto de clase de una funcion en un punto: el 6rden de la derivada sucesiva

continua de mayor orden que admite la func. en ese punto.
*En una region D, la clase es la del punto en que sea menor. Para un campo vect. o tens., la

clase dif. es la de la compte. de menor clase.
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veclores o tens

eAproximacion del incremento: Diferencial
1.Una variable independiente:

Au(o;Aa) = U(at+Aa) — u(e) = U'(a) Aa + % U” (o) (Aa)? + g(a,Aa)(Aa)? (Férmula
de Taylor, version infinitesimal para Ao — 0)
du(o;;Aa) :=U’(a) A ; .. siU’(a) # 0 entonces  Au(o;Aa) = du(ouAc) + 0(aL,Aal) 5,
donde 0o(a,Aa) indica un infinitésimo de orden superior a 1 cuando Ao — 0, o sea,
despreciable frente al propio Aa.. O sea: Au = U’(a) Ao = du : el diferencial de una
funcién es una aproximacion de su incremento.

*Lo mismo para las derivadas parciales respecto increm. unilaterales: diferc. parcial
2.Varias variables independientes (incrementos simultaneos):
Au(o,B;Aa,AB) = u(ortAa, BHAP) — u(a,p) = 0 u(a,B)Aa + Gpu(a,BAB +
g(a,B;A0,AB)
diferencial total: du(a.,B;Aa,AB) := d,u(a,B)Aa + dgu(a,B)AB ; U diferenciable total:
AU = 9, U(a,B)Ac + Fpu(aL,B)AB, si alguna ou(a,p) = 0
Ejemplo: 1)Expresar el diferencial del campo u(x,y) = (2x>~y?)i + xyj en el pto. (2,-3)

2) Aproximar la longitud diferencial del arco de curva C, dada por la ec. vect. r = r(a).

res o tensores resp

eIntegral indefinida de un vector o tensor respecto de una
variable

definicion y propiedades — andlogas a la int. unidim. de Riemann
calculo — ejemplo: Calcular fg(x)dx siendo U(x) = xe, + 2x"e,

eIntegral definida de un vector o tensor respecto de una
variable

definicion y propiedades: como las funciones reales de 1 variable:
calculo (Regla de Barrow componente a componente, si la base es

constante) Ia‘ U(a)do = (Ial ui(a‘)da)gi

*Ecuaciones diferenciales en términos vectoriales
e.d.o. cuya funcidn incognita es un vector
reduccion a e.d.o. escalares por separacion de componentes

Ejemplo: lineas de campo de un campo vectorial V(X,y,z) = Vi(X,y,2)g;
son las curvas r =r(a) / r'(a) = v(x(a), y(a), Z(a)) — se separa en un
sistema de 3 e.d.o.
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