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CAPITULO 9.

Ecuaciones diferenciales de orden superior.

Transformada de Laplace

El objetivo de este capitulo es introducir las ecuaciones diferenciales de
orden superior y los sistemas, analizando métodos generales, teoremas,
aplicaciones y la forma de pasar de unas a otros y viceversa. En los dos
capitulos siguientes se estudiard todo lo referente a las ecuaciones
diferenciales lineales de orden superior y a los sistemas de ecuaciones

diferenciales lineales de primer orden.

Es habitual emplear la transformada de Laplace para resolver sistemas y
ecuaciones diferenciales lineales no homogéneos de coeficientes constantes,
siendo un método muy eficiente para simplificar los problemas.

La transformada de Laplace permite obtener soluciones explicitas en
problemas con valores iniciales, y es especialmente Gtil cuando el término no
homogéneo bien es discontinuo a trozos o es impulsivo o bien es periddico.
También resuelve ecuaciones integrales y algunas ecuaciones en derivadas
parciales. En concreto, convierte ecuaciones diferenciales ordinarias de
coeficientes constantes en problemas algebraicos donde se incorporan de
forma automética las condiciones iniciales, y permite transformar algunos
problemas de ecuaciones en derivadas parciales en ecuaciones diferenciales

ordinarias.
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La transformada de Laplace es una de las denominadas transformaciones
integrales, es decir, operadores que transforman una funcién en otra por medio
de una integral. La conveniencia de su definicion resulta de la analogia que la
relaciona con las series de potencias. Si se considera que la analoga de una
serie de potencias es una cierta integral impropia, en la que se sustituye la
variable x por una exponencial se tendrd la transformada de Laplace, que
puede por tanto interpretarse como analoga continua a una serie de potencias,
y si éstas tienen tanta importancia en analisis cabe esperar que la transformada
también lae tenga.

Ademas de por sus muchas aplicaciones, la transformada de Laplace
tiene estrechas relaciones con partes importantes de la matematica pura, y
tiene interés en otras ramas de las matematicas aplicadas. En Probabilidad y
Estadistica la transformada de Laplace de una distribucién de probabilidad se
denomina funcidn caracteristica, y es muy util para estudiar funciones de
distribucion de sumas de variables aleatorias independientes, y por ejemplo, es
habitual usar la transformada de Laplace para demostrar el teorema central del
limite.

En las secciones 1 y 2 de este capitulo se definen y se relacionan las
ecuaciones diferenciales de orden superior con los sistemas de ecuaciones
diferenciales, estudiando los teoremas de existencia y unicidad, en la seccion 3
se estudian métodos para reducir el grado de una ecuacion diferencial en
casos particulares y en la seccion 4 se introduce la transformada de Laplace. Al
final de esta seccidén se desarrollan las aplicaciones de la transformada como
procedimiento de resolucion de ecuaciones diferenciales y sistemas de

ecuaciones, y como método para resolver problemas concretos de fisica y de
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ingenieria.

9.1. ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN
SUPERIOR Y SISTEMAS DE ECUACIONES

DIFERENCIALES

9.1.1. Ejemplos

En esta seccion se consideran ecuaciones diferenciales de orden superior
al primero expresadas en la forma y”. = g(x, y, V', ..., y"?) o bien F(x, y, Y, ...,
y™,y") =o.

Los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con n variables
dependientes y una unica variable independiente, pueden expresarse por: y’ =
f(x, y) donde ahoray e y’ representan vectores de R".

Ejemplos muy clasicos de estas ecuaciones surgen con frecuencia al

modelar problemas fisicos o técnicos. Entre ellos estan:

Las ecuaciones que modelizan la caida de los cuerpos:

Caida libre m‘j'j Y _mg
Caida con resistencia moI yzmg—k(d—yj
dt’ dt

Estas ecuaciones fueron comentadas en el capitulo 7, apartado 7.2.2.

Para resolverlas se expresaban en funcién de v(t) = ((jj_)t/ y guedaban de la

forma m-?j—\: = m-g para la caida libre y m-?j—\tl = m-g — k-v? para la caida con
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resistencia. Ambas son ecuaciones diferenciales de primer orden, y después de
resolverlas y calcular v(t), por integracién se obtenia y(t).

Se vera mas adelante en la seccion 3 que este método se puede
generalizar y cuando se tiene una ecuacion diferencial en la que no aparece la

variable independiente, aunque si sus derivadas, el cambio de variable v(t) =

3—{ reduce una unidad el grado de la ecuacion.

. . 1
De esta forma se resuelve la ecuacion de la catenaria y" = —\/1+(y’)2
a

gue se obtuvo en el capitulo 7 y que se resolvera en éste.

En la ecuacion del movimiento armonico simple %+k2y:0, k>0, no

aparece la variable dependiente y suponiendo que la solucion tiene inversa y
es derivable, se puede expresar y’ en funcion de y, de forma que el cambio de
variable y’ = u(y) reduce también el grado de la ecuacién una unidad y se
obtiene u'(y) u(y) = —k?y. Integrando se obtiene u(y) y a partir de esta funcién la
solucion.

Se estudiara también en la seccion 3 este método de reduccion de orden
aplicable a la ecuacion que permite calcular la velocidad de escape de un

dZy RZ

cohete: y la ecuacién de Van der Pol: y" —a(l - y?)y' +y =0

2 2
Utilizando un método similar se resuelven ecuaciones del tipo:
yi.yii = 2
1. 11 +( 1)2 = O
yy y :
Existen también otras muchas ecuaciones a las que no se les puede

aplicar los métodos anteriores de reduccion de orden, por lo que tiene especial

importancia la transformada de Laplace como método para resolver ecuaciones
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diferenciales. En general permite resolver ecuaciones lineales como la

2

ecuacion de los circuitos eléctricos: L- (jj Q t) + R-?j—?(t) + %-Q(t) =E()ola

equivalente de las oscilaciones con resortes m-y”(t) + b-y’(t) + k-y(t) = g(t).
Estas ecuaciones que se plantearon en el capitulo 7 seran resueltas por otros
métodos en el siguiente capitulo suponiendo que las funciones E(t) y g(t) son
funciones continuas. Cuando esto no ocurre, y estas funciones tienen
discontinuidades de salto finito, el procedimiento mas adecuado para
resolverlas es mediante la transformada de Laplace.

En general, cuando una de las funciones que intervienen en la ecuacion
diferencial no es continua, pero si continua a trozos, el primer método que
conviene ensayar es el de la transformada de Laplace.

Aplicaciones de este tipo se presentan, por ejemplo, para resolver el

problema de una viga empotrada, que tiene por ecuacion: E"'(z >;4
X

= w(x),

siendo E el médulo de la elasticidad, | el momento de inercia y w(x) una funcion
continua a trozos.

Por otra parte existen ecuaciones cuyas soluciones no se pueden resolver
mediante funciones elementales; algunas de ellas tienen mucha importancia en
aplicaciones fisicas, como son las ecuaciones de Legendre y Bessel.

Ecuacion de Legendre: (1 — x?)y” — 2xy’ + p(p + 1)y = 0, con p
constante.

Ecuacion de Bessel: x*.y” + x-y' + (x* — p?)-y = 0, siendo p > 0 constante.

Las soluciones de estas ecuaciones estan expresadas en series de
potencias y se estudiaran detenidamente en el capitulo 10.

También los sistemas de ecuaciones diferenciales aparecen de forma
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constante en las aplicaciones. En algunos de ellos como en el sistema de
ecuaciones de Lotka-Volterra que ya se plante6 en el capitulo 7 y que tiene

por ecuaciones:

dx
—=ax-bx

dt y
dy

—L =—cy+dx
at Y +axy

un adecuado cambio de variable permite resolverlo con facilidad ya que en

ninguna de las ecuaciones aparece la variable dependiente.

Un sistema de ecuaciones diferenciales de orden superior puede
transformarse facilmente en un sistema de primer orden sin mas que afiadir
mas variables. Por esta razoén, sin pérdida de generalidad, se estudian los

sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden.

Asi, por ejemplo el movimiento de una particula en el espacio mediante la
segunda ley de Newton: F = m.a, se representa mediante el siguiente sistema
de tres ecuaciones diferenciales de segundo orden:

m.x"(t)=F(txy.zx"y"z")
m.y"(t)=F,(t,x,y.zx"y'z")
m.z"(t)=F,(txy,zx"y"z")

Este sistema de la segunda ley de Newton se puede escribir como un
sistema de seis ecuaciones y seis incognitas introduciendo las velocidades v,

V2, V3 COMO tres nuevas variables.

Otro caso particular son los sistemas lineales, que se estudiaran mas
detenidamente en el capitulo 11. Un ejemplo es el sistema que determina el
movimiento de dos masas m; y m,, sobre las que actlan tres resortes de

constantes ki, ks, ks y dos fuerzas externas Fi(t) y F2(t) que esta expresado
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por el sistema:

42
M Zl =—~(kp +kz)y1 +kay2 +Fa(t)

t
42
my dtiz =kay1—(ka +kg)yz +Fa(1)

Cuando los coeficientes del sistema son constantes, como en el ejemplo
anterior, existe un procedimiento general para calcular las soluciones. Sin
embargo la mayor parte de los sistemas que aparecen en las aplicaciones no
son lineales y ha sido necesario desarrollar métodos mas sofisticados para

resolverlos.

9.1.2. Conceptos previos

Es sencillo saber si una funcion dada y(x) es soluciéon, o no, de una
ecuacion diferencial, pues basta calcular las derivadas, sustituir en la ecuacion
diferencial y ver si se obtiene una identidad. Sin embargo resolver una
ecuacion diferencial de orden superior es todo un desafio pues, en general, no
hay métodos generales para llegar a ella. Este capitulo contiene un enfoque
elemental considerando métodos por reduccion.

Definicién 9.1.1:

Una ecuacion diferencial de orden n es la que establece una relacion
entre una variable independiente x, la funcion buscada y(x) y las derivadas de
esta funcion hasta el orden n, lo que equivale, con y = y(x), a una expresion de
la forma F(x,y, Y, y", ..., y") = 0.

Cuando es posible despejar y?, se obtiene: y(x) = g(x, ¥, ¥, y", ..., y"?)

Definicion 9.1.2:

Un sistema de k ecuaciones diferenciales de orden n se puede



© M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA Transformada de Laplace 542

expresar mediante una funcién vectorial F, de la forma F(x, f(x), f'(x), f’(x), ...,
f(x)) = 0, donde la funcién buscada f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fk(x)) y las derivadas
de esta funcién f(x), f'(x), f(x), ..., f(x), son funciones vectoriales de la
variable independiente.

Definicion 9.1.3:

Un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden se puede
expresar mediante una funcion vectorial F, de la forma F(x, f(x), f'(x)) = O,
donde la funcion buscada f(x) = (f1(x), f2(X), ..., fa(X)) y su derivada f'(x) son
funciones vectoriales de la variable independiente.

Cuando es posible despejar y’ = f'(x) el sistema se puede expresar de la
siguiente forma:

y1'(x) = 91(X, Y1, Y2, ..., Yn)

y2'(X) = 92(X, Y1, Y2, .-, Yn) (9.1.1)

Yn'(X) = gn(X, Y1, Y2, ... Yn)

Definicién 9.1.4:

La solucion general del sistema de n ecuaciones diferenciales (9.1.1),
esta formada por n funciones @i1(X, Cy, Cy, ..., Cp), 92X, C1, Ca, ..., Cp), ..rs
on(X, C1, Co, ..., Cy), que dependen de n constantes Cq, Co, ..., Cy y satisfacen
las ecuaciones del sistema para todos los valores de las constantes Cq, Co, ...,
Ch.

Suponiendo que existen condiciones iniciales: y1(Xo) = b1, Y2(Xo) = b2, ...,
Yn(Xo) = bp, se pueden elegir las constantes Ci, C,, ..., C, para que las
funciones ¢k(x, Cq1, Co, ..., Cy), 1 <k < n, satisfagan estas condiciones.

Definicién 9.1.5:
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Una solucién particular del sistema de n ecuaciones diferenciales (9.1.1)
esta formada por las n funciones de la solucién general para valores concretos

de las constantes Cq, Co, ..., Cy.

9.1.3. Reducciéon de ecuaciones diferenciales a sistemas de

ecuaciones

El procedimiento para expresar una ecuacion diferencial de orden n como
un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden consiste en afadir
mas variables que se identifican con las derivadas de la variable dependiente.

Se considera la ecuacion yP(x) = g(x, v, Y, ¥, ..., Y™ 2). (9.1.2)

Se realiza un cambio de notacién llamando:

V1=V V2=V .. yn =YY", de donde se obtiene y', = y". (9.1.3)

Por lo tanto la ecuacion se transforma en el sistema:

y1(x) =y2(x)

Y5(x) = Y3(x) 014

Yn(X)=9(X,y1,¥2:-¥Yn)

Si se busca una solucion particular de la ecuacion diferencial que verifica
las condiciones iniciales y(xo) = b1, Y!(Xo) = by, ..., Y"P(x0) = bn, entonces en el
sistema se buscan soluciones particulares que verifiquen y;1(Xo) = b1, Y2(Xo) =
b, ..., Yn(Xo) = bn.

Una ecuacion diferencial de orden superior se puede considerar, por
tanto, un caso especial de sistema de n ecuaciones diferenciales de primer
orden.

Reciprocamente si yi, Y2, ..., ¥n Son soluciones del sistema (9.1.1)

derivando la primera ecuacién con respecto a x:
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yr,= 91, 091 dyy 09y dyp . 001 dYn
ox oy, dx 9y, dx dyn dx

Sustituyendo las derivadas y'1, Y2, ..., Y'n pOr sus expresiones en el
sistema (9.1.1) se obtiene y1”(X) = Ga(X, Y1, Y2, s Yn)

Derivando esta expresion con respecto a X y sustituyendo del mismo
modo, se halla y;”’(x) = Gs(X, Y1, Y2, ..., ¥n)

Repitiendo el proceso hasta la derivada de orden n se calcula:

y1"(X) = Gn(X, Y1, Y2, ..., Yn), de esta forma se obtiene el siguiente
sisqema:
y1'(x) = Ga(X, y1, Y2, ..., ¥n)

y1"(X) = Ga(X, Y1, Y2, +-s Yn) (9.1.5)

y1"(X) = Gn(X, Y1, Y2, -\ Yn)
De las n — 1 primeras ecuaciones se calculan y;, ys, ..., Y €n funcion de
X, la funcién y; y sus derivadas:
[ y2() = ha(X, y1, Y1, oo Y1)
ya(x) = ha(X, y1, y1', .., Y1) (9.1.6)

yn(X) = hn(Xl YI, yl,’ ey yln-l))

\
Introduciendo estas expresiones en la Ultima ecuacién de (9.1.5) se

obtiene la ecuacion diferencial de orden n:
1) = H(X, Y1, Y1’ y17s o Y2 (9.1.7)
Resolviendo esta ecuacion diferencial se obtiene la solucion general y;(x)
= ¢(x, C1, Cy, ..., Cp) y calculando sus derivadas y sustituyendo en (9.1.6) se

determinan y,, ys, ..., Yo cOmo funciones de x, Cy, Cy, ..., Cy:
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[ yi(X) = ¢(X, C1, Cp, ..., Cp)

y2(X) = 92(x, C1, Cy, ..., Cp) (9.1.8)

L Yn(X) = @n(X, C1, Co, ..., Cp)

Cuando se buscan soluciones particulares en el sistema que verifican las
condiciones iniciales y1(Xo) = b1, Y2(Xo) = b2, ..., Yn(Xo) = by, se sustituyen estos
valores en (9.1.8) y se calculan los parametros C1, Co, ..., Ch.

La afirmaciébn de que el sistema y la ecuaciéon son equivalentes se
entiende en el sentido siguiente: Si y(x) es una solucion de la ecuacion (9.1.2)
entonces las funciones yi(x), y2(X), ..., Yn(X) definidas por (9.1.3) satisfacen el
sistema (9.1.4). Y a la inversa, si yi1(X), y2(X), ..., Yn(X) satisfacen el sistema

(9.1.1) entonces y(x) = y1(x) es una solucion de la ecuacion (9.1.7).

Ejemplos resueltos

Ejemplo 9.1.1: Expresar mediante un sistema de ecuaciones de primer
orden la ecuacion diferencial: y” — x>y’ — x-y = 0
En esta ecuacion y” = x2y’ + x-y.
Llamando y1(X) = y(x) e y2(X) = y'(X), se tiene y,’(X) = y”(x).
Se tiene el sistema:
y1'(X) = ya(x)
y2'(X) = X*ya(x) + x-y1(X).
Ejemplo 9.1.2: Expresar mediante una ecuaciéon diferencial el siguiente
sistema de ecuaciones:

y1'(X) =ya2(x) + 1
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y2'(X) =yi(x) +1
Derivando la primera ecuacidén con respecto a X: y1”(x) = y2'(x), y al
sustituirlo en la segunda: y;”(X) = y1(x) + 1, siendo la ecuacién buscada:
y1"(x) —yi(x) -1 =0.
Ejemplo 9.1.3: Expresar mediante una ecuacion diferencial el siguiente
sistema de ecuaciones:
y'(x) = y(x) +z(x) + X
Z’(X) = y(x) — 2z(x) + 2x
Se deriva la primera ecuacion respecto a x: y’(x) = y'(x) + Z’'(x) + 1, se
sustituye y'(X) y z'(x) por sus expresiones en el sistema:
y'(x) = (y(x) + z(x) + x) + (y(x) - 2z(x) + 2x) + 1 =
y’(x) = 2y(X) — z(x) + 3x + 1.
Se despeja z(x) en la primera ecuacion del sistema: z(x) = y'(X) — y(x) — X,
y se sustituye en la ultima ecuacion: y’(x) = 2y(x) — (y'(X) = y(x) — x) + 3x + 1,
con lo que se obtiene la ecuacion buscada:
y'(x) = 3y(x) - y'(x) + 4x + 1.

Ejemplo 9.1.4: Dada la ecuacion diferencial y” + 4y — 4x = 0, su sistema

"(X)= X
asociado es: { Y1 (X)=ya(x) . Comprobar que la solucién general de

y2'(X)=-4yq(X)+ 4x

. . y1(X) = Cqc0os 2x + Cpsen2x + X _
dicho sistema es y a partir de ella
Yyo(Xx)=-2C4sen2x +2C, cos 2x +1

obtener la solucion de la ecuacion diferencial.
Se comprueba que la solucién verifica las dos ecuaciones del sistema:
y1'(X) = =2Cjsen 2x + 2C,c0s 2x + 1 = y1'(X) = y2(X)

y2'(X) = -4C;cos 2x — 4C,sen 2x = —4(C,cos 2x + Cpsen 2xX + X) + 4X =
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y2'(x) = —4y1(x) + 4x

Por lo tanto (y1(x), y2(x)) es la solucidn general del sistema.

Al reducir la ecuacion diferencial a un sistema de ecuaciones se ha
considerado y;(x) = y(x), por lo que la funcion y(x) = C;cos 2x + C,sen 2x + X

es la solucion de la ecuacion diferencial.
Ejercicios

9.1. Expresar mediante un sistema de ecuaciones de primer orden la ecuacion

diferencial: y™ = y” — x*.(y').

9.2. Expresar mediante una ecuacion diferencial el siguiente sistema de

ecuaciones:

y'(x) = y(x) +z(x) + x

Z'(X) = —4y(x) — 3z(x) + 2x

9.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LAS

SOLUCIONES

La relacion establecida entre los sistemas de primer orden y las
ecuaciones diferenciales de orden superior permiten relacionar los teoremas de
existencia y unicidad de la solucién de las ecuaciones y de los sistemas.

Los teoremas de existencia y unicidad se pueden adaptar tanto a los
sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden, como a las ecuaciones
diferenciales lineales de orden n, obteniéndose los siguientes resultados,

faciles de aplicar desde un punto de vista practico
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9.2.1. Teoremas de existencia y unicidad para sistemas

Se considera el sistema:

y1=f(X,y1,¥2,-¥n)

S =0 (X,Y1,Y 2 0eer
y2 =f2(X.y1,¥2,2¥n) 9.2.1)

Yn =fa(X.y1.y2:¥n)

Si para un valor de la variable independiente X, se asignan valores
determinados a las funciones incognitas, se obtienen las condiciones iniciales:

Y1(Xo) = b1, y2(Xo) = bz, ..., Yn(Xo) = bn. (9.2.2)

Se tiene entonces planteado un problema de valor inicial.

Teorema 9.2.1: Teorema de existencia para sistemas de primer orden

Si las funciones fy, f,, ..., f, son continuas en una regién B del espacio
RxR", y si (X0, by, ..., by) pertenece al interior de B, entonces existe un entorno
de xo en el que el sistema (9.2.1) tiene una solucion que verifica las
condiciones iniciales (9.2.2).

En el capitulo 8 se han estudiado distintos teoremas que garantizan la
unicidad de las soluciones, en los que se imponen condiciones suficientes a las
funciones fi, como ser funciones lipchizianas respecto de las variables y;. El
teorema que se va a enunciar, es un teorema de condiciones suficientes,
aungue no necesarias, mucho mas sencillas de aplicar en la préactica:

Teorema 9.2.2: Teorema de unicidad para sistemas de primer orden

Si las funciones f;, f,, .., f, y las derivadas parciales

81:1 6f1 afn afn

oy ey oy ey

, son continuas en una region B del espacio RxR",

y si (Xo, b1, ..., bn) pertenece al interior de B, entonces existe un entorno de Xg

en el que el sistema (9.2.1) tiene una u(nica soluciébn que verifica las
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condiciones iniciales (9.2.2).

Las demostraciones de los teoremas de existencia y unicidad de
soluciones se han estudiado en el capitulo 8. Se recuerda que el teorema 8.2.1
de Cauchy-Peano garantiza la existencia de la solucién en un cierto entorno
imponiendo la continuidad de la funcion f. La continuidad de f no es suficiente
para garantizar la unicidad de las soluciones, por lo que se debe imponer
alguna condicion adicional. El teorema de Picard-Lindel6f garantiza la unicidad
de la solucion afadiendo nuevas condiciones como la lipschitzianidad de f
respecto las variables yg. Este teorema prueba no sélo la existencia y unicidad
de las soluciones de un problema de valor inicial sino también la continuidad de
la solucion respecto de las condiciones iniciales.

Para demostrar el teorema anterior se utiliza el corolario 8.1.4 del capitulo
8, que garantiza la existencia y unicidad de las soluciones imponiendo
condiciones suficientes (aunque no necesarias) como la continuidad de la

funcion f y de sus derivadas parciales respecto de las variables yy.

9.2.2. Teoremas de existencia y unicidad para ecuaciones
diferenciales de orden n
Los siguientes teoremas para las ecuaciones diferenciales de orden n son

una consecuencia de los anteriores.

Teorema 9.2.3: Teorema de existencia para ecuaciones diferenciales

de orden n
Si en la ecuacién diferencial yV(x) = f(x, y, ¥, y", ..., Y"V) la funcién f es
continua en una regién B del espacio RxR", y si (X0, bs, ..., by) pertenece al

interior de B, entonces existe un entorno de Xxo en el que se puede garantizar la
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existencia de una solucién y(x) de la ecuacion que verifica las condiciones
iniciales y(xo) = b1, y'(Xo) = bz, y"(X0) = ba, ..., Y (Xo0) = bn.

Teorema 9.2.4: Teorema de unicidad para ecuaciones diferenciales de

orden n
Si en la ecuaci6n diferencial y”(x) = f(x, y, Y, ¥, ..., Y™ %) la funcién f, y las
derivadas parciales ﬂ, af,,..., ifl) son continuas en una region B del
oy

espacio RxR", y si (Xo, b1, ..., by) pertenece al interior de B, entonces existe un
entorno de Xo en el que se puede garantizar la existencia de una Unica solucién
y(x) de la ecuacién que verifica las condiciones iniciales y(Xp) = b1, y'(Xo) = ba,

y"(Xo) = bs, ..., y" (o) = bp.

Ejemplos resueltos

Ejemplo 9.2.1: Estudiar los teoremas de existencia y unicidad para un
sistema lineal de coeficientes constantes: y’ = Ay + b(x), con las condiciones
iniciales: y1(Xo) = b1, Y2(Xo) = bz, ..., Yn(Xo) = bp.

En este caso las funciones fy son:

( fi(X, Y1, Y2, ..¥n ) = @u1y1 + @2y2 + ... + @1nyn + b1(X),

f2(X, Y1, Y2, ... Yn) = @z1y1 + Azy2 + ... + @znYn + b2(X),

L fa(X, Y1, Y2, ... Yn) = @n1y1 + @n2Y2 + ... + @nnYn + bn(X).

Cuando b;(x), ..., bn(x) son funciones continuas en (a, b) < R entonces
f«(x) son funciones continuas en B = (a, b) x R".

Las derivadas parciales coinciden con los coeficientes ay, que al ser

funciones constantes son siempre funciones continuas en todo RxR". Al
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imponer n condiciones iniciales en un punto xo € (a, b), el teorema de unicidad
permite garantizar la existencia y unicidad de la solucion en el dominio de
continuidad de las funciones by(x). Si B coincide con RxR" se puede asegurar
la existencia y unicidad de solucién en todo punto de RxR".

Ejemplo 9.2.2: Estudiar los teoremas de existencia y unicidad para el
problema de valor inicial: y” = P1(x)-y"™ + ... + Pra(X):y’ + Pa(X)-y + G(x), con
las condiciones iniciales: y(Xo) = b1, Y'(Xo) = b2, ¥"(Xo) = bs, ..., Y"P(xo) = bn.

En este caso f(X, ¥, ¥, V", v, V") = P1(0)-y"™ + .. + Pra(X):y + Pr(X)y +
G(x). Si P1(x), P2(x), ..., Pn(X) y G(x) son funciones continuas en un intervalo
abierto (a, b) y xo pertenece a ese intervalo, entonces se puede garantizar la

existencia de solucién en el intervalo (a, b).

Ademas las derivadas parciales o O of

Y wm coinciden con Py(x)
por lo que son continuas en un abierto (a, b) y se puede garantizar la unicidad
de la solucién al imponer n condiciones iniciales en un punto xo € (a, b). Es
decir, si P1(x), P2(X), ..., Pn(X) y G(X) son funciones continuas en un intervalo
abierto (a, b) y X, pertenece a ese intervalo, entonces se puede garantizar la

existencia de una unica solucién en el intervalo (a, b) del problema de valor

inicial propuesto.
Ejercicios

9.3. Estudiar los teoremas de existencia y unicidad para la ecuacién de
Legendre: (1 — x?)y” — 2xy' + p{p + 1) = 0, siendo p constante.

9.4. Estudiar los teoremas de existencia y unicidad para la ecuacion de

Bessel: (X — Xo)2y" — (X — Xo)-y' + (x> — p%)-y = 0, siendo p > 0 constante.
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9.3. METODOS DE REDUCCION DE ORDEN EN

CASOS PARTICULARES

En los capitulos 10 y 11 siguientes se estudia la resolucion de las
ecuaciones diferenciales lineales de orden n y los sistemas lineales. La teoria
de ecuaciones diferenciales de orden n no lineales es bastante dificil pero
existen algunos casos especiales en los cuales es posible simplificar la
ecuacion general de orden n no lineal, como por ejemplo, cuando la variable
independiente x, o bien la variable dependiente y, no aparece explicitamente en
la ecuacion. En esos casos es siempre posible reducir el orden de la ecuacion

diferencial.

9.3.1. Ecuaciones en las que falta la funcién incognita

El caso mas sencillo para reducir el orden de una ecuacion diferencial de
orden n es el de las ecuaciones que no dependen de la variable
dependiente y, aunque si de sus derivadas. Para reducirla a ecuaciones de

orden n — 1 se define una nueva variable u(x) = y'(x).

n)=

Asi, si una ecuacion diferencial es de la forma y" = F(x, y’, ..., y"V), el

cambio de variable u(x) = y’(x) reduce el orden de la ecuacién en una unidad.

Efectivamente si d—y=u, entonces d y=d_u d_y=d u

la ecuacion
dx dx? dx y dx" dx"* y

n-1) —

que resulta, u F(x, u, U, ..., u™), es de orden n — 1.

Analogamente si en la ecuacion diferencial falta la funcién y y sus
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. . . . d
derivadas hasta el orden Kk, realizando el cambio de variable u(x) = — se

reduce el orden de la ecuacion en k unidades.
Como ejemplo clasico de utilizacion de este método se resuelve la

ecuacion de la catenaria que se estudio en el capitulo 7.

La catenaria

Esta curva tiene la forma que adopta un hilo flexible homogéneo
suspendido entre sus dos extremos y que cuelga por su propio peso.
Si P(x, y) es un punto cualquiera de la catenaria, p es el peso del hilo, H la

componente horizontal de la tension del hilo, M(0, b) el punto mas bajo de la

H ., .
curvay a = —, entonces la ecuacion de la catenaria es:
p

" 1 1
y" =1y )2

Haciendo el cambio de variable y’'(x) = u(x) se obtiene u’(x) = 1 1+u?
a

que se integra por separacion de variables:

In\u+\/1+u2 | =X + C.
a

Al aplicar la condicion inicial u(0) = 0 se obtiene: In lu+V1+u? | = 5, y al
a

X X
despejar la funcién u(x) resulta: u(x) = %(ea —e a), que al integrar de nuevo

X X

se obtiene: y(x) = %(ea +e a)+K.

Al imponer la condicion de que pase por el punto M(0, b) se tiene la

solucion particular:
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X X
y(x) = %(ea+e ay+b-a=acosh(X)+b-a.
a

Si la ordenada del punto M es a la ecuacién se simplifica:

y(X) = a-cosh(g).

9.3.2. Ecuaciones en las que falta la variable independiente

También se puede reducir el orden si la ecuacion de partida no depende
de manera explicita de la variable independiente, pues localmente y en los
puntos en que Yy’ sea distinto de cero, donde se puede aplicar el teorema de la
funcién implicita, se puede utilizar como variable independiente la y, y como
nueva variable dependiente y' = u, con lo que realizando los cambios, se
observa que la derivada de orden k unicamente depende de u y de sus
derivadas de orden k-1, por lo que se logra reducir el orden como se pretendia.

Ejemplos clasicos en los que se aplica este método son la ecuacion del
movimiento armonico simple, el calculo de la velocidad de escape en el

movimiento de un cohete y la ecuacién de Van der Pol.

El movimiento armoénico simple

Se considera la ecuacién del movimiento arménico simple y” + k*y = 0
con k > 0. Se supone que existe una solucion y = ¢(x) que en un intervalo (a, b)
tiene funcion inversa derivable x = (p'l(y), por lo tanto y’ = ¢’(X) = (p’((p'l(y)) por lo
que Yy’ puede expresarse como una funcién de y. Si se escribe ¢'(¢™(y)) = u(y)
se tiene que y’ = u(y), entonces y” = u’(y)-y’ = u’(y)-u(y). Al sustituirlo en la

ecuacion diferencial se tiene que u'(y)-u(y) = —ky, que equivale a decir que
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%(uz(y))'=—k2y . Integrando respecto a y se obtiene que u?(y) = -k?>y*+ C. Ya

que la constante C es una suma de cuadrados se puede expresar por C =

kA% siendo A una constante. Al sustituir: u’(y) = -k*y* + k*A? =

u(y):k\/A2 —y2 .

Sustituyendo y’ por u(y) se tiene una ecuacion de primer grado con

variables separadas. Al integrarla se obtiene como solucién arcsen% = Kx + B,

= y = Assen(kx + B) = A-sen(kx)-cos B + Acos(kx)-sen B, lo que se puede
expresar como:

y = C1-sen(kx) + C,-cos(kx), con C; y C, constantes.

Si se imponen las condiciones iniciales: yo = ¢@(Xo) € Y1 = ¢'(Xo), para
encontrar una solucién particular y = ¢(x) tal que en un punto xo verifique
dichas condiciones, siendo yo, y; valores cualesquiera, basta con determinar
las constantes C; y C, que verifican el siguiente sistema de ecuaciones:

Yo = C1-sen(kxp) + C,-cos(kxo)

y1 = k-C;-cos(kxg) = k-Cz-sen(kxo)

Como el determinante de la matriz de los coeficientes es -k = 0, el
sistema tiene solucién Unica y por lo tanto existe una uUnica solucion de la

ecuacion diferencial que verifica las condiciones iniciales.

Movimiento de un cohete. Velocidad de escape

Si se dispara un cohete en direccion vertical desde la superficie de la

Tierra, la ecuacion del movimiento después de quemar el combustible es:
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d2y R2

siendo y(t) la distancia del cohete al centro de la Tierra.

Como en la ecuacion no aparece la variable t, lamando v(y) =y

d2y_dv_dv dy dv

§t2 dt dy dt dy
sustituyendo en la ecuacion se obtiene la ecuacion de primer orden:

dv R?
V- =

AR
Separando las variables e integrando:

2 2
V_=g.R_+C_
2 y

Suponiendo que cuando se acaba el combustible v = vp e y » R, se

2
V - - .7 -
calcuaC=—-gR + 70, al sustituirlo en la ecuacion se obtiene:

2 v2
V2: ZgR_ _Zg.R+ _0'
y 2

que indica la velocidad de escape o velocidad minima necesaria para que un

cohete salga de la atraccion gravitatoria terrestre.

Ecuacion de Van der Pol

La ecuacion de Van der Pol se presenta en el estudio de los circuitos
eléctricos. La ecuacion diferencial que la define es:
1 2 ) —
y'-a(l-y)y +y=0.

En la ecuacion no aparece la variable t. Se hace el cambio v(y) =y
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dy _dv_dv dy _dv
dgt2 dt dy dt dy

Sustituyendo en la ecuacion:
v a-(1-y)v+y=0.
dy

Si se supone que la derivada de v respecto de y es una constante k se

obtiene:

v:—y2 :
a(l-y“)-k

9.3.3. Reducciéon de orden en sistemas auténomos

En el capitulo 12 se estudiardn con mas detenimiento los sistemas
dinamicos y, entre ellos, los sistemas autonomos.

Definicién 9.3.1:

Se dice gque un sistema de ecuaciones diferenciales es autobnomo si en
sus ecuaciones no aparece de forma explicita la variable independiente.

La idea subyacente al método que permite resolver estos sistemas es
similar a la expuesta anteriormente para reducir el orden de una ecuacion

diferencial en la que no aparece la variable dependiente.

dx
| praatie ) | o
El sistema t , Se puede reducir a la ecuacién diferencial de

qay _
ot g(x,y)

dy _g(x.y)

primer orden: :
dx  f(x,y)

Como ejemplo clasico de utilizacion de este método, se resuelve el

sistema que se plante6 en el capitulo 7 para las ecuaciones de rapaz y presa
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de Lotka-Volterra.

Ecuaciones de rapaz y presa de Lotka-Volterra

En el capitulo 7, apartado 7.2.6 se estudiaron las ecuaciones que Lotka y
Volterra propusieron para modelizar un ecosistema formado por conejos y

ZOrIroS, con Sus interacciones:

dx

— =ax —bx
dt y
dy

— = —Cy +dXx
at y y

donde las constantes a, b, ¢ y d son positivas.
Este sistema no se puede resolver en términos elementales, pero por el
procedimiento anterior se obtiene:

(a-by)dy —(c—d.x)dx
y X ’

gue es una ecuacion lineal de variables separadas. Al resolverla se tiene:

ya .e-by = kx© 'edx.

La barca en el rio

Una barca entra en el rio en el punto (c, 0) y se dirige hacia el origen con
una velocidad b con relacion al agua. Suponiendo que las rectas x =0y x = ¢
son las orillas de un rio cuya corriente tiene una velocidad uniforme a en la
direccién negativa del eje de ordenadas, se pretende determinar la trayectoria
de la barca.

Al escribir las componentes de la velocidad de la barca se tiene:
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dx

— =-bcos 0

dt

d_y = -a+ bsenod
dt

Utilizando el procedimiento anterior para resolver este sistema se tiene

d_y_—a+bsene_a\/x2 +y2 + by

, ecuacion de primer orden que es
dx —bcoso bx

que
, ., a 2 ) 2n
homogénea y cuya solucién es cP(y +x“+y“)=xb .

El destino de la barca depende de la relacion entre a 'y b.

Ejemplos resueltos

Ejemplo 9.3.1: Resolver la ecuacion diferencial: (y”)? + x-y™ - y" = 0.

En la ecuacién no aparecen ni la variable y ni su derivada por lo tanto
realizando el cambio de variable u = y” se reduce el orden dos unidades:

(u)? + x-u’ — u = 0 que es una ecuacién de primer orden de Clairaut.

Con el cambio u’ = t se tiene u = t* + x-t. Diferenciando y simplificando:

(2t + x)-dt = 0, luego t = C y u = C? + x-C, y por lo tanto:
) — 2 4 2
y=C x+C§x + Kj.
Integrando se tiene la solucién:

C2 X2+ Kix + K».

C »
X)= —X +
y(x) 5

Ejemplo 9.3.2: Integrar la ecuacién diferencial: y” + (y')* = 2e”.

La ecuacion no contiene a la variable x, por lo que se realiza el cambio u

2
d du . .
=y —32/ =—-Uu, sustituyendo en la ecuacion:
dx
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ud—u. +u’=2e".
dy

Un nuevo cambio z = u? la transforma en lineal:

a4z + 2z = 4e”7.

dy

Su solucién general es z = 4e”¥ + Ce™. Deshaciendo los cambios:

(V)2 =4de” + Ce¥ =y = +4e X + Ce 2

Separando variables e integrando:
X+K= i%\mex +C

La solucién general de la ecuacion es:

(x+K?Z=e+C.
4

Ejemplo 9.3.3: Resolver la ecuacion diferencial del movimiento pendular

d*s =—_gsen >
dt? L’

La ecuacion no contiene a la variable independiente t, por lo que se

. . ds  d%s du ds du .
realiza el cambio u = o - ———=—+-—=—"-U, Se sustituye:

gt2 ds dt ds

du S
_.u :-g.sen R
ds L

por lo que al separar variables:
s
udu =-g-sen Eds,

que al integrarla se obtiene:

LI2 S

— =gLcos — +C,
2 J L
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por lo tanto:

2
(d_s) :ZgL-cos§+C.
dt L

Ejercicios
9.5. Resolver la ecuacion diferencial 2-y” - (y')? + 4 = 0.

9.6. Integrar la ecuacion diferencial y-y” - (y’)° = 0.

9.7. Determinar las condiciones sobre a y b para que en la trayectoria de la

a a
— —F1
barca, que se expresaba por cb(y+\/x2+y2)=xb , permitan que la

barca llegue a la otra orilla. ¢ Donde llegara?

9.4. TRANSFORMADA DE LAPLACE

El objetivo de esta seccidon es estudiar las propiedades y aplicaciones de
una de las transformaciones integrales, la transformada de Laplace, donde una
funcién dada f, que depende de la variable x, se transforma en otra funciéon F,
gue depende de otra variable, s, por medio de una integral. La idea consiste en
transformar un problema para f en otro mas sencillo para F, seleccionado de
forma apropiada el nacleo y los limites de integracién. A modo de comparacion
intuitiva se puede poner el ejemplo de cédmo los logaritmos transforman unos
nameros en otros en los que las operaciones se simplifican. En nuestro caso lo
gue se transforman son funciones

La transformada de Laplace va a permitir desarrollar un método de

resolucion de ecuaciones diferenciales con valores iniciales donde, sin
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previamente determinar la solucion general, directamente se transforma en un
problema algebraico que depende de los valores iniciales, del que una vez
resuelto mediante manipulaciones algebraicas, se obtiene la solucion. Este
método es especialmente adecuado cuando alguna de las funciones que

intervienen en la ecuacién es una funcién continua a trozos.

9.4.1. Definicién, condiciones de existencia y primeras

propiedades

Definicién 9.4.1.:
Una transformacion integral es una relacion de la forma:

b
T{f} = IK(s,x)-f(x)-dx.
a

Cuando esta integral existe es una funcion F(s) de la variable s. Se dice,
entonces que la funcidn F(s) es la transformada de f(x), y se denomina nucleo
de la transformacion a la funcion K(s, x).

Un tipo particular de transformacion integral es la transformada de
Laplace de ntcleo K(s, X) = e, con a = 0y b infinito.

Definicion 9.4.2:

Dada una funcion f definida para x > 0, se define como su transformada

k
de Laplace, que se denota L{f(x)} a una funcion F(s) = kIl'm Jo e ¥f(x)dx =
—o0

w - .
Io e S*f(x)dx, siempre que la integral sea convergente con s € K.

La variable s puede ser compleja, pero para nuestro estudio sélo se
necesita considerar valores reales de s, aunque algunas integrales o

demostraciones resultan mas simples en el campo complejo. Si la integral
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anterior se interpreta en el campo complejo estaria definida para todos los
valores complejos tales que Re(s) > c, y utilizando el teorema de Morera es
sencillo deducir bajo que condiciones L{f(x)} es analitica en dicha region.

A veces lo que se ha definido como transformada de Laplace se
denomina unilateral, especialmente cuando es necesario estudiar la
transformada de Laplace bilateral en cuya definicion cambia el limite de
integracion inferior de la integral, que en vez de 0 es —wo y por tanto ambas
transformadas coinciden para funciones f(x) definidas en el semieje real
positivo.

Definicion 9.4.3:

Una funcion f(x) es de orden exponencial c si existen constantes reales
c, M > 0 tales que |f(x)| < Me™

En la siguiente proposicion se expresan dos resultados sobre la definicion
anterior.

Proposicién 9.4.1:

a) Si una funciébn f(x) es de orden exponencial ¢ entonces

lim e ¥ .f(x) =0, ¥s>c.
X—>00

b) Toda funcion acotada es de orden exponencial.

El primer resultado es una consecuencia inmediata de la definicién ya que

|e%f(x)| < M-e®* que tiende a cero cuando s > c.

El segundo también es evidente ya que una funcién acotada es de orden
exponencial para todo ¢ > 0, pues \f(x) | <M< Me™.

Definicién 9.4.4:

Una funcién f(x) es continua a trozos en un intervalo [a, b] si tiene un

namero finito de discontinuidades de primera especie, es decir, de salto finito.
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Teorema 9.4.2:

Si f(x) es una funcién continua a trozos en el intervalo [0, a], Va > 0 y f(x)
es de orden exponencial ¢, entonces la transformada de Laplace de f(x), F(s),
existe para s > C.

Demostracion:
Si f(x) es de orden exponencial ¢ entonces |f(x)| < M-e% y por tanto

|e%f(x)| <M,
— | [P a—sX . Pla=sx | © —(s=c)x
IF(s)] |j0 e X f(x)dx | < jo ‘e f(x)‘dxé Mjo e dx

Si s — ¢ < 0 entonces, cuando x tiende a +w, —(S — C)X tiende a +x y la
integral impropia es divergente. Pero si s — ¢ > 0 entonces, cuando X tiende a

+o, —(s — c)x tiende a —w, €9 tiende a uno y la integral impropia es

M
convergente y vale ——.
s—-c

o0
Por consiguiente, para todo s > c la integral Io e > .f(x)dx es

absolutamente convergente y por lo tanto convergente, lo que indica que F(s) =
L{f(x)} existe paratodo s > c. [

Corolario 9.4.3:

Si f(x) es continua a trozos en [0, «) y de orden exponencial ¢, entonces
su transformada de Laplace, F(s), cuando s tiende a infinito tiende a cero.

. . M
Es una consecuencia inmediata de que |F(s)| < —.
s—c

El teorema 9.4.2 demuestra que la continuidad a trozos y ser de orden
exponencial son condiciones suficientes para que exista la transformada de

Laplace de una funcion. Pero estas condiciones no son necesarias; asi por
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. ., 1 . .
ejemplo la funcion f(x) = — no es continua a trozos ya que tiene un salto

Jx

infinito en x = 0 y sin embargo existe su transformada de Laplace:

Transformada de Laplace de f(x) = i.

Jx

1

Sea L{f(x)} = L{—=} = F(s) = j e S .x 2dx

\/_

Se hace el cambio de variable sx =t:
, 1 1 1
o0 F o0 -
F(s)=J et (—) 2s Tt = s 2_[ e t.t 2dt.
0 S 0
Al realizar el cambio t = u? se tiene:

1
o] 2
= 2 —u-
F(s) =2s Io e du.

Teniendo en cuenta que L:oe \/_ se obtiene:
T
= .- 9.4.1
L{ \/—} S (9.4.1)

Para garantizar la existencia de la transformada se supone que, salvo
precision aparte, todas las funciones consideradas verifican las condiciones del

teorema 9.4.2.

Primeras propiedades:

Proposicioén 9.4.4: Linealidad
La transformada de Laplace es un operador lineal:
L{af(x) + b-g(x)} = a-L{f(x)} + b-L{g(x)}

Demostracion:
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Es una consecuencia inmediata de la linealidad de la integral, pues:

L{af(x) + b-g(x)} = I;Oe_sx(af(x)+bg(x))dx: a.j:’e—sxf(x)dx +b-

I;e_sxg(x)dx = aL{f(x)} + bL{g(x)}. O

Proposicién 9.4.5: Cambio de escala
Si F(s) es la transformada de Laplace de una funcién f(x) y k > 0O
entonces:

L{f(kx)} = %F(E)

Demostracion:
L{f(kx)} = j :’e—SXf(kx )dx

al hacer el cambio de variable kx = t, se obtiene:

S

t
s— w 2t
Kf(t)dt = %jo e K f(t)dt = %F(Ej ]

Lif(ka} = | :’% e

Transformada de Laplace de algunas funciones

1. Transformada de las funciones constantes

Si f(x) = k, k e %, entonces I;Oe”sxf(x)dx = I:e—sxkdx -

5. Por lo
S

tanto:

Lk} = X vs > 0.
S

2. Transformadas de las funciones trigonométricas sen X y cos X

e (—s-senx—cosx)|’ 1
= , Vs>0
s*+l o s?+1

S

. 0
Si f(x) = senx = .[o e *senxdx =
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Si f(x) = cosx = J.Ooe‘sx cos xdx = & (semx-scosx)_ _s ,Vs>0
0 s+l |o s +1
Por lo tanto L{sen x} = 21 y L{cos x} = Vs > 0.
s +1 s“+1

Aplicando la proposicién 9.4.5 de cambio de escala se tiene también:

k
L{sen kx} = ———— yL{cos kx} = ———,Vs>0.
s? +k? s? +k?
3. Transformada de la funcion exponencial
—(s=a)x |~
Sif(x):eaxzjgoe_sxeaxdx = ¢ :i,VS>a

—(s—a) , s

Por lo tanto:

L{e*} = i, Vs > a.
s-a
Para una funcion exponencial de base b > 0, se tiene:

L{bax} = L{(eh‘lb)aX} - L{e(lnb)ax} —

, Vs > ailnb.
s—alnb

Ejemplos resueltos

Ejemplo 9.4.1: Calcular las transformadas de Laplace de las funciones f(x)

= sen(7x) y g(x) = cos(8x).

Al ser L{sen x} = Zil Vs > 0, al aplicar la proposicién 9.4.5 se tiene:
s+

1 7

L{sen(7x)} = =
(;T 1 s2 472

NP

, Vs > 0.

Al ser L{cos x} = PoE Vs > 0, al aplicar la proposicion 9.4.5 se tiene:
S+
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_ S

1
L{cos(8x)} = = =
8 s?+82

, Vs > 0.
S +1
8

—
N »

Ejemplo 9.4.2: Hallar la transformada de Laplace de f(x) = senh x.

X —X
L{senh x} = L{%} =

Ejemplo 9.4.3: Calcular la transformada de Laplace de f(x) = senh(kx), k >

N |-

tet-tey= 3 )= e

s-1 s+l 1

Por el ejemplo anterior se sabe que L{senhx} = Zi Vs > 1, por lo que al

aplicar la proposicion 9.4.5 se tiene:

L{senh(kx)} =

x|
")
N—
N
|
[ERY
|
7))
N
|
=~
<
")
VvV
=

Kk
[
Ejemplo 9.4.4: Demostrar que L{x"} = % y aplicar este resultado para

calcular la transformada de Laplace de p(x) = x* — 2x + 3.

Se demuestra por induccién sobre n:

La formula es cierta para n = 0 ya que L{1} = !

S

—1)!
Supuesta cierta para n — 1, es decir L{x""} = M se utiliza este
s
n ® _—sx n
resultado para calcular L{x"} = Io e >"x dx.

Se integra por partes y se obtiene:
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o0

n —SX —SX

o _ -X'-e © e 1
L{x"} = SXxMdx = ———| + | n—x"""dx =
{x"} .[0 e ~7x dx s Io S
0
EJ‘ ey nlgy = Ny,
sJ0 S
. . , . . s n_l _ (n_l)! . L
Aplicando la hipétesis de induccion, L{x" 7} = o se obtiene:
s
Y !
L= Dpey = (oD
S S Sn SI’H-:I.

Se utiliza este resultado y la linealidad de la transformada:

20 1 _1 3s?-2s+2

L{p(} = Lp%) - 2L{x) +3L{1} = 2 2= 432

s3 s S s®
Ejercicios
9.8. Demostrar que L{cosh x} = Zi Vs > 1.
9.9. Verificar que L{cosh(kx)} = ZLKZ vs > 1.
S Al

9.10. Calcular L{cos?®x}.
9.11. Hallar la funcion f(x) cuya transformada F(s) sea i 28 .

S s“+4
9.12. Calcular la funcién f(x) cuya transformada F(s) sea s __6 .

S s?+9
e 3s+5

9.13. Hallar la funcién f(x) cuya transformada F(s) sea > :

ST +7

9.4.2. La funcion de Heaviside y la delta de Dirac

Para modelar sefales y en general funciones que pueden estar
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encendidas o apagadas se usa la funcion de Heaviside o funcion salto, o
funcién escalén unidad, ya que al multiplicar una funcion de Heaviside por otra
funcidén, ésta queda apagada hasta un valor determinado lo que permite
también expresar las funciones definidas a trozos.

Definicién 9.4.5:

Se denomina funcion escalén unidad o funcion de Heaviside a la

0
definida por ua(x) = { x<a'
1 X>a

En ocasiones se denomina a esta funcion utilizando la letra H en honor al

. . - 0 x<a
ingeniero Heaviside, Ha(x) = { /
1 X>a

Sea u(x) = ug(x); esta funcion en el intervalo [0, «) coincide con la funcion
constante 1. A partir de ella, y mediante una traslacion, se puede expresar
Ua(X), es decir, ua(x) = u(x — a).

Transformada de Laplace de la funcién de Heaviside

0
—SX —Sa
. © ®© = e e
S|a>0:>I eSXua(x)dx:j e SXdx = = , Vs > 0.
0 a ) S
a

Sia<0= I:e_sxua(x)dx = I(:Oe_sx 1.dx = % vs > 0.

Por lo tanto:

Sia >0 entonces L{ua(X)} = © ,
S
Sia <0 entonces L{ua(x)} = 1, definidas para todo s > 0.
S

En particular si a = 0, entonces L{u(x)} = 1, definida para todo s > 0.
S

Distribucién delta de Dirac
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La delta de Dirac se utiliza para representar fuerzas externas de gran
magnitud aplicadas durante un intervalo de tiempo muy breve, es decir,
aplicadas en un instante.

En términos matematicos se puede definir como el limite de una sucesion
de funciones definidas en intervalos que contengan a un determinado punto a
cuya longitud tiende a cero, de manera que la integral de cada una de ellas
vale 1. Este limite no es una funcion, sino una distribucién, (ver el capitulo de
historia de las ecuaciones diferenciales), ya que la sucesion de funciones en
cada punto distinto de a tiende a cero mientras que en a tiende a infinito,
mientras que se impone que la integral valga uno.

De manera formal se puede definir como:

Definicién 9.4.6:

La delta de Dirac es una distribucion d,, a € R definida por:

1. 3a(x) =0, x# a.

2. da(a) = .
F _[1  siaelbc]
3. £6a(x).dx = {0 < e ltc]

Si se define 8(x) = 8o(X), entonces se observa que: 8,(X) = 6(x — a).
Transformada de Laplace de la delta de Dirac
Para todo a > 0 se considera la funcion pp(X) = ua(X) — Ua+n(X), h > a. Esta

funcion se anula en todos los puntos excepto en el intervalo [a, a + h) que toma

. 1 : .
el valor 1. Para que en este intervalo tome el valor o se considera la funcion

gn(x) = %(ua(x) — Ua+n(X)). De esta forma I;oqh(x)dx =1, se tiene que el limite

de las funciones qn(x) cuando h tiende a 0" es 54(x).
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Se calculan la transformada de Laplace de la funcion gn(x):
o 1 a+h _ -1 . -
L — SX - . SX - = s(ath) _ 4-sa '
(@00} = [ e an(x)dx = [ 7 Te™dx = (e — )

Se calcula el limite cuando h tiende a 0™:

—-sa -sh —-sh
. e 1-e . . se .
lim ( ) - e lim =™
h—0* sh h—0* S
Por lo tanto:

L{8a(x)} = €7,
paratodos >0y
L{8(X)} = 1.
Ejemplos resueltos

Ejemplo 9.4.5: Calcular las transformadas de Laplace de las funciones f(x)

yg()—| para a > 0.
X+a
a
|X_a| _ [® _.-sx |X | _ (@ -sx —sX e
L{E _joe b ldx = jo (1)dx+j dx = = 0+

= + = ,S$>0.
S S S

o0
o= SX } eS8_1 oS8 gga-sa_q

X+a X +a
L{u} = J.Ooe_sxgdx = J.Ooe_sxdx = 1' s> 0.
X+a 0 X+a 0 S
Ejemplo 9.4.6: Calcular la transformada de Laplace de la funcién f(x) =

E[X] (parte entera de x) definida en [0, ).

o0 2 3 4
L{E[X]} = Io e S E(x)dx = J'l e SXdx + 2.[2 e SXdx + 3J'3 e SXdx + ...+
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2 3 4 n+1
1 —SX —SX —SX —SX
nJ.n+e‘Sde+...: } +2.8 +3.8 +..+nS +..=
n -S -S -S -S
1 2 3 n
— __1 (e-25 _ e-s + 2e 3s _ 2e-25 + 3e-4s _ 3e-3s + .+ e-(n+l)s —e ns 4 ) —
S
00 -S
= l(e'S +e®+e®+ +e™+. )= 1-Ze_ns -1._¢ 7\ Sl
S S S 1l-e s(e” -1)
Por lo tanto:
1
L{E[X]} = 1
s(e” -1)

Ejemplo 9.4.7: Expresar mediante la funcion de Heaviside la funcién
0 Si0<x<3

f(x) = { 0

2 Si x>3

y calcular su transformada.
La funcion f(x) se puede expresar por f(x) = 2usz(x) = 2u(x — 3), por lo

-3
tanto: L{f(x)} = 2L{u(x=3)} = 2% ; >

Ejercicios
9.14. Comprobar que la funcién de Heaviside se puede expresar por:

el 1

1xz4,
Ua() = 92 x-a
1 si x=a

Six%a

N |

Calcular su transformada utilizando esta expresion.

X—2 X+2
9.15. Calcular la trasformada de Laplace de la funcion f(x) = % + %
X— X+

9.16. Calcular la transformada de Laplace de la funcion f(x) = x — E[X] definida
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en [0, o).
0 x<0
-1 0<x<2
9.17. Dada la funcién f(x) = ,
-3 2<x<3
0 x=>3

Expresar mediante la funcién de Heaviside, u(x), la funcion f(x) y calcular

su transformada de Laplace.

9.4.3. Teoremas de traslacién y transformada de una

funcion periddica

Teoremas de traslacion

Teorema 9.4.6: Primer teorema de traslacion
Si F(s) es la transformada de Laplace de una funcién f(x) entonces F(s —
a) es la transformada de la funcién g(x) = e®-f(x), es decir,
L{e®f(x)} = F(s — a).

Demostracion:

Si F(s) = I:e_sx f(x)dx entonces L{e®f(x)} = j;oe—sx - e®f(x)dx =

I: e (5=)X f(x)dx = F(s —a). ]

Teorema 9.4.7: Segundo teorema de traslacion
La transformada de Laplace de la funcién f(x — a)-ua(x) es igual a ™ por
la transformada de Laplace de f(x), es decir,
L{f(x — a)-ua(x)} = e %L{f(x)}.

Demostracion:
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0 six<a
, por lo que:

La funcion f(x — a)-ua(x) = {f(x—a) six>a

L{F(x — a)-ua(X)} = jaw e S . f(x —a)dx,
haciendo el cambio x =t + a:
= L;D e S(t+a) f(t)dt = e j(;” e St.f(t)dt = eL{f(x)}. ]
Otra forma de expresar este teorema es:
L{g(x)-ua(x)} = e*%L{g(x + a)},
ya que L{g(x)-ua(X)} = J:O e S* . g(x)dx, haciendo el cambio x =t + a:
L{g()-ua()} = [ e g(t+a)dt = e [ ‘e *.g(t+a)dt = e L{g(x +a)}.

Transformada de una funcién periddica

Proposicion 9.4.8:
Sea f(x) una funcién periédica de periodo T; se supone que f(x) es
continua a trozos en (nT, (n + 1)T) y tiene limites finitos en los extremos de este

intervalo; entonces:

T
T Ioe SX£(x)dx .
—-e

L{F()} =

Demostracion:

L (n+)T

L{f0)} = [le=fOaax = 3 |
n=0

e S*f(x)dx.

Para cada n > 0 se hace el cambio de variable u = x — nT en la integral

J- (n+1)T

e f(x)dx . Se tiene:
nT
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J- (n+1)T

—SX _ (T —s(u+nT) _ _-snT [T _—su
e f(x)dx—J.Oe f(u+nT)du = e joe f(u)du.

Por lo tanto:

L{f(X)} = {i e ST ] : j ; e SUf(u)du.
n=0

e 0]
La expresion Ze_S”T es una serie geométrica de razén e*'. Paras > 0
n=0

se tiene e < 1, por lo tanto:

de lo que se deduce que:

1 (T
L{f(X)} = H__Tsjo e~ (x)dx. [

Ejemplosresueltos

Ejemplo 9.4.8: Comprobar que L{e*sen(bx)} = S b y que
(s—a)*+b’
L{e™cos(bx)} = —>2 _ vs>0.
(s—a)*+b®

L{sen(bx)} = ZLb Vs > 0, aplicando el teorema 9.4.6 se tiene que
S’+

L{e*.sen(bx)} = L Vs >0.
(s—a)*+b®

Analogamente L{cos(bx)} = ZLb Vs > 0, por el teorema 9.4.6:
s’+

L{e*.cos(bx)} = ,Vs>0.

S
(s—a)*+b?

Ejemplo 9.4.9: Calcular la funcion f(x) cuya transformada de Laplace es
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S+2

F(S)= ———.
() s*4+2s+5

La funcion F(s) se puede expresar por:

s+1 + 1 _ s+1 + 1 2
(s+1)2+2% (s+1%2+2%2 (s+1?+22 2 (s+1)%+2?
Por el primer teorema de traslacion:

% = L{e™-.cos(2x)}, % = L{e™-sen(2x)}
(s+1)“+2 (s+D)“+2

Al aplicar la linealidad de la transformada de Laplace, se tiene que la

funcion cuya transformada es F(s) es f(x) = e™-cos(2x) + %e'x-sen(Zx)}.

Ejemplo 9.4.10: Expresar mediante la funciéon de Heaviside y calcular la

0 xe[0,1
transformada de Laplace de la funcion f(x) = <l01) :
2x-3 Xe[1,:0)
f(x) = (2x — 3)-u1(x) = (2x — 3)-u(x — 1).
Se aplica el segundo teorema de traslacion:

L{f09} = L{(2x - 3)-u(x = 1)} = L{(2(x = 1) - 1)-u(x — 1)} = e™(2L{x} - L{1})

Ejemplo 9.4.11: Calcular la transformada de Laplace de la funcion f(x)

X xe[0,1)

periddica de periodo T = 2 definida en [0, «) tal que f(x) = :
X—2 xe[1,2)

. 1 2 _sx - 1 1 —sx 2 oya—SX
L{f(x)}_l_e_ZSjoe f(x)dx—l_e_ZSUOxe dx+L(x 2)e~S*dx

Estas dos integrales se calculan por partes:

1 _ —-S
j Xe_SXdX = ﬂ,
0 2

S
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—e _(s-1eS

2 —SX —
Il(x—Z)e dx = <2 :

y por lo tanto:
2s

7% _(s+1+s-1)e”S +1J _1-2se S -e”
s

1
f =
L{ (X)} 1 e_zs 2 82(1_e—23 )

Ejercicios
9.18.Calcular la funcién f(x) cuya transformada de Laplace es F(s) =

2
s2 +10s + 41

9.19. Hallar la funcién f(x) conociendo que su transformada de Laplace es F(s)

s-5
s?2 _6s+13

9.20. Hallar la transformada de Laplace de la funcion f(x) = senx-u(x — 2n).

9.21. Expresar mediante la funcion de Heaviside y calcular la transformada de

-1 Si 0<x<2

Laplace de la funcion f(x) = {x-3 Si 2<x<3.
0 Si X>3

senx
9.22.Calcular la transformada de Laplace de la funcién periodica f(x) = u
senx

9.23.Calcular la transformada de Laplace de la funcién periédica de periodo T

= 2, tal que f(x) = {); i:izl;

9.4.4. Transformadas de derivadas e integrales

La transformada de Laplace tiene una especial importancia para la
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resolucion de ecuaciones diferenciales porque, como se vera a continuacion,
transforma una ecuacion diferencial en una ecuacion algebraica, con lo cual se
puede calcular facilmente la transformada de Laplace de la solucion de la
ecuacion diferencial y, utilizando el proceso inverso, obtener la solucion
buscada.

Para poder usar la transformada para resolver problemas de ecuaciones
diferenciales y sistemas de ecuaciones es necesario, entonces, encontrar la

relacion entre la transformada de una funcion y la de su funcion derivada.

Transformada de una derivada

Proposicién 9.4.9:
Si f(x) es derivable hasta el orden n y f(x) y sus derivadas son de orden
exponencial entonces:
L{fY(x)} = s"-L{f(x)} — s"1f(0") = s"2f(0") — ... = f" (0.
Demostracion:
Se demuestra por induccion sobre n.

Paran = 1:
L{FOo} = | ;Oe_sxf' (x)dx
integrando por partes:

I;Oe_sxf'(x)dx = g SX .f(x)EO + S-I;Oe_sxf(x)dxl

por ser f(x) de orden exponencial lim e™>*f(x) = 0; por lo tanto:
X—>0

L{F (9} = s-L{f(x)} - f(0"),
que verifica la hipotesis de induccién.

Se supone cierta para n — 1, es decir:
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L{f"Y ()} = s"LL{F()} — s™2H(07) — s™F(07) — ... - 72(0),

y se comprueba que se verifica para n:
L{f(x)} = j “e M) (x)dx .
0
Al integrar por partes:

© L-sx¢n) — a—SX £n-1) [ a-sxgn-1)
joe fM(x)dx = e~SX .f (x)E+sjoe 1D (x)dx

aplicando que f"9(x) es de orden exponencial lim e ("D (x) = 0, se tiene:

L{f 0} = — 7(0") + s LI D00}
por lo tanto:
L{V(x)} = s™L{f(X)} = s"-f(0") = s"2F(0*) — ... — f"1(0"). [

Esta propiedad es muy importante ya que permite asegurar que la
transformada de Laplace transforma derivadas en productos, lo que va a hacer
posible transformar una ecuacion diferencial en una ecuacion algebraica, y
resolverla a mediante simples operaciones algebraicas.

Ademas cuando f(0") = f(0") = ... = f*2(0") = 0 la férmula se simplifica y se
obtiene que L{fY(x)} = s™L{f(x)}

Si la transformada de una derivada proporciona un producto, cabe
esperar que la transformada de una integral, operacion inversa de la derivada,

proporcione una division.

Transformada de una integral

Proposicion 9.4.10:

X
Si f(x) es continua a trozos y de orden exponencial entonces _[f(t).dt es
0
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de orden exponencial y verifica:

L+ [ro.c _ Lo,
0 S

Demostracion:

X
jf(t)dt es de orden exponencial ya que al serlo f(t) se cumple que:

0

X X X

jf(t)dt < j|f(t)|dt < MjeCtdt <M e™
0 0 0

Para calcular su transformada:

X X
—_ [® _-sx
L{J.f(t).dt} = jo e [J.f(t)dtde,
0 0
se integra por partes:

0

f:e_sx[zf(ﬂdtJdX = —%eSXIf(t)dt} + 2] 7(x)- e Fx.

0

X
Al aplicar que jf(t)dt es de orden exponencial, por lo que
0

X
lim e‘sx_[f(t)dt =0, se tiene que:
X—0 0

L{ | f(t).dt} - % LG} O
0

Si el limite inferior de la integral no es 0 sino a > 0, ésta se puede

X X a a
expresar como: t)dt = t)dt — t)dt. Como t)dt es una constante
f(t)d f(t)d f(t)dt. C f(t)d
a 0 0 0
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kyL{k} = g s > 0, se tiene que:

X 1 1 a
L{J.f(t).dt} =~ L{f00} - ;jf(t)dt.
a 0

Proposicién 9.4.11:
Si F(s) es la transformada de Laplace de una funcion f(x) y F(s) es
derivable hasta el orden n, entonces:
F(s) = (=1)"-L{x"f(x)}.
Demostracion:
Se demuestra por induccion.

Se comprueba primero que F'(s) = (—1)-L{x-f(x)}:
— [P ,-sx
F(s) jo e SXf(x)dx,
derivando con respecto a s:
F(s) = I:(—x) -e¥f(x)dx = (—1)-'fome’sx(x-f(x))dx = F(s) = (-1)-L{x-f(x)}:
Supuesto cierto que F"(s) = (-1)"*L{x"*-f(x)}, al derivar con respecto a s

en F*(s) = D)™ L:O e—SX(x”‘1 -f(x))dx, se obtiene que:

FI(s) = (D)™ (%) - &7 (£ (x)ax,

por lo tanto FV(s) = (=1)™L{x"f(x)}. [
Corolario 9.4.12:
La transformada de Laplace de la funciéon f(x) = x", n € N es la funcion:

n!

Sn+1

F(s) =
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n!

sn+1

L{x"} =

Es una consecuencia inmediata de la proposicion anterior ya que L{x"} =

d" d" (1 -)"-n! _ nl
0 = (—1)”-—n(—j ENE

ds ds" \s shtl st
Este resultado ya se habia demostrado de otra forma en el ejemplo 9.4.4.
Proposicion 9.4.13:

Si F(s) es la transformada de Laplace de una funcion f(x) y existe la

f(x)

transformada de ——~ entonces:
X

_[°°|:(t)dt =L{m}.
S X

Demostracion:

Sea g(x) = ) y G(s) = L{g(x)}, entonces f(x) = x-g(x), por la proposicion

X

9.4.11 se obtiene: di(L{g(x)}) = (-1)-L{x-g(x)} = (-1)-L{f(x)}, es decir, G'(s) =
S

—F(s); integrando esta expresion entre s e w:

JwG'(t)dt :—IOOF(t)dt — G(s)— lim G(s) = IwF(t)dt.
g S S

S—®

Al ser G(s) la transformada de Laplace de una funcién por el corolario

9.4.3 lim G(s) =0, por lo tanto G(s) = IwF(t)dt .0
S

S—©

Proposicion 9.4.14:

Si F(s) es la transformada de Laplace de una funcién f(x), entonces:

j:’@dx = JOOOF(s)ds,

siempre que estas dos integrales sean convergentes.
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Demostracion:
Fs)= [ e S*f(x)dx.
() = [ e f(x)dx
Integrando respecto a s se tiene que:
_ [ ®,-sx
E[F(s)ds = jo jo e f(x)dxds .

Cambiando el orden de integracion:

IF(s)ds = j;of(x)(jgoe—sxds]dx.

© _-sx 1 -
Como Jo e ~7ds = — parax, s >0 se tiene que:
X

TF(s)ds = jj@dx. 0
0

Esta férmula se utiliza para calcular el valor de ciertas integrales que no

se pueden resolver por otros metodos.

Ejemplos resueltos

Ejemplo 9.4.12: Sabiendo que L{e*-f(x)} = 2; Calcular:
S —-25+2
3X
) L{&}
X
b) L{x-f(x)}.
a) Si F(s) = L{f(x)} entonces L{e*f(x)} = F(s — 1) = _ por lo tanto

(s-1)72+1

F(s) = —— = L{e* (0} = F(s - 3) = ——

s?+1 (s-3)%+1
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por la proposicion 9.4.13:

3X o
L{w} = ;dt = arctg(t—?,)];o = — —arctg(s — 3).

i
X S (t-3)% +1 2

b) L{x-f(x)} = — F'(s) por lo tanto: L{x-f(x)} = _(;j_s(silj = (Szzfl)z '

Ejemplo 9.4.13: Utilizar la transformada de Laplace para calcular el valor

senx
X

dx

de la integral r

Ya que L{senx} = Zil utilizando el resultado de la proposicion 9.4.14, se
S’+

= arctgsy = .

tiene que J.OO SeMX 4x = J.OO 5

0 X 05241

Ejercicios

9.24. Sabiendo que L{e*-f(x)} = ard
s -2s+1

. Calcular a) L{f(?’x)
X

}, b) L{f(3x)}.

9.25. Calcular la transformada de Laplace de f(x) = 1(cos ax — cos bx).
X

9.26. Utilizar la transformada de Laplace para demostrar que:

2
Jwe_sxlc#dx =T, 5 : — arctg s.
0 X 2 2 |s“+1

9.4.5. La convolucién

La convolucion aparece en numerosos contextos. Una interpretacion
habitual en la teoria de sistemas lineales es la siguiente: Si g(x) mide el efecto
de un sistema lineal independiente del tiempo cuando dicho sistema recibe un

impulso en x = 0, la convolucion mide el efecto de suministrar al sistema un
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impulso f(x) distribuido a lo largo del tiempo. Es decir, la convolucién se
presenta en aplicaciones en las que el comportamiento del sistema no solo
depende de su estado en ese instante, sino también de su historia pasada.

Definicién 9.4.9:
Si f(x) y g(x) son dos funciones continuas definidas para todo x > 0 se

define convolucion de fy g, y se notara f * g, a la funcién definida por:
X
(f* 9)0) = [f(x=t)g(t)dt .
0

La convolucidn tiene muchas de las propiedades de la multiplicacion

ordinaria, pero no es cierto que f* 1 seaigual a f.

Propiedades de la convolucién

1. Conmutativa: fxg=g = 1.

Demostracion:

En (f = g)(X) = jf(x—t )g(t)dt se hace el cambio de variable u = x —t:

X o X
[1x-tg(t)dt = [f(uyg(x=u)(~Ddu = [g(x ~u)(u)du = (g * H(x), por
0 X 0

lo tanto (f * g)(x) = (g * f)(x) para todo x > 0. [
2. Asociativa: (f+g) *h=1f=* (g * h).
3. Distributiva: f*(g+h)=f*g+f=*h.

Definicion 9.4.9:

Se dice que 6 es una funcion nula si jH(t)dt = 0 para todo x > 0.

Es evidente que la funcion idénticamente 0 es una funcién nula, pero



587 Capitulo 9° Ecuaciones diferenciales © M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA

también son nulas las funciones que solo tienen un nuamero finito de valores
distintos de cero o un namero infinito pero numerable. De estas funciones solo
la idénticamente cero es continua.

4. SioX)=0vVx=>f+*0=0=xf=0

Las demostraciones de que se verifican estas tres ultimas propiedades se
proponen como ejercicios.

En el siguiente teorema se observa como la convolucion, que es una
operacion integral, se convierte mediante la transformada de Laplace en un
producto, que es una operacion algebraica.

Teorema 9.4.15: Transformada de Laplace y convolucién

El producto de las transformadas de Laplace de dos funciones f(x) y g(x)
coincide con la transformada de la convolucién de fy g, es decir:

L{fCO)}-L{g(x)} = L{(f * 9)(x)}.

Demostracion:

Si F(s) = L{f(x)} y G(s) = L{g(x)} entonces

Fs)G(s) = ([ e ' f(t)at)([ e *g(u)du) =

Igojgoe—s(t+u)f(t)g(u)dtdu £ I:(I:G_S(Hu)f(t)dtjg(u)du.

Se realiza el cambio de variable x =t + u, para un valor fijo de u, se tiene:

F(s)-G(s) = j;ouljoe"sxf(x—u)dxjg(u)du =

I;Ije_sxf(x—u)dxg(u)du.

La integracion se realiza en la mitad del primer cuadrante xu que verifica x

> u, al invertir el orden de integracién 0 < u <X, por lo tanto:



© M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA Transformada de Laplace 588

F(s)-G(s) = I:(J;e_sxf(x —u)g(u)du}dx =

| :’ e( | 0 f(x—u)g(u)dujdx = L{(f * )},

de donde resulta que:
F(s)-G(s) = L{(f * g)(x)}. [

El teorema 9.4.15 permite obtener una funcion f(x) cuya transformada F(s)
se puede expresar como un producto G(s)-H(s) de dos funciones que son
transformadas de funciones conocidas, de forma que si G(s) = L{g(x)} y H(s) =
L{h(x)}, entonces f(x) = (g * h)(x).

Para aplicar la transformada de Laplace en la resolucion de ecuaciones
diferenciales, sistemas con coeficientes constantes y ecuaciones integrales, es

necesario un método que permita calcular la transformada inversa.

Ejemplos resueltos

Ejemplo 9.4.14: Calcular la convolucién de la funcion f(x) = cos x con la

funcion g(x) cuya transformada es G(s) = 11

s—1’
. 1 X
SiG(s) = <1 = g(x) = e”, por lo tanto:
S_
X

(f* g)(X) =cos x * & = jcos(x —t)-e'dt,
0

al integrar se obtiene:

(f * g)(x) = % (sen X — cos x + e).
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1
Ejemplo 9.4.15: Si f(x) = {4

si 0<x<a a si 0<x<a
boUsX yg(X)={ |
0 si Xx>a

0 Si x>a

Calcular L{(f * g)(x)}.

1- e—as

as

Lﬁa»=jj§e®wx:

a(l-e )

Lwa»=ﬁaeﬂwx: :

Por el teorema 9.4.15:

L{(f * g)(x)} = L{FO)RL{g(x)} = (1_2—)

Ejercicios
9.27.Sean f(x) = 1, g(X) = x, h(x) = x* y j(x) = cos x. Calcular:
a) (f = f)(x), b) (f=g)(x), ¢c)(g*09)x), d) (f=xh)(x), e)[*])X).
9.28. Calcular la convolucién de la funcion f(x) cuya transformada es F(s) =

con g(x) = e,

(s +1)2

9.29.Demostrar las propiedades asociativa, distributiva y de la funcidn

idénticamente cero de la convolucion.

9.4.6. La transformada inversa

Para que la transformada tenga utilidad es necesario que exista algun
procedimiento para hallar la inversa de la misma. La transformada inversa es
también un operador lineal y puede no ser Unica, aunque no puede diferir sobre
un intervalo de longitud positiva puesto que sélo puede ser diferente en puntos
aislados. Ahora bien, la transformada inversa de una funcién continua si es
anica, como se prueba en el teorema siguiente, y éste es el tipo de solucién
gue buscamos en muchas aplicaciones.

Teorema 9.4.16:

Si dos funciones continuas y de orden exponencial, f(x) y g(x), definidas
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en [0, ), tienen la misma transformada de Laplace entonces f(x) = g(x) para
todo x >0.

Demostracion:

Si L{f(x)} = L{g(x)} entonces I;e_sxf(x)dx = jgoe—sxg(x)dx, por lo

tanto I;O e X(f(x)—g(x)) dx =0, luego e*(f(x) — g(x)) es una funcion nula,

como es continua es idénticamente cero, por lo que e**(f(x) — g(x)) = 0 para
todo x >0, entonces f(x) = g(x), Vx >0. [J

Este teorema garantiza la unicidad de la transformada para funciones
continuas lo que va a permitir resolver problemas que se simplifican mediante
esta transformacion y obtener la solucién a partir de su transformada.

Notacion

Por convenio se suele utilizar la misma letra, pero en mayusculas, para

expresar la transformada inversa de una funcion: Asi: L{f(x)} = F(s); L{g(X)} =
G(s); L{y()} = Y(s)...

Transformadas inversas de funciones racionales

Sea F(s) = L{f{(xX)} y F(s) = % siendo p(s) y g(s) polinomios sin raices

comunes y grado(q(s)) > grado(p(s), ya que por el corolario 9.4.3 debe

verificarse que |lim F(s) = 0.
S—®

p(s)
a(s)
simples. Segun el tipo de raices de la ecuacion g(s) = 0 se pueden considerar

Para calcular L™{F(s)} se descompone en suma de fracciones

los siguientes casos:

Caso 1°: Las raices de g(s) = 0 son reales y simples.

: : A
En este caso las fracciones simples son de la forma — y como L{e*} =

L s>0, setiene que L'l{i} = Ae®
s-a s-a

Caso 2°: Las raices de qg(s) = 0 son reales y multiples.

Si a es una raiz mdultiple la fraccién correspondiente en la descomposiciéon
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es de la forma ,meN, m>1.

(s-a)"
. L n! . L.
Utilizando la expresion L{x"} = ——y el primer teorema de la traslacion
Sn+

9.4.6: L{e*f(x)} = F(s — a), se obtiene que L{e™*x"} = , por lo que

(S _ a)n+1

—1I
L{e¥x"1} = M Se verifica que:

(s-a)"
L-l A — A .eax'xn-ll
(s—a)™ (n-1)!

Caso 3°: Las raices de q(s) = 0 son complejas y simples.

Si a * bi son raices complejas conjugadas la fraccion correspondiente en

L, Ms+N
la descomposicion es de la forma ————— que se puede expresar:
(s—a)*+b*
Ms+N M(s-a)+Ma+N _ M (s-a) + Ma+N b
(s—a)*+b* (s—a)*+b? (s—a)’+b? b (s—a)’+b?

De las igualdades: L{cos bx} % L{sen bx} = ZLbz y del primer
s+

2

s’+b
teorema de traslacion, se deduce que:

4y WS
(s—a)® +b?’

S—a

L{e*cos bx} = 37
(s-a) +b

L{e*sen bx} =

se obtiene entonces:

Lt {ﬁ} = e®.cos bx
-a)’+

Lt {ﬁ} = e®.sen bx
s-a)’+

por lo tanto

L'l{ Ms+N .e®.sen bx.

_MStN_ |- Mme™cos bx + MaN
(s—a)*+b®

Caso 4°: Las raices de g(s) = 0 son complejas y mdltiples.

Sin considerar el caso general se calcula la inversa de tres tipos de

funciones que aparecen con mucha frecuencia:
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F(s)= —> G(s) = L y H(s) = 1
(52+a2)2 (52+612)2 (sz+a2)2

F(s) se puede descomponer en un producto de funciones de transformada

conocida:
s 1 a s
M) = o . 2. 2 2.2
(s?+a%)? a s“+a‘ s“+a
s .
Al ser L{cos ax} = ——— Y L{sen ax} = Y al aplicar el teorema
s“+a s“+a

de la convolucién 9.5.15 se obtiene:

X
Lt ﬁ = 1(cos ax *sen ax) = a3 Icos a(x —t)sen(at)dt =
(s®+a”)] @ 20

1 J.(sen(ax)—sen(ax —2at))dt .
2a 5

Basta entonces resolver la integral:

L1l SA L[l Ldon ax
(s? +a%)?| 2a '
2

! s -
Para calcular la transformada inversa de G(s) = ————— se utiliza el
2, ,.252
(s®+a%)
resultado anterior, es decir:

S

1
—L{xsenax.}= ———,
2a (SZ +a2)2

al tener en cuenta que L{(x-sen ax)’.} = s:L{x-sen ax.} — 0, se tiene:

2

1 S
—-L{(x-senax)'.}= ———,

o L '}= 7

por lo tanto:
2
) S
L ——— 5 = i(sen ax + ax-cos ax).
(s +a“) 2a
. 1
Para calcular la transformada inversa de H(s) = ———— se vuelve a
(32 +a? )2

utilizar el teorema de la convolucion descomponiendo la funcion en un producto

de funciones de transformada conocida.
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1 1 a a
NS = 53 3 2. 2 2.2
(s?2+a%)? a‘ s“+a° s“+a
a .
ya que L{sen ax} = ———, se tiene que:
s? +a

X

- 1

Lo L enaxssenag = L [sena(x - tsen(atyt =
(s©+a“) a a? |

_ X

— | (cosax —cos(ax - 2at))dt,

2a“ |

resolviendo la integral:

L'l{ 5 1 5= 1 12 -(lsen ax — X-cos ax).
(s© +a“) 2a“ 4

Ejemplos resueltos

Ejemplo 9.4.16: Calcular la transformada inversa de la funcion F(s) =

S

33—32+s—1

Se factoriza el denominador: s° = s? +s — 1 = (s = 1)-(s* + 1); por lo tanto:

S 1 s
s¥-s?+s-1 s-1s'4l

se utiliza que:

L{e} = AN y L{cos x} = i, se tiene que:
s-1 s+l

] s :
Ll{ T } = cosx * e* = jcos(x—t)-e‘dt,
s’ —s“+s-1 o

al integrar se obtiene:

L*t S = 1(sen X — COS X + €%).
s3-s?4+s-1] 2

Ejemplo 9.4.17: Calcular L'l{—lz} utilizando el producto de
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convolucion.

L{(f * )(¥)} = L{f(x)}-L{g(x)} = f +12 = S+zl‘ :

S +S S s? 41
Logy= 3t =2t L =14x,
s? s g2
1 _
L{g(x)} = —— =9(x) =senx.
s +1

X

L'l{%} = (f * g)(x) = £(1+x—t)-sentdt.

Integrando por partes se obtiene:

L'l{s—ﬂ} =1+ X - COS X — Sen X.

s% 152
. 1 si 0<x<a a si 0<x<a
Ejemplo 9.4.18: Sea f(x) = 1 5 “T T T yox) = . :
0 six > a 0 st x>a
Calcular (f = g)(x).
] (1_ e—as )2
En el ejemplo 9.4.15 se habia calculado L{(f * g)(x)} = ——————, por lo
S

tanto es suficiente calcular la transformada inversa de esta funcién.

L (1_e—as )2 ¥ L_l{i} ot e—as e e—2as
82 82 82 S2
L'l{iz} = X;
S

Por el teorema 9.4.7 se tiene:

L'l{e_as } = (x — a)-u(x — a),

S2
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-2as —2as -2as
L)€ =418 =22.L1E .
{ s? } {(23)2} ( {(25)2})

Aplicando ahora el teorema de traslacion 9.4.7 y la proposicion 9.4.5 para

7:
1
N |-

-2as
L'l{e 5 } = 2[§—aj u(x — 2a) = (x — 2a)-u(x — 2a).

S

Por lo tanto:

(f*xg)(X) =x-2(x—a)u(x—-a)+ (x—2a)u(x—2a), vx>0

Ejercicios

2
9.30. Calcular L* In(zs_lj .
2s+1
—SX

9.31.Sabiendo que L{f(x)} = iz y L{g(X)} = >
S s +1

. Calcular (f = g)(x) de dos

formas distintas:
a) Calculando f(x) y g(x) y aplicando la definicion de convolucién.

b) Descomponiendo en fracciones simples el producto L{f(x)}-L{g(x)} vy
calculando la transformada inversa de cada sumando de la

descomposicion.

9.4.7. Aplicaciones

1. Resoluciéon de ecuaciones diferenciales lineales

Las caracteristicas esenciales del método para resolver ecuaciones
diferenciales lineales mediante la transformada de Laplace son las siguientes:

Paso 1. Aplicar la transformada de Laplace a los dos miembros de la
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ecuacion diferencial.

Paso 2: Resolver el problema algebraico despejando la transformada de
la funcion solucién de la ecuacion

Paso 3: Calcular la transformada inversa de la funcion obtenida.

Este procedimiento es especialmente (til en ecuaciones lineales
completas, no homogéneas, cuando la funcién b(x), que determina que la
ecuacion sea no homogénea, es una funcién continua a trozos, que se puede
expresar mediante la funcion de Heaviside, o es la distribucién delta de Dirac.

Asi, si se aplica la transformada de Laplace a una ecuacion lineal con
coeficientes constantes de segundo orden:

y"(x) +py'(x) + qy(x) = b(x)
se obtiene:

L{y"(x) + py'(x) + ay(x)} = L{b(x)} = L{y"(x)} + pL{y’(x)} + aL{y(x)} = L{b(x)}

Las transformadas de las derivadas de y(x) se pueden expresar en
funcién de Y(s) = L{y(x)}. Llamando B(s) a L{b(x)} se tiene:

s%-.Y(s) - s-y(0) - y'(0) + p(s-Y(s) - y(0)) + qY(s) = B(s)

Se despeja Y(s):

V(g = BE)(ps)y(0)+y (0)

S +ps+(Q

Al aplicar la transformada inversa se obtiene:

y(x) = LHY(s)}.
Para poder aplicar este método es necesario que y(x), y'(x), y’(x) y b(x)
tengan transformada de Laplace, lo que se verifica siempre que exista la
transformada de b(x) y para esto es suficiente que b(x) sea una funcidn

continua, o continua a trozos, y de orden exponencial.
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También se puede aplicar la transformada de Laplace a ecuaciones que
no tienen coeficientes constantes siempre que exista la transformada de las
funciones que intervienen en la ecuacion.

Con este método se obtiene una representacion integral de las soluciones
de la ecuacion de Airy: y” = x-y. Para resolver este problema es conveniente
hacer previamente el cambio de variable de x por —x para evitar crecimientos
mas rapidos que el exponencial. La transformada de Laplace proporciona una
representacion integral de las funciones de Airy en el eje real negativo que es

valida en todo el campo complejo mediante prolongacién analitica.

2. Resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales

La transformada de Laplace también se utiliza para resolver sistemas de
ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes. El procedimiento es
similar al que se ha expuesto para resolver ecuaciones diferenciales.

Paso 1: Aplicar la transformada de Laplace a las ecuaciones del sistema.

Paso 2: Resolver el sistema de ecuaciones algebraico para despejar las
transformadas de las soluciones del sistema.

Paso 3: Calcular las transformadas inversas de las funciones obtenidas.

También en este caso cuando se conocen las condiciones iniciales no es
necesario obtener primero la solucion general y a partir de ella la solucién
particular que verifica dichas condiciones, ya que se incorporan de forma
automética en las soluciones.

Este método se puede aplicar no sélo a los sistemas lineales de primer

orden sino también a los de orden superior.
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3. Resolucién de ecuaciones integrales

Las buenas propiedades de la transformada de Laplace al actuar sobre la
convolucién permiten también resolver ecuaciones integrales.
El método es similar al estudiado para ecuaciones y sistemas lineales.

Asi, por ejemplo, para resolver la ecuacion integral:

a-y(x)+ [ g(x -0 y(O-dt = 169

se sigue el siguiente procedimiento:
Paso 1°: Aplicar la transformada a la ecuacion:
aL{y(x)} + L{g()}-L{y(x)} = L{f(x)}.

Paso 2°: Despejar la transformada de la funcion incognita:

L{f(x)}
a+L{g(x)}

L{y(x)} =

Paso 3°: Calcular la transformada inversa.

Esta técnica se utiliza para obtener la expresion la curva tautécrona, que
es un caso particular del problema mecanico de Abel, y consiste en determinar
la ecuacion de la curva que adopta un hilo por el que se desliza sin friccion,
hacia abajo, por la accién de su peso, una bola de masa m, a partir de una

funcidén dada que expresa el tiempo de bajada. En nuestro caso para calcular la

ecuacion de la curva tautdcrona se supone que esta funcion es constante.

4. La curva tautocrona

Dado un hilo en forma de curva suave y un bola de masa m que parte del
reposo y se desliza sin rozamiento hacia el origen de coordenadas bajo la
accion de su propio peso, se trata de encontrar la ecuacion de la curva para la

que el tiempo de descenso, cualquiera que sea el punto de la curva en el que
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se coloca la bola, sea constante.

Sea P(x, y) el punto de partida y Q(z, u) cualquier punto intermedio. Si la
forma del hilo viene dada por la funcién y = y(x), el tiempo total de descenso
t(y) sera una funciébn que depende de la altura inicial y que se considera
constante t(y) = to.

Para pasar de P a Q aplicando el principio de conservacion de la energia

se tiene que: %m'vz = mg-y — u). La velocidad es v = z—f por lo tanto z—f =

ds : .
—/29(y-u) = dt = ——————. Aplicando que ds = s’(u)-du e integrando se
V29(y-u)
obtiene:
y s'(u)du y s'(u)du
() = (u) (u)

1
0 J2g(y -u) 2990 Jy-u

Aplicando la transformada de Laplace a esta ecuacion:

1 y s'(u)du
L{t(y)} = —L (9.4.2)
/29 {.[0 ly —u ]
. y s'(u)du W . ) _
La integral I es la convolucién de las funciones s'(y) y g(y) =

1 ¥ .,
——, utilizando (9.4.1) y el teorema de la convolucién:

Wy

L{(s’ * )y} = LIS)IL{GY)} = LS ()} \E .

Se sustituye este resultado en (9.4.2) y se obtiene:

L{s'y)} = 2% L{ty)) (9.4.3)

., t
La funcidn t(y) es constante, t(y) = to, por lo que L{t(y)} = ?O, por lo que:
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L{s'(y)} = wfz—gs '%0 =429 %\E = k\/é, siendo k = \/Et;o

Se calcula la transformada inversa: s'(y) = k- \/i .
y

2 2
Como s'(y) = 1+[d—XJ = LS. 1+[
dy

dsz dx | |k?-y

y dy) “dy | vy

j k2_ydy.

y

Se hace ahora el cambio de variable y = k*sen® a:

2
X = 2k2J~cos2 o-do = k7(20& sen 2a) + C,

2
se expresay en funcién de 2a: y = k? (1 — cos 2a).
Se impone la condicion de que la curva pase por el origen (0, 0) por lo

gue se obtiene que C = 0.

2

Llamando r = k? y 0 = 2a se tiene:

X =r-(6 + seno)
y =r-(1 — cosb),
gue son las ecuaciones paramétricas de la cicloide, la curva que describe un

punto de una circunferencia de radio r que rueda bajo la recta y = 2r.

2 2
k_ = g.to_.Por

T|:2

El radio esta determinado por la constante to ya que r =
tanto, si una cicloide esta generada por una circunferencia de radio r entonces

el tiempo constante de descenso es: tp = ﬂ\/z
g
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Ejemplos resueltos

Ejemplo 9.4.19: Resolver la ecuacién y” —y’ — 2y = 0, con y(0) = 1; y'(0) =
0, utilizando la transformada de Laplace.

Paso 1: Calcular la transformada de Laplace de la ecuacion y” —y’ — 2y =

[s*L{y} - s¥(0) - y'(0)] — [s-L{y} — y(0)] - 2L{y} = O,

Se sustituyen los valores iniciales y(0) = 1; y'(0) = 0, se obtiene:
(s*—s—s)L{y}—-s+1=0.

Paso 2: Despejar Y(s) = L{y(X)}:

s-1  _1/3 2/3
(s—2)(s+1) s-2 s+1

Y(s) = L{y(¥)} =

Paso 3: Aplicar la transformada inversa L™, para calcular la funcion y(x) a

partir de L{y(x)} :

1 )
Al observar que L{e*} = —— se deduce que la solucién buscada es:
a

— 1 2X 2 -X
Y09 = (5) y [E)e '

Ejemplo 9.4.20: Resolver la ecuacion diferencial y” + 3y’ + 2y = r(x); y(0) =
0;y'(0)=0,conr(x)=1en0<x<1,ycero en el resto.
Se resuelve aplicando la transformada de Laplace:

Paso 1: Calcular la transformada de Laplace de la ecuacion:

1 O0<x«<l1 -s
Como r(x):{o )<(>; :1—u(x—1):>L{r(x)}:é—e?,porloque:

Szl_{y()()] + BSL{y(X)} + 2|—{y(X)} _ l-es

l-e

s2Y(s) + 3s-Y(S) + 2Y(s) = (s* + 3s + 2)-Y(s) =
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Paso 2: Despejar Y(s) = L{y(x)}:

_ __l-e® g asy11 111
Ye) =Lk} = s(s+1)(s+2)_(1 © )(2 S s+1+2 s+2j'

Paso 3: Calcular la funcion y(x) a partir de L{y(x)}:

) 11 1
SiL = _.-_
g0y 2 s s+1

+%~ 1 entonces g(x) = e xile2x

S+2 2 2

Por el teorema 9.4.7, y(x) = g(X) — g(X — 1)-u(x — 1), por lo que:

l—e_x+1e—zx 0<x<1

2 2

2
(e-1e* —eTle"zx

y(x)=
x>1

Ejemplo 9.4.21: Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

2y, (X)+y, (X)=y,(X)=x

Y, (XY, (X)=X’ } con y1(0) = 1 e y(0) =0.

Paso 1: Aplicar al sistema la transformada de Laplace:

2L{y, ()R, (O y, (x)r=L X}}
Ly, OOy, (X)k=L{x" }

SiL{y1(X)} = Y1(s) y L{y2(X)} = Y2(s) se obtiene el sistema:

A

2(3:Y1(8) -1) +s:Y2(s) =0 - Y2(s) = <

SYi(s)—1+5Ya(s)—0= 2
s
Paso 2: Despejar Yi1(s) e Y2(s):

Se resuelve este sistema:

S'Yi(s)=1-sYy(s) + i
s3

Al sustituir en la primera ecuacion y despejar Y,(s) se obtiene:
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4-s
Ya(s) = ———,
s°(s+1)
gue se descompone en fracciones simples:

Y2(S) = __5+E_i+i’
s+1 s 52 53

Se despeja Yi:

1 2
Yis) = = = Yals) + -,
S S

Paso 3: Aplicar la transformada inversa L™, para obtener la solucién
pedida:

3
y1(X) = 5™ = 4 + 5x — 2x° + X?

ys(X) = —5e™ + 5 — 5x + 2X°.
Ejemplo 9.4.22: Calcular la solucién particular de la ecuacion diferencial
Xy’ + 2y’ + Xy =sen X, que verifica y(0) = 0.
Paso 1: Aplicar la transformada a la ecuacion diferencial:
L{x-y"] + L{2y’} + L{x:y] = L{sen x}.
Si L{y(x)} = Y(s) entonces L{y’(x)} = s-Y(s) — y(0) = s-Y(s),

L{y" ()} = s”-Y(s) — sy(0) - y’(0) = s*-Y(s) — y'(0),

L{x-y"(x)} = —:—s (s°Y(s) —Y'(0)) = ~(25Y(s) + 5°Y'(s))

L{xy(¥)} =-Y(s) y L{sen x} = ——,
s“+1

sustituyendo en la ecuacion:

1
52+1

— (2sY(S) + S2Y'(S)) + 25-Y(s) + (=Y'(s) ) =
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Y'(s)(~=s*=1) = 21 :
s +1
portanto:
-1
Y'(s) = ————— = Y(s) = L{x- - -
(s) (82+1)2:> (s) = L{xy(x)} 2112

Paso 3: Aplicar la transformada inversa:

1
(s*+1)?

1
} = E(sen X — X-COS X)

X-y(X) = L'l{
La solucién particular buscada es:

1

y(X) = —(sen x — X-€os X).

2X

Ejemplo 9.4.23: Calcular la funcion g(x) que verifica la siguiente ecuacion
X
integral: g(x) = 3senx +2 Io cos(x —t)g(t)dt.

Paso 1: Calcular la transformada de la ecuacion:

L{g(x)} = L{3senx} + 2L{J.;(cos(x —~t)g(t)dt }.
Por la definicion de convolucion Igcos(x —t)g(t)dt = cos x * g(x).

Por el teorema 9.4.15, L{Lxcos(x—t)g(t)dt} = L{cos x}-L{g(x)}.

Paso 2: Despejar G(s) = L{g(X)}.
Sustituyendo este resultado L{g(x)} = 3L{sen x} + 2(L{cos x}-L{g(x)}).

Calculando transformadas:

Gs)= > + 2( S -G(s)] — (s2+ 1) G(s) = 3 + 25:G(s) =
s+l s’+1

3
(s-1)"

G(s) =

Paso 3: Aplicar L™,
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_,1) 3 g1 1
960 =t {(s—lr} s {(s—l)z} |

Aplicando el primer teorema de traslacion se obtiene la solucion buscada:

g(x) = 3x-e*.
Ejercicios
9.32.Resolver la ecuacion x-y” + (3x — 1) y' — (4x + 9)-y = 0, con y(0) = y’(0) = 0.

9.33.Resolver la ecuacion x-y’ — 4y — x-y = —6x-e” con y(0) = y’(0) = 0.

Y. (X)+Y,(X)-y,(x)=0
Y, " (X)+Y,(X)-y,(x)=0

y1(0) =y»(0) =0, y'1(0) = -2 e y’»(0) = 1.

9.34.Resolver el sistema { con las condiciones iniciales

9.35. Resolver la ecuacion y’ + y = f(x), con y(0) = 0 utilizando la transformada

de Laplace sabiendo que f(x) =2xsi0<x <1, f(x) =0 si x > 1.

9.36.Resolver la ecuaciéon y” + 16y = f(x), con y(0) = 0, y’'(0) = 1, utilizando la
transformada de Laplace sabiendo que f(x) = cos(4x) si 0 < x <, f(x) =0

Si X > m.
9.37.Calcular la convolucién de la funcion f(x) con g(x) = cos X, sabiendo que

f(x) verifica la ecuacion integral f(x) = sen x-u(x — n) — ZJ;cos(x —t)f(t)dt.
9.5. EJERCICIOS

9.38. Integrar la ecuacion diferencial y” = (y')® + y'.
(Solucién: y = arcsen(C1e¥) + C»)

9.39. Resolver la ecuacion diferencial y-y” = 2(y’)? - 2y’

(Solucion:y=C,y = Citg(Cz-x+C1))

2

9.40. Calcular la solucién general de la ecuacién diferencial y-y” + (y’)* = y2.
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(Solucion: y?= Cysenh(v/2x + C»)
9.41. Integrar la ecuacion diferencial y-y” + (y')? = 2.

(Solucién: y? = 2x* + C1x + C»)

9.42. Sabiendo que L{e*-f(x)} = In(s—ﬁj, calcular L{x-f(2x)} y f(2x).
S_

(Solucion: L{x-(2x)} = %@-Sij yf(2x) = %(1 _e™)

2 2
9.43. Demostrar que L{sen X}:%In[s +4J.
X

82

9.44. Calcular la transformada de Laplace de la funcion f(x) definida por:

f(x) = u(x —=1)-e>*2.sen 3(x — 3).

(Solucion: LI} = —28 )
(s+ 2)2 +9
9.45. Hallar L{e™-f(2x)} sabiendo que L{x-f(x)} = ! .
s(s*+1)
2
(Solucién:lln[w]
(s+ 1)2

9.46.Si L{f(x)} = arctg(l). Calcular la funcion f(x).
S

(Solucién: f(x) = 2™

).

9.47.Calcular la transformada de Laplace de la funcién periddica de periodo 2T

n  Xe[0,T)

tal que f(x) = {_n Xe[T.2T)

9.48. Calcular la transformada de Laplace de la funcién periddica de periodo 2T

2T xe[0,T)

tal que f(x) = {ZX—ZT Xe[T.2T)
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V2

X .senhx - senx

9.49. Demostrar que Iooe dx = Z.
0 X 8
_ 2 lcostx
9.50. Hallar la transformada de Laplace de f(x) = — j dt.
m 20y1-¢?
(Solucion:L{f(x) = Y211}
s°+1
2
9.51. Calcular la integral ;Zsen xzsen2x dx
X

(Solucion: In(4))

ol

9.52. Calcular la transformada inversa de la funcion F(s) = e_, sabiendo que L
S

{coszﬁ}:e s

X Js
_a
(Solucién: L™ e S| . ]cos2yax
Vs Jnx

9.53. Resolver la ecuacion diferencial x:y” + (3x — 1)y’ — (4x + 9)-y = 0, con las

condiciones iniciales y(0) = y’(0) = 0.

(Solucién: y(x) = %ex x2).

: . . . . 3y1'+2y1+y2':1
9.54.Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales: . , con
y1+4y2'+3y2 =0

las condiciones iniciales y;(0) = 0 e y,(0) = 0.

6
1 e—X 3e_ﬁx e—X —EX
Solucion: yi(x) = = - - L Ya(X) = _e 11
( y1(x) 5 g 10 y2(X) )

9.55. Calcular la funcién f(x) que verifica la siguiente ecuacion integral:

— 2 X X x—t
f(x) =3x"—e Ioe f(t)dt.
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(Solucién: f(x) = 3x* — x> + 1 — 2e”)

9.56. Hallar la funcion f(x) que verifica la siguiente ecuacion integral:
X
e* = f(x) + 2jocos(x —t)f(t)dt .

(Solucién: f(x) = (x = 1)%e™)
9.57.Resolver la ecuacion y”(x) + 2y(x) = 8(x — 2x) con y(0) = 1, y'(0) = 0.
(Solucién: y(x) = cos X + u(x — 2m)-sen(x — 2mx))
9.58. Calcular la solucién de la ecuacion y’(x) + 2y(x) = f(x), con y(0) = 0, siendo
f(x) =e?*?sio<x<2yf(x)=0six>2.

(Solucion: y(x) = x-e?*? — uy(x)-(x — 2)-e2¢?),

9.59. Resolver la ecuacion y”(x) + a?y(x) = &(x), con y(0) = 0 y'(0) = 1.
£, 1
(Solucion: y(x) = —senax )
a

9.60.La ecuacion diferencial de la corriente i(t) en un circuito LR en serie es:
L-—dlétt)+Ri:E(t). Determinar i(t), cuando i(0) = 0 y E(t) es la funcion
1 xe[0,1)

eriddica de periodo 2 definida por E(t) =
p p por E(t) {0 xe[12)

-Rt N -R(t-m)
(Solucin: ~(1-e L )+ =3 (-D"(1-e L u(t-n))

n=1
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