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CAPITULO 3

Series complejas

El interés fundamental que se persigue en este capitulo es la
representacion de las funciones complejas por medio de series de potencias, lo
gue se puede conseguir si las funciones tienen buenas propiedades de
regularidad. Como se podra comprobar en este capitulo y en los capitulos
siguientes, tanto las series de potencias como las series de Laurent tienen una
importancia especial en la teoria de funciones de variable compleja, pues, por
una parte toda funcion holomorfa en un punto admite un desarrollo en serie de
potencias en dicho punto, es decir, es analitica en dicho punto, y por otra parte
los coeficientes de la serie juegan un papel fundamental dentro de la teoria de
integracion compleja, lo que permite utilizar los desarrollos en series de Laurent

en un punto singular para el calculo de integrales.

En las secciones 1 y 2 de este capitulo se estudian el comportamiento y
las propiedades de las sucesiones y series de numeros complejos y las
sucesiones Yy series de funciones complejas. Para ello es conveniente revisar
los conocimientos sobre sucesiones y series reales, con el fin de adaptarlos al
campo complejo. Las definiciones, teoremas y consecuencias que se verifican
en el caso de series reales se mantienen, pues el campo complejo se comporta

de manera similar a ®#?, ya que una sucesién de nimeros complejos {Z,}nen €S

igual a {Xn + i‘Yn}nen, €oON lo cual basta estudiar las dos sucesiones de numeros
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reales {Xn}nen € {Yninen para analizar el comportamiento de la sucesion
compleja {zn}nen. Se presentan las definiciones de sucesion de numeros
complejos y de funciones complejas, limite de una sucesion, convergencia de
sucesiones, sucesiones de Cauchy y convergencia absoluta, asi como las
consecuencias que se derivan del hecho de que el plano complejo C sea un
espacio meétrico completo. Una serie infinita se define como el limite de la
sucesion de las sumas parciales asociadas a la serie. Se introduce el concepto
de convergencia uniforme y se analiza el dominio de convergencia en el plano

complejo.

Dentro de las series de funciones tienen un interés especial las series de
potencias, y esta es la razon por la que se estudian de manera especifica en la
seccion 3. Las series de potencias definen, dentro de su disco de
convergencia, funciones complejas con muy buenas propiedades de
regularidad. Esto motiva el que se las considere como un grupo especial de
funciones, que se denominan funciones analiticas, y su estudio se desarrolla en

la seccién 4.

Sin embargo, muchas de las funciones que se utilizan habitualmente no
se pueden expresar como series de potencias en determinados puntos, debido
a que en esos puntos presentan singularidades. Se plantea entonces la
posibilidad de extender el concepto de serie de potencias a una situacion mas
general, es decir a la representacion de una funcion a través de sumas infinitas
de series de potencias positivas y negativas. Esto da lugar a la utilizacion de
las series de Laurent o series dobles, que se estudian en la Ultima seccion de

este capitulo.
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3.1. SUCESIONES Y SERIES DE NUMEROS

COMPLEJOS

Las sucesiones y series de numeros complejos se comportan de la misma
forma que las sucesiones y series de numeros reales. Asi, una sucesion de
nameros complejos es un conjunto ordenado de nimeros complejos {Cn}nen, V,

dada la sucesion de numeros complejos {cn}nen, la serie asociada se

+00
representa de la forma ZCk :
k=1

Definicion 3.1.1;

La sucesion de numeros complejos {Cn}ncn €S COnvergente y tiene como
limite ¢ si para todo € > 0 existe un nimero natural m tal que para todo n > m

los términos c,, de la sucesion estan a una distancia de ¢ menor o igual que €.
Es decir,

lim chp=c=Ve>0existe m e Ntal que Vn>m, |c, — | <E.
n—o

Se comprueba facilmente el siguiente resultado:
Proposicion 3.1.1:
Sicp=a, +ib,yc=a+ib setiene:

limch=c< lima,=ay lim b,=Dh.
n—o0 n—o0 n—oo

Basta entonces estudiar el comportamiento de las sucesiones de nimeros

reales {an}nen Y {bn}nen para analizar la convergencia de {Cn}nen.

Las definiciones, propiedades y operaciones de las sucesiones reales se
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pueden asi extender de manera automatica al campo complejo.

Definicion 3.1.2:
Una sucesion de numeros complejos {Cn}nen €S Una sucesion de Cauchy

si para cada ¢ > 0 existe m € N tal que Vny, n, >m, |Ch1 — Cn2| <E.
Como en el caso real se verifica:

Proposiciéon 3.1.2:

Sea {cn}nen UNa sucesion de numeros complejos, entonces:

{cn}nen €S una sucesion de Cauchy < {cn}nen €S CcOnvergente.

La convergencia de una serie de numeros complejos se define como el

limite de la sucesién de las sumas parciales de la serie.

Definiciéon 3.1.3:

Dada una sucesion de numeros complejos {Cn}nen, S€ dice que la serie

+0

asociada ch es convergente si la sucesion de las sumas parciales S, =
k=1

n
D ck converge. Es decir:

k=1

+00 +00

ZCk = lim S, =Ve>0existe m € N tal que Vn>m, |ch | <e.
k=1 e k=n

Si una serie compleja no es convergente, se dice que es divergente.

Si una serie converge y lim S, =S, se dice que S es el valor de la suma
n—oo

+00

de laserie: ) ¢ =S.
k=1
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+00
En funcion de su conveniencia, se utilizara también la notacion ch , en
k=0

la que el primer término de la serie se denomina co.
Se comprueba facilmente el siguiente resultado:
Proposicion 3.1.3:

Sea {cn}nen UNa sucesion de numeros complejos tales que ¢, = an + ibp.

400 400 +00
Entonces: ) ¢, converge <> ) a y ) b convergen.
k=1 kil kl

De la misma forma que en el caso de las sucesiones, basta estudiar el

+00 +0
comportamiento de las series de nameros reales Zak y Zbk para analizar la
k=1 k=1

+00

convergencia de la serie compleja ch. Se pueden utilizar entonces los
k=1

criterios de convergencia de series reales para analizar la convergencia de las

series complejas.
De este hecho se deduce de manera inmediata el siguiente resultado:

Corolario 3.1.4:

+00
Una condicidbn necesaria (no suficiente) para que la serie ch sea
k=1

convergente es que lim ¢, =0.
Nn—o0

Definicién 3.1.4:

+00
La serie ch es absolutamente convergente si la serie real de sus
k=1
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+00
médulos ). c| converge.

k=1
+00
Si la serie ch es absolutamente convergente, como |ak| < [ck| Y |bk|
k=1

|ck|, el criterio de comparacion de series reales asegura la convergencia de las

+00 +00
series reales Z \ak\ y Z \bk , Y como consecuencia de ello la convergencia de
k=1 k=1
+00 +00 +00

las series Zak, Zbk y ch . Se deduce entonces, igual que en el caso real,
k=1 k=1 k=1

gue la convergencia absoluta de una serie compleja implica la convergencia de

la serie.

+00
Dada una serie compleja ch se tienen entonces tres series reales
k=1

asociadas a ella:
400 +00 +00
Y Re(cy), YoIm(ci)y ) fel.
k=1 k=1 k=1

Basta revisar las propiedades, los teoremas y los criterios de
convergencia de las series reales para estudiar autométicamente los de las
series complejas. Son de especial utilidad los criterios de la raiz y del cociente,

gue se enuncian a continuacion:
Proposicion 3.1.5: Criterio de la raiz

Sea {cn}, n € N, una sucesion de numeros complejos, y sea L =

+00

limsupY|cp |. Si L es menor que 1 la serie ch converge absolutamente, y
n—o n=1
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si L es mayor que 1 la serie diverge.

Se observa que en el caso en el que L sea igual a 1, el criterio no afirma

nada, por lo que suele denominar el caso dudoso.

Proposiciéon 3.1.6: Criterio del cociente

., . . . |c
Sea {cy}, n € N una sucesion de numeros complejos, y sea L = lim N+l
n—ow| Cp
+00
. Si L es menor que 1 la serie ) ¢, converge absolutamente, y si L es mayor
n=1

que 1 la serie diverge.

Se observa que en el caso en el que L sea igual a 1, el criterio no afirma

nada, por lo que suele denominar el caso dudoso.
Es interesante recordar que ambos criterios estan estrechamente ligados

Ch+1

Cn

entre si, ya que si existe lim
N—o0

entonces también existe r]Iim Yien |y
—>00

ambos coinciden.

Ejemplos resueltos

. . : . n+i
Ejemplo 3.1.1: Estudiar la convergencia de la sucesion ¢, =——.

n-—i

(n+i)2 _ n?-1

- - - +
(n-i)(n+i)  nZ41

La sucesion ¢, se puede expresar como C, =

2ni
n2 +1
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2

La sucesion de numeros reales a, = es convergente y tiendea 1,y

n2+1

la sucesion b, = también es convergente y tiende a 0. Por tanto la

n2+1

sucesion ¢, es convergentey lim c, = 1.
n—oo

. . : ., 1+(-2)"i
Ejemplo 3.1.2: Estudiar la convergencia de la sucesion ¢, = —_—
2

., Z 1
La parte real es la sucesiéon de nameros reales a, = —» que converge a
2

(+2)"

—— esuna sucesion de nameros reales que
2

0. Pero la parte imaginaria b, =

no converge porque los términos pares de la sucesion tienden a 1 mientras que

los impares tienden a —1. Por tanto, la sucesién c, no converge.

+00 +00
Ejemplo 3.1.3: Demostrar que la serie geométrica ch = ch,
k=0 k=0

definida para un numero complejo c fijado previamente, es absolutamente
convergente si |c| < 1, y es divergente si |c| = 1.
En efecto, si
Sp=1+c+c*+ ... +c", multiplicando esta expresién por c se tiene:
cSh=c+c?+ ... +c™

Restando ambas expresiones:

_Cn+1

Sn(c-1)=c"™ -1, y portanto S, :11—0.



© M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA Series complejas 119

+00

Si |c| < 1, al hacer tender n a infinito ch = lim S,= i.
k=0 n—oo 1-c

Sin embargo, si |c| = 1, la sucesion S, es divergente, puesto que en este

caso lim c, no tiende a cero.
Nn—oo

© .n
Ejemplo 3.1.4: Estudiar la convergencia de la serie ZI—
n

n=1

i1 |
Laserie » —=i- = - +..)+i -3
n

L ¥
~ 2 3

(_

N[
AP
o

1 i
+ AR -
4 5

o0 (_1)n+1

1 1 -i" _ ()"
+ < — = +..). Setiene entonces que » — = > +iy =
5 7 N o R 1 g} 2n-1

N

Las partes real e imaginaria de la serie son series reales alternadas

0 N
. , . i
mondétonas decrecientes y por tanto convergen. La serie Z—es entonces
n=1 i
convergente. Sin embargo no es absolutamente convergente ya que la serie

© [:n 0

[ 1 . L. :
Y - = > = esla serie armonica, que diverge.
n= n n:1rl
Ejercicios

. 1-n.
3.1. Demostrar que la sucesion c, = -1 + —3 | converge a -1.
n

3.2. Demostrar que la sucesion ¢, = (% +%i)n converge a 0.

n .
3.3. Demostrar que la sucesion ¢, = - converge a .

27 —1
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3.4. Estudiar la convergencia de las series:

(n+2 2n+3.
a) Z( 3 + 2 |j

n=1\ N n

3.2. SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES

COMPLEJAS

Las sucesiones y series de funciones complejas se comportan también de
la misma forma que las sucesiones y series de funciones reales. Dada una
sucesion {fn(2)}nen de funciones complejas definidas en los puntos z de un
conjunto G c C, los conceptos de convergencia puntual, absoluta y uniforme de

+00

la sucesion {fn(z)}nen 0 de la serie asociada Z f,(z) son analogos al caso de
n=1

sucesiones de funciones reales, asi como los teoremas que permiten transmitir

las buenas propiedades de las funciones que forman la sucesion a la funcién

limite.

3.2.1. Sucesiones de funciones complejas

Sean f,(2), n € N, y f(z) funciones complejas definidas en un subconjunto

G < C, sea zp un punto de G y sea {fn(2)}nen la sucesién de funciones
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complejas definida con las funciones f,(z).
Definicién 3.2.1:

La sucesion {f,(z)}nen cOnverge en el punto zg a f(zo) en G sila sucesion

numerica {fn(zo)}nen CcOnverge a f(zo). Es decir,

lim fn(zo) = f(zo) = Ve >0, 3m € N tal que Vn > m, |f,(zo) — f(zo)| < €.
n—oo

Definicion 3.2.2:

La sucesion {f,(2)}necn cOnverge puntualmente a la funcion f(z) en G si

para cada zop € G la sucesion numérica {f,(zo)}nen converge a f(zo).

Es decir, para cada zp € Gy para cada € > 0 existe m € N tal que ¥vn > m,
|fn(zo) — f(zo)| < &.
Definicion 3.2.3:

La sucesion {f,(z2)}ncn cOnverge absolutamente a la funcion f(z) en G si
para cada zo € G la sucesion numérica {f,(zo)}nen COnverge absolutamente a
f(zo).

Definicion 3.2.4:

La sucesion {fn(z)}nen cOnverge uniformemente a la funcion f(z) en G si
para cada € > 0 existe m € N tal que para todo z € G y todo n > m se verifica
que |fn(2) - f(2)| < e.

Es importante resaltar que para que la convergencia de la sucesion en un

conjunto G sea uniforme es preciso que para cada € > 0 fijado exista un término

m de la sucesion, independiente del punto z, a partir del cual la distancia entre
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fn(2) y f(z) sea menor €, paratodo z € G.

3.2.2. Series de funciones complejas. Definicidon y convergencia

Los distintos tipos de convergencia de series se definen a través de la
convergencia de las correspondientes sucesiones de sumas parciales
asociadas. Sea {fn(z)}nen UNa sucesion de funciones complejas definidas en un

conjunto G c C.

Definicion 3.2.5;

+00
La serie Z f,(z) converge en el punto zp € G si la serie de nUmeros
n=1

+00
complejos Z f,(zg) converge. Es decir, si para cada € > 0 existe m € N tal que
n=1

+0
Vvn > m, se verifica que | Z fu(zg) | <€.

k=n
Definicién 3.2.6:
+0 10
La serie z f,(z) converge puntualmente en G si la serie Z f(z0)
n=1 n=1

converge para todo zo € G.

Definiciéon 3.2.7:

400
La serie Z f,(z) converge absolutamente en zo € G (respectivamente
n=1

+%0 10
en G) sila serieZlfn(zo)| converge (resp. Zlfn(z)l converge en todo z € G).
n=1 n=1
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Definicién 3.2.8:

+00
La serie Z f,(z) converge uniformemente en G si para cada € > 0 existe
n=1

+00

m e N tal que paratodo z € Gy Vn > m, se verifica que |Z f(z) | <e.
k=n

Es importante sefialar que, igual que en el caso de las sucesiones, para
gue la convergencia de la serie en G sea uniforme, el valor m debe depender
anicamente del ¢ elegido y no del punto z del dominio, como ocurria en la
convergencia puntual. Tiene sentido, por tanto, hablar de convergencia

uniforme en un conjunto (nunca en un punto).

La relacién entre los distintos tipos de convergencia que se acaban de

definir es la misma que en el caso real.

De la propia definicibn se deduce de manera inmediata que la

convergencia absoluta implica la convergencia puntual.

La convergencia uniforme de una serie en un conjunto implica también la

convergencia puntual de la serie en el conjunto.

Si una serie converge uniformemente en un conjunto G también converge

uniformemente en cualquier subconjunto de G.

Por otra parte, es importante observar que, como en el caso real, la
convergencia uniforme de una serie en un conjunto no implica necesariamente

la convergencia absoluta de la serie en dicho conjunto.

Los criterios de convergencia de series de funciones reales son validos
para el estudio de la convergencia de series de funciones complejas. De ellos

cabe destacar el criterio de Weierstrass que se enuncia a continuacion.
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Proposicién 3.2.1: Criterio de la mayorante de Weierstrass.

+00
Sea an(z) una serie de funciones complejas definidas en un
-1

subconjunto G del plano complejo, tales que para cada n € N existe una

o0
constante M, € R que verifica [fy(2)] < M, VZ € G, y D M, < . Entonces
n=1

+00
z f,(z) converge absolutamente y uniformemente en G.
n=1

El criterio de la mayorante de Weierstrass permite entonces asegurar la
convergencia absoluta y uniforme de una serie de funciones a través de la
convergencia absoluta de una serie numérica que la mayore, y sera de gran

utilidad en el estudio de la convergencia de las series de potencias.

00 n
| . z .
Por ejemplo, la serie Z— converge uniformemente y absolutamente en

n=1
el conjunto A, = {z; |z| £ r }, siempre que r sea un numero real tal que 0 <r <1,
z" <
pues en este caso se tiene que |—| 1" =M,y Zr” converge sir< 1. En
n n=1
00 Zn
consecuencia, la serie » =— converge puntualmente en A; = {z; |z| < 1} y
n=1

converge ademas uniformemente y absolutamente en cualquier conjunto A, =

{z;|z| =1}, sir< 1.

+00
De la convergencia puntual de una serie Z f,(z) en un conjunto G se
n=1

deduce la existencia de una funcién f(z) definida en G tal que paracada z € G



© M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA Series complejas 125

f(z) = ) ful2).
n=1

Definicion 3.2.9:

+00
Dada una serie Z f,(z) convergente en un conjunto G, se llama suma de
n=1

la serie a la funcién f(z) que define la serie en los puntos de G.

+00
Asi, la serie geométrica sz , que como se ha comprobado en el
k=0

ejemplo 3.1.2. es convergente para todo valor de z tal que |z| < 1, define una
funcién f(z) en el interior del disco unidad, B;(0), que representa la suma de la
+00

serie y es precisamente i, por lo que sz = i, si|z] < 1.
1- k=0 1-z

De la misma forma que en el caso de series de funciones reales, la
obtencién de la funcion que define una serie convergente no es en general una
tarea facil, pero si lo es para algunos tipos especiales de series. Este es el

400

caso anterior, en el que ZZk es una serie geométrica.
k=0

3.2.3. Series de funciones complejas. Continuidad vy

derivabilidad

La convergencia uniforme de una serie de funciones definidas en un
subconjunto del plano complejo permite transmitir a la funcién limite muchas de

las buenas propiedades de las funciones que definen la serie. Los teoremas



126 Capitulo 3°: Variable Compleja © M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA

que aseguran las condiciones que se precisan son los mismos que en el caso

de series de funciones reales y se enuncian a continuacion.
Proposiciéon 3.2.2:

+00
Si las funciones f,(z) son continuas en G y la serie Z fn(z) converge
n=1

uniformemente en G a f(z), entonces f(z) es una funcion continua en G.

La convergencia uniforme es suficiente para garantizar la continuidad de
la funcion limite de una serie de funciones continuas. Mas adelante, cuando se
haya introducido el concepto de integracién compleja, se podra comprobar que
la convergencia uniforme es también suficiente para asegurar la integrabilidad

de la funcion limite de una serie de funciones integrables.

Sin embargo, la continuidad uniforme no es una condicion suficiente para
garantizar la derivabilidad de la funcion limite de una serie de funciones f,(z)
derivables. Se necesitan para ello condiciones adicionales, como sefiala la

siguiente proposicion, que también se enuncia sin demostracion.
Proposicion 3.2.3:

+00
Si las funciones f,(z) son derivables en G, la serie Z f,(z) converge en
n=1

+00
un punto zp € G y la serie de las derivadas Z fa(z) converge uniformemente
n=1

+o0
en G, entonces la serie ) f,(z) converge uniformemente en G a una funcion
n=1

+00
derivable f(z) y se tiene que f'(z) = Z fh(2).
n=1
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Ejemplos resueltos

—+00
Ejemplo 3.2.1: Estudiar la convergencia de la serie an(z) =
n=0
2 (1-7)
Z(—j 27" en el conjunto G ={z = x +iy; x = 0}.
1+z
n=0
1_2 +00 o]
Si |—— <1 se tiene que Z|fn(z)| < 22‘” , Serie geomeétrica
l+z n=0 n=0

-z )
— | <1 la serie

convergente, por lo que por el criterio de Weierstrass, si

1+2z
converge absoluta y uniformemente.
; . |1—z|2 (x -1)% +y? 1-z
Si z € G, se tiene que = <1= |~—— <1y portanto
1+z| (x +1)% +y? 1+7

la serie converge absoluta y uniformemente en G.

Ejemplo 3.2.2: Obtener la suma de la serie del ejemplo 3.2.1.

) ) , | j 1-z -
Esta serie es una serie geométrica de razon y como

2(1+2) 2(1+2)

1]1-z 1 , . .
= — £ =<1size G, laserie se puede sumar en G y se tiene
2 1+z

ff (z) = 1 _ 2(+z) _ 21+2z2)

| - = = :
o 1- 1-z 2(1+z)-(1-2) 1+3z
2(1+2z)

Este resultado se puede extender al subconjunto de puntos del plano

<1, es decir, al conjunto de puntos z = x + iy tal
2(1+2)

complejo tales que
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que(x—1)2+y2<4((x+1)2+y2):>3[x2+y2+%x+1]>0:>

5, - 16
= X+ —)" + - —>0.
( 3) y 9

Se tiene entonces que la serie converge en el conjunto de puntos z tal

5 _4 : . .
que |z + §| > 3’ es decir, converge en el exterior del disco de centro el

5 .4
unto —— y de radio —.
P 3 y 3

Ejercicios

n-1

o0
3.5. Estudiar la convergencia de la serie Z(Z_ZJ 3771 en el
10 2+2

conjunto G ={z =x +1iy; x 2 0} y si es posible calcular su suma.

3.6. Estudiar el dominio de convergencia de las series

o0
a) Z (22_1)n+14—n+1'
n=0

o0
C) Z (1_ 22)n+14—n+1
n=0

00 nz
. e .,
3.7. Demostrar que la serie E —5 converge en la region {z; Re z < 0}.
n
n=1
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3.3. SERIES DE POTENCIAS

Dentro de las series de funciones tienen un interés especial las series de
potencias. Como se vera a continuacion, las series de potencias juegan un

papel fundamental dentro de la teoria de funciones de variable compleja.

3.3.1. Definicion. Convergencia de una serie de potencias

Definicion 3.3.1.

Se denomina serie de potencias alrededor del punto zy a una serie de la

0
forma > cn(z-29)" ,conc, € C.

n=0
+00 0 Zn
La serie geométrica Zzn y la serie Z— que se han estudiado en
n=0 n=1

secciones anteriores son ejemplos de series de potencias desarrolladas

alrededor del punto zy = 0, con unos coeficientes c, que valen respectivamente
1 . : . .

1y —. Ambas series convergen uniformemente en cualquier disco cerrado de
n

centro O y radio r, con O< r <1, y convergen puntualmente en el disco de radio

uno, {z; |z| < 1}.

El primer problema que se puede plantear es el estudio de la
o0

convergencia de una serie de potencias. La serie ch(z—zo)n converge
n=0

siempre en el punto z = zp y su valor es cq. Se trata de estudiar si ademas

converge en otros puntos distintos de zo.
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Sea Bgr(zp) al disco abierto de centro zp y radio R, es decir, el conjunto de

nameros complejos z tales que |z — zp| < R.

La proposicidon que sigue aporta una informacion precisa sobre el

comportamiento de una serie de potencias frente a la convergencia.

Proposicién 3.3.1:

o0
Si la serie ch(z—zo)n converge en un punto z; # Zo, entonces
n=0

converge absolutamente y uniformemente en cada disco cerrado B ;(zo), con r
< |Z;|_ - Zol.
Demostracion:

o0
Como la serie numérica ch(zl —20)" converge, el término general de
n=0
la sucesioén {c,-(z1 — zo)"} tiende a cero y la sucesion esta acotada. Sea M una

cota de la sucesion, es decir, sea M tal que |c, (z1 — 20)"| £ M, para todo n, y

sear <|z; — zp|. Se tiene entonces, para todo z B (20),

n n n
-7 | z-z | r
‘Cn(z—zo)n = Cn%(zl_zo)n <M ( O)n SM| | =M,.
(z21-29) ‘(zl—zo) ‘ 123 - 2¢|
o0 o0 r n
Al ser |z, — Zo| > 1, la serie de nimeros reales » My =M > ——
z1-2
n=1 n=1 1 0

converge, ya que es una serie geometrica de razén menor que 1. Aplicando el

criterio de Weierstrass se tiene entonces la convergencia absoluta y uniforme

(o 6]
de la serie Y cn(z-2g)" en eldisco B (zo), < |z1 - Zo|. [
n=0
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Corolario 3.3.2:

o0
Si la serie ch(z —zo)n converge en un punto z; # zo, y N0 converge
n=0

en otro punto z,, existe un numero real R > 0 tal que la serie converge en

Br(zo) Yy no converge en ningun namero complejo z tal que |z — zo| > R.

Demostracion:

e}
Basta tomar R = sup{s € R; 3z e C, |z—-2) =Sy ch(z—zo)”
n=0

converge}. El supremo de este conjunto existe siempre puesto que es un

conjunto de numeros reales no vacio y acotado superiormente por |z, — zo|. [

La proposicion y el corolario anteriores permiten asegurar que si la serie
o0
de potencias ch(z —-20)" ademas de converger en zo converge en algun
n=0
otro punto z;, existe un disco centrado en zp, que contiene a z;, en cuyo
interior la serie converge mientras que fuera de él la serie diverge. Es
importante observar que este disco puede tener radio infinito, en cuyo caso la

serie converge en todo el plano complejo.

Definicion 3.3.2:

0

Se llama radio de convergencia de la serie ch(z—zo)” al numero
n=0

real R tal que la serie converge en el interior de Bgr(zo) y diverge si [z — zo| > R.
Si la serie s6lo converge en el punto z, el radio de convergencia es 0. Por

el contrario, si la serie converge en todo el plano complejo su radio de

convergencia es infinito. En este caso, la proposicion 3.3.1 asegura que la serie
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converge absolutamente en todo el plano complejo y converge uniformemente

en cada disco B((zp), con 0 <r < o,
Utilizando el criterio de la raiz se puede asegurar que

1

n i)
limsup /| cp |

n—oo

R =

. 1 1
con el convenio de que == y —=0.
Q0

La formula anterior permite calcular el radio de convergencia de una serie
a partir de los coeficientes de la serie. Sin embargo, en la practica suele ser

mas sencillo calcularlo directamente, estudiando la convergencia de la serie.

+00
Asi, la serie geométrica Zzn converge si |z| < 1 y diverge si |z]| > 1.
n=0

Tiene por tanto radio de convergencia 1.

00 n
. ; > : z
Para estudiar el radio de convergencia de la serie Z— se puede

n=1

aplicar el criterio del cociente, con el que se obtiene:

Zn

n+1

n+1
im 2 /+DF i

= = |z|.
n—o Zn /n n—oo

La serie entonces converge si |z| < 1 y diverge si |z| > 1, por lo que su

radio de convergencia es 1.

Mediante el criterio del cociente se calcula el radio de convergencia de la

00 n
. z . g
serie 2—2 y se obtiene que también es 1.
n=1N
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Definicién 3.3.3:

o0
Se llama disco de convergencia de la serie ch(z—zo)n al disco
n=0

Br(zo), donde R es el radio de convergencia de la serie.

El radio de convergencia de una serie permite pues dividir al plano
complejo en dos regiones: el disco de convergencia de la serie, en cuyos
puntos la serie converge, y el exterior del disco, es decir, los puntos z del plano
tales que |z — zg| > R, donde la serie diverge. En los puntos de la frontera entre
las dos regiones el comportamiento de la serie frente a la convergencia puede
dar lugar a situaciones diferentes, como se puede apreciar en los ejemplos que

se acaban de estudiar:

+00 o Zn o Zn
. n . : .
Las series » z", Y=y 2—2 tienen el mismo radio de
n=0 n=1 n=1N

convergencia, R = 1. Sin embargo, su comportamiento frente a la convergencia
en los puntos z de la frontera, |z| = 1, es diferente en los tres casos, como se

vera a continuacion.

+00
La serie geométrica Zz
n=0

" no converge en ningin punto de la

circunferencia de centro 0 y radio 1, ya que para cada zo, |Zo| = 1, zo" no tiende
a 0 al tender n a infinito. Lo que sucede es que para cada zp, |zo| = 1, con
arg(zo) = kr, si k es un nimero racional, los valores de z," se repiten a partir
de un n suficientemente grande, con lo que la serie tiende a infinito. Y si k es un
nimero irracional, los valores de z," no se repiten y van recorriendo puntos

diferentes del circulo unidad sin aproximarse a ninguno.
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00 n
. z .
La serie Z—se comporta de manera diferente en los puntos de la
n=1
frontera. Si z = 1 la serie diverge, pues es la serie armoénica. En cambio, la
serie converge si z = —1 pues coincide con la serie armonica alternada. De

hecho, se puede demostrar que converge en todos los puntos de la

circunferencia unidad salvo en z = 1.

0 _n
- : z
Por dltimo, la serie Z—z converge absolutamente en todos los puntos
n=1N

n © 1

0]
. o | . z
de la circunferencia unidad, puesto que si |z| = 1 se tiene que ' =5\ = Z—z
—In ~n
n= n=1

, que es convergente.
Los ejemplos anteriores demuestran que la convergencia de una serie en
los puntos de la frontera de su disco de convergencia es una cuestion delicada,

que aqui s6lo se va a tratar en casos puntuales en los que el estudio de la

convergencia sea facil de abordar.

Ejemplos resueltos

=00
Ejemplo 3.3.1. Calcular el radio de convergencia de la serie Y nz" .
n=0
n+1
Aplicando el criterio del cociente: lim (n+1)z"™ = lim (n+1)z = |z|.
n—oo nz” n—oo n

Por tanto, la serie converge si |z| < 1 y diverge si |z| > 1, con lo cual su

radio de convergencia es 1.
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00 n
Ejemplo 3.3.2. Calcular el radio de convergencia de la serie ZZ—I
n

n=1""

o . , n! z"+1 .
El criterio del cociente en este caso Iim |—= | = [im
n—oo (n+1)!z” n—o

z

n+1

=0

para todo z. Esto quiere decir que la serie converge en todo el plano complejo 'y

por tanto su radio de convergencia es infinito.

Ejemplo 3.3.3. Calcular el radio de convergencia de la serie

+00
> @a+(-npM)"z".
n=0
El radio de convergencia de la serie es:
R = 1n = ) 1 = 1 = = %
r limsup(1+(-1)")
limsupficn | 1imsupy|(1+(-D)™)" | noe
n—oo n—o
El estudio de la convergencia de esta serie también se puede hacer
+00 +0
teniendo en cuenta que Z(l+(—1)” Wzh E 222” 22" : aplicando el criterio
n=0 n=0
2(n+1),2(n+1)
del cociente: lim |2 e =4z <1silz| < L
n—oo ‘ 22n22n ‘ 2
+00
Ejemplo 3.3.4. Calcular el radio de convergencia de la serie Z ntz".
n=0

El criterio del cociente de nuevo asegura que:

| n+1 ;
im [(MADZ7 (n+1)z=w
n—o n!z” n—o
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sea cual sea el valor de z. Esto quiere decir que la serie diverge en todo el

plano complejo salvo z = 0, y por tanto su radio de convergencia es 0.

3.3.2. Funciones definidas por series de potencias

Toda serie de potencias define en su disco de convergencia una funcion

compleja.
o0
D cn(z-20)" =1f(2).
n=0
+00
Este es el caso de la serie geométrica ZZ” , que define la funcion f(z) =
n=0

li para todo z tal que |z| < 1.
A

dh
N

Las funciones definidas como series de potencias se pueden sumar y

multiplicar dentro de su radio de convergencia.
Proposicién 3.3.3:

Dadas dos funciones f(z) y g(z), definidas como series de potencias tales
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que f(z) = ch(z—zo)”, con un radio de convergencia Ri y g(z) =
n=0

o0
Zdn(z ~20)", con un radio de convergencia Rz, 0 < R; < Ry, se tiene que:
n=0

F+9)@) = D (cn+dy)(z-20)"

n=0

e} n
(@)@ = > pn(z-20)" . conpn= Y cjdn_j,
n=0 j=0

y ambas series tienen un radio de convergencia mayor o igual que R;.

Las funciones definidas como series de potencias tienen muy buenas
propiedades dentro del disco de convergencia. Ello es debido a que una serie
de potencias converge absoluta y uniformemente en cualquier disco cerrado
contenido en su disco de convergencia. Esto hace que la funcion f(z) herede
las buenas propiedades de las sumas parciales S, de la serie, que son en
realidad polinomios complejos, con lo cual S, son funciones continuas y
derivables cuantas veces se quiera. De esta forma se deduce de manera
inmediata la continuidad de f(z) en su disco de convergencia. Para estudiar su

derivabilidad se define en primer lugar la serie derivada.

Definicién 3.3.4:

0
Dada la serie ch(z—zo)n definida en Br(zo), con radio de
n=0

0]
convergencia R, se llama serie derivada a la serie chn (z-2g )”_1 .
n=0

La relacidon entre estas dos series se determina en las proposiciones que
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se presentan a continuacion.
Proposicién 3.3.4:

0 e8]
Las series > cn(z-20)" y D.ncp(z-29)"" tienen el mismo radio de
n=0 n=0

convergencia.
Demostracion:

o0
Sea R el radio de convergencia de la serie ch(z ~20)" . Para obtener
n=0

el radio de convergencia de la serie derivada se calcula:

n

limsup n—y| nc, | = limsup <n| nc, |)I1 = limsup Qjc, | = %

n—oo n—oo n—oo
Por tanto, el radio de convergencia de la serie derivada es también R. [

Proposicién 3.3.5:

Sif(z) = ch(z —20)" converge en Br(zo), f(z) es derivable en Br(zo) y
n=0

f(z) = chn(z -2 )”_1 para todo z de Br(zo).
n=0

Demostracion:
Es consecuencia inmediata de las proposiciones 3.2.3y 3.3.4.

Proposicion 3.3.6:

Si f(z) = ch(z—zo)n converge en Bgr(zo), f(z) es infinitamente
n=0

derivable en Br(zo).
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Demostracion:
Basta aplicar la proposicion 3.3.5 a las sucesivas derivadas.

Proposicién 3.3.7:

£("(zg)

Sif(z) = ) cn(z-2)" converge en Br(zo), se tiene que cy = v

n=0

y

la serie de potencias coincide con la serie de Taylor en el punto zp de la funcidn

gue define la serie:
21 ("(zg)
f(z) = — Tz —za)".
(2) n§:O . ( 0)
Demostracion:

En virtud de la proposicion 3.3.5. se tiene que f'(z) = Z ncy(z -2z )”_1
n=0

con lo que f(zo) = C1.
Aplicando de nuevo la proposicién a la serie derivada:
() = Y n(n-1)cy(z-2)" 2
n=0
con lo que f'(zp) = 2c, y ¢ = 17(z0)/2.
Repitiendo el proceso k veces se tiene:
Mz = dn(n-1)..(n—k +1)cn(z-29)" "

n=0

por lo que f(zo) = kl-ci y ¢ = f(zo)/k!, con lo cual la serie de potencias que
define la funcion coincide necesariamente con la serie de Taylor de la funcion.

0
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Proposicién 3.3.8:

e}
Sif(z) = ch(z -2 )" es igual a cero en un entorno del punto zo, debe
n=0

ser idénticamente nula en todo su dominio de convergencia.
Demostracion:

Si f(z) = 0 en un entorno de z, todas las derivadas de f en zg deben valer
cero, y por tanto los coeficientes de la serie deben ser 0. Se tiene asi que,
aplicando la proposicion 3.3.7, la serie es idénticamente nula en todo su

dominio de convergencia. [

Es interesante observar que las condiciones de la proposicion 3.3.8. se
pueden debilitar de manera que basta que f(z) se anule en una sucesiéon de
puntos z, — zo para asegurar que la funcién tiene que ser idénticamente nula

en todo su dominio de convergencia.

La proposicion anterior permite demostrar de manera inmediata el

principio de unicidad para las series de potencias.

Proposicion 3.3.9:

o0 0
Si las series Zan(z ~z0)" y an(z ~20)" tienen el mismo radio de

convergencia R y coinciden en un conjunto de puntos {z,, zo}, con z, - zo ,
entonces necesariamente a, = b, para todo n, y las dos series coinciden en

todo su disco de convergencia.

Las proposiciones anteriores confirman las buenas propiedades de las
funciones que se pueden expresar como series de potencias, asi como la

estrecha relacion que existe entre una serie y su serie derivada. Esta relaciéon
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permite utilizar de manera alternativa una serie o su serie derivada para

estudiar la convergencia de la otra, o incluso para obtener su suma.

Ejemplos resueltos

+00 syn-1
. . : . n(z-—i
Ejemplo 3.3.5. Estudiar la convergencia de la serie Z% y
n=0 5
calcular su suma.
+00 syn-1 +00 i\n
. =i . : . Z-i
La serie Z% es la serie derivada de la serie % que
n—O 5 n:O 5

. +00 -\N
. L. , Z—1 . Z—1

es una serie geométrica de razén & y, por tanto, la serie %

n=0 S

converge si |z —i| < 5. Se puede entonces asegurar lo mismo para la serie

+00
derivada, con lo que el disco de convergencia de la serie Z—n es
n=0 S

Bs(i).

+00 -\ N
- . zZ—i
Para obtener su suma se puede utilizar de nuevo la serie Z% ya
n=0 °

que al ser una serie geométrica se puede sumar facilmente y coincide en Bs(i)

1

1_Z—I 5+i-2z
5

con la funcion f(z) = , por lo que obteniendo su derivada:
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Jn(z-nH"t 5
S s S
n-0 9 (5+i-2)
+00
Ejemplo 3.3.6. Estudiar la convergencia de la serie » nz" utilizando su
n=0
serie derivada y calcular su suma.
+00
Otra forma de resolver el problema es la siguiente. La serie an” =z
n=0
+00 +00 +00
an”"l. Como la serie an”"l es la serie derivada de Zz” , se tiene
+00 100
. . n ; n
que el radio de convergencia de » nz" es el mismo que el de » z" 'y por
tanto vale 1.
+00 +00
La serie an” se puede expresar como ZZ:nz”"1 y como la serie
+00 +00
n-1 . : n _ 1 . .
an es la serie derivada de Zz 15 en el disco B;(0), se tiene que
n=0 n=0 —Z
+00 1 +00 7
an”‘l = —~— . Por tanto an” = ——— .z < By(0).
n=0 (1-z) n=0 (1-z)

Ejemplo 3.3.7. Obtener una serie de potencias en el punto z = 0 que

coincide con la funcion f(z) = en algun disco del plano complejo y



© M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA Series complejas 143

estudiar su dominio de convergencia.

La funcion f(z) se puede considerar como tres veces la suma de los

términos de una progresion geométrica de razén 2z, y por tanto:

0 o0
flz)=3 > (2z)" =3 2"z", que converge si [2z| < 1, es decir si |z| < 1
n=0 n=0 z

Su dominio de convergencia es el disco B4 (0).
2

2z +1

Ejemplo 3.3.8. Obtener una representacion de la funcién f(z) =

en

serie de potencias alrededor del punto z = 0 y estudiar su dominio de

convergencia.

La funcion f(z) se puede expresar de la forma:
3 [0.0] o0
flz)=-2+ —=—=-2+3) z" =1+3> 2", que tiene como dominio de
1-z n=0 n=1

convergencia el disco B1(0).

Ejercicios

3.8. Calcular el radio de convergencia de las series de potencias

a) fz—”(zZ—i)”2
n=0

+00 3n
b) (z+i)"
nZ::OZ” +n
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+00 Z2n+1
c)
n-2
n=04
+© 1 ,n-1
d) n'z
nan" 2"
+00 l
e) —(z+2-i)".
ZB(ZH)”

3.9. Desarrollar en serie de potencias las siguientes funciones,

calculando el radio de convergencia de la serie obtenida.

a) L
(1-2)?
2z +1

by — — .

) (1-2)?

3.10. Calcular, para los valores de z que sea posible, la suma de las

series:

+00 n

z
a) —

+00 _2n+1

VA

b .

) Z 2n+1
n=0

3.4. FUNCIONES ANALITICAS

El hecho de que las funciones definidas como series de potencias tengan
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tan buenas propiedades motiva el que se las considere como un grupo especial

de funciones, las funciones analiticas, que se estudian a continuacion.

3.4.1. Definicion y propiedades

Definicién 3.4.1:

La funcion f(z) es analitica en un punto zg si f(z) se puede expresar de la

forma:
f(z)= D cn(z-29)" enBr(zo), conR > 0.
n=0

Se dice también que f(z) es analitica en z, si f(z) es desarrollable en serie

de potencias en un entorno de z.

Se tiene entonces que f(z) es analitica en el punto z, si la serie de Taylor

de la funcién en z, Zﬂ
n!

n=0

(z-25)", tiene radio de convergencia R

estrictamente mayor que cero.

+00
Asi, la funcion f(z) = % es analitica en el punto 0 porque f(z) = Zz”
- n=0

en el disco |z| < 1.
Definicién 3.4.2:

La funcion f(z) es analitica en un conjunto G si f(z) es analitica en cada

uno de los puntos de G.

Si una funcién es analitica se tiene el siguiente resultado que se enuncia



146 Capitulo 3°: Variable Compleja © M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA

sin demostracion.
Proposicién 3.4.1:

Si f(z) es analitica en un punto z, es también analitica en todo el disco de

o0
convergencia de la serie. Es decir, si f(z) = ch(z ~20)" en Bgr(zo), con R >
n=0

0, f(z) es también analitica en todo el disco Br(zo).
La proposicion 3.4.1 permite asegurar que la funcion f(z) = PV no solo
A
es analitica en el punto 0, sino que también es analitica en todo el disco |z| < 1.

Se puede comprobar facilmente que las funciones analiticas tienen las

siguiente propiedades:

1- La suma, el producto y la composicion de funciones analiticas es una

funcion analitica.
2- Si f(2) es analitica en un conjunto G, f(z) es holomorfa en G.

3- Sif(z) es analitica en todo el plano complejo f(z) es una funcion entera.

3.4.2. Desarrollos en serie de funciones

Se presentan a continuacion a modo de ejemplo los desarrollos de Taylor

en z = 0 de algunas de las funciones mas usuales, que coinciden con los

correspondientes desarrollos en R.

La funcion exponencial f(z) = e? es una funcién analitica en todo el plano

0 _n
complejo, puesto que e” = Z—I gue tiene radio de convergencia infinito y
n!
n=0



© M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA Series complejas 147

por tanto converge en todo C.

Las funciones trigonométricas sen z y cos z son también funciones
analiticas en C, pues se pueden desarrollar en serie potencias positivas
alrededor de z = 0 de la forma:

®©  4\N_2n+l © ¢ 4\N_2n
senz= YD 20 goq,- 3D 20
= (2n+1)! = (2n)!

Ambos desarrollos tienen radio de convergencia infinito y por tanto

convergen en todo C.

Las funciones hiperbdlicas senh z y cosh z tienen desarrollos en serie

de potencias positivas alrededor de z = 0 de la forma:

0 2n+1 ® _2n

Z Z
senh z = — ., coshz= ,
Z:(2n +1)! Z“(2n)!

gue tienen también radio de convergencia infinito y por tanto convergen en todo

C.

La funcion exponencial, el seno, el coseno, el seno hiperbodlico y el
coseno hiperbdlico son funciones analiticas en todo el plano complejo C, es

decir, son funciones enteras.

Por ultimo, la funcién logaritmo se puede también expresar de la forma:

_1)n 7 n+1

_
Log(1+2)= 2
o n+1

que tiene radio de convergencia 1.

La funcién Log (1 + z), Arg z € (-, 1], no puede ser analitica en todo el

plano complejo C porque no es continua en el semieje {z: z € R, z < -1}. Sin
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embargo, los resultados de la siguiente seccion permiten demostrar que es
analitica en los restantes puntos del plano complejo, es decir, en todo el plano

salvo los puntos z = a, siendo a un numero real tal que a € (—,—-1].

3.4.3. Prolongacion analitica

La proposicion 3.4.1. asegura que una funcion f(z) definida como una

e e}
serie de potencias, f(z) = ch(z ~20)" , es analitica en todo el disco Br(zo),
n=0

. N 1 o .
y permite asegurar que la funcion f(z) = 17 es analitica en todo el disco |z| <

2 1 : . .
1. Pero la funcion f(z) = = es un cociente de polinomios, y por tanto es
-z

indefinidamente derivable en todos los puntos del plano complejo salvo en z =
1, y por tanto es razonable pensar que se pueda extender el dominio del plano
en el que se pueda asegurar que f(z) es analitica. Este proceso se conoce

como prolongacién analitica.

La cuestion que se plantea es la siguiente:

(e 0]
Dada la serie ch(z ~20)" convergente en Br(zo) y dado z; € Bgr(zo),
n=0

e}
¢ existe una serie Zdn(z —21)", con radio de convergencia R; tal que si z €
n=0

Br(z0) N Br,(z1) las series coinciden?

La respuesta la da la siguiente proposicion que se enuncia sin

demostracion.
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Proposiciéon 3.4.2:

Dada f(z) = ch(z -2 )" con radio de convergencia R > 0, y dado un
n=0

(n
punto z; € Br(zo), la serie Z ( 1)

(z-2,)" tiene radio de convergencia R
n=0

2R - |z1- zp| > 0, y define una funcién g(z) = Z (Zl)(z z1)" tal que g(2)
n=0

=1(z) siz € Br(zo) N BRl(Zl)-

A continuacion se propone un ejemplo que ilustra la proposicion anterior:

n= 02

0 _n
lafuncion i) = = > 2 =1 1 =1

02 2 1_5 2-7

2
Las derivadas sucesivas de f(z) son: f(z) = , P(2) = 2 Y eens
(2-2)° (2-2)°
|
fn)(z) - n! .
(2_ Z)n+1

1 ( 1) - (z+1)"
Sea ahora z; = -1 e B,(0). La serie Z (z+)"= > —
n=0 : n-0 3

tiene radio de convergencia R; = 3 y define entonces en B3(—1) la funcién g(z)

o n
que coincide con f(z) en B2(0) N Bz(-1) puesto que g(z) = Z(Z+1) -

1
0 3n+1 3
1 1 . . . .
= = f(z). La funcion g(z) se denomina prolongacion analitica de
1- z+1 2_7
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f(z) en B3(=1) \ B»(0).

Si se repite el proceso en otro punto diferente que pertenezca al disco

0 (n
B,(0), por ejemplo, en z, = i, la serie Z (l)( Z((ZZ n tiene
n=0 n-0(2—i

radio de convergencia R, = J5 y define en el disco Bﬁ(i) una funcion h(z)

gue también coincide con f(z) en B,(0) N B\E(i).

Las funciones g(z) = Z(Z:lz y h(z) = z((z i son
+ 0 2_| n+

prolongaciones analiticas de f(z) en sus respectivos dominios.

Cr
(0, 2)
(-1, 3)

(i, +/5)

Figura 3.2: Prolongacion analitica

A través del ejemplo que se acaba de presentar se puede observar que

en general se puede prolongar analiticamente una funcién desde un punto z*
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en un disco de radio igual a la distancia de z* al punto mas proximo a z* en el
que la funcion tenga una singularidad, es decir, un punto donde la funcién no

es derivable (el concepto de singularidad se estudia con mas detenimiento en

el capitulo 5). En el ejemplo anterior, la funcion f(z) = Zi tiene una

singularidad en el punto z = 2, por lo que al hacer un desarrollo de Taylor de la
funcién en el punto z; = -1 se ha obtenido un radio de convergencia R; = 3,
que es precisamente la distancia entre los puntos -1y 2, y en el caso de z, =i
el radio de convergencia es R, = J5, gue coincide con la distancia entre los

puntosiy 2.

Ejemplos resueltos

22+ 3

Ejemplo 3.4.1. Estudiar si la funcién f(z) = es analitica en el punto

z=-1.

22 +3
=2+ L
z-1 z-1 2—(z+1)

La funcion f(z) =

5
> = 5 2
Z

o0 n
=2 - g Z(ZTHJ , €s, por tanto, desarrollable en serie de potencias
n=0

alrededor de z = -1 con un radio de convergencia R = 2 > 0, ya que el

desarrollo es valido en el disco |z + 1| < 2.

Ejemplo 3.4.2. Obtener una prolongacion analitica del disco |z + 1| < 2

22 +3

para la funcion f(z) = n de manera que en la nueva region esté contenido

elpuntoz=1+1.
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Para prolongar analiticamente la funcion de manera que el punto z=1 +1i
esté contenido en la nueva region, basta tomar un punto adecuado del disco |z
+ 1| < 2, tal que su distancia al punto 1 + i sea menor que su distancia al punto

donde esta la singularidad mas proxima de la funcion. Asi, por ejemplo, el

punto z = i esta a distancia 1 de z =1 + i, y a distancia V2 dela singularidad

mas proxima de la funcion, que esta en el punto z = 1. Se tiene entonces:

5
f(z)—22+3—2+i— B 5 go L ¥i _
-1 z-1 1-i—(z-1) 1_Z—I
1-i

Ejercicios
3.11. Obtener los desarrollos en serie de potencias alrededor de z = 0
de las funciones
a) f(z) = sen(2z2)
b) f(z) = cos(z%)

c) f(z) = 2*sen(z?) +1

2
Z
d) f(z) =
) f(2) oy 3
3
z° -z
e) f(z) = .
) 12) 22+ 2

3.12. Obtener los desarrollos en serie de potencias alrededor de z = 1

de las funciones:
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2
2) 1@) =5 —
c) f(z):ﬁ
d) f(2) = 222:22.

3.13.Estudiar si la funcion f(z) = "2 siz # 0, f(0) = 0, es analitica en C.
Z

3.14.Estudiar si la funcién (z) = &2‘1 siz#0, f(0) = —%, es analitica

z

en C.

z

3.15. Estudiar si la funcion f(z) = © siz#0, f(0) = 1, es analitica en C.

3.5. SERIES DE LAURENT

Cabe plantearse ahora la posibilidad de desarrollar una funcidén en serie
de potencias en un entorno de una singularidad. Naturalmente el problema no
puede resolverse sin introducir algunos conceptos, puesto que las series del
tipo Taylor dan lugar a funciones holomorfas. El problema se soluciona

utilizando las series de potencias inversas.
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3.5.1. Series de Laurent. Definicion y convergencia

Muchas de las funciones que se utilizan habitualmente no se pueden
expresar como series de potencias en las proximidades de determinados
puntos, debido a que en esos puntos presentan singularidades, pero si se
pueden, en cambio, expresar como sumas de potencias positivas y negativas.

Las siguientes funciones son ejemplo de ello:

2
1Lf=Z D" _ 404 L
z
2.g(z):—21 :iz—l :iz(l+z+zz+...):i2+1+1+z+22+...
z°(1-z) zc1-z2 7 z z

Las funciones anteriores son ejemplos de funciones que se pueden
expresar como sumas, finitas o infinitas, de potencias positivas y negativas de
z. Pero es fundamental saber para qué valores de z las sumas anteriores
representan a las correspondientes funciones, o, lo que es igual, obtener el
dominio de convergencia de las series que las definen. Las series de potencias

positivas y hegativas se denominan series de Laurent o series dobles.
Definicion 3.5.1:

Se llama serie de Laurent, o serie doble, a una serie definida de la

forma

Yen(z-29)" = Y en(z-29)" + Dcn(z-29)".

Una serie de Laurent se puede expresar entonces como la suma de dos



© M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA Series complejas 155

series. La primera de ellas es una serie de potencias positivas y se llama parte
analitica de la serie. La segunda esta formada por los sumandos con potencias

negativas y se conoce como la parte principal de la serie.

o0 Zn
Un ejemplo es la serie Z R gue representa a la suma de las series
2

N=—00

o z" = z" = I
ZW=ZZ—n+Z

n_n’
N=—o0 n=0 n=12 z

Definicién 3.5.2:

o0
La serie de Laurent Y cn(z-zg)" converge si convergen la parte

N=-—0o0
analitica y la parte principal de la serie. Si éstas convergen, el valor de la serie

de Laurent es la suma de los valores de las dos series.

DY en(z-29)" = Den(z-29)" + Y cnlz-20)".

n=—w0 n=0 n=1

o0
Para investigar la convergencia de la serie de Laurent » cp(z-2zp)"

N=—o0
se estudia por separado la convergencia de la parte analitica y la parte principal
de la serie; el dominio de convergencia de la serie es entonces la interseccion

de las dos regiones de convergencia.
o0
La parte analitica ch(z ~20)" es una serie de potencias y por tanto
n=0
converge en el disco Bgr(zp), siendo R el radio de convergencia de la serie de

potencias.

La parte principal es una serie de la forma:
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ch Z n(z-29)™".
n=1 (z- ZO) n=1

Si se aplica el criterio del cociente para estudiar su convergencia,

¢ (neay(z-20)(™D] e n+1)|| 1|
calz-20)" | | cn [[(z-20)

C_(n+1)

<1si|z - zg|

R1, es decir, la parte principal de la serie de Laurent converge si |z — zo| > R;.

Se puede decir entonces que la serie doble converge si R; < |z- zo| <R,

siempre que R; <R.

El dominio de convergencia de una serie doble es, por tanto, una corona

circular con centro el punto zp y radios R; y R.

Se demostrara mas adelante, en el capitulo 5, que el comportamiento de
una serie de Laurent en su dominio de convergencia es muy bueno, pues se
puede asegurar la convergencia uniforme de la serie sobre conjuntos
compactos contenidos en la corona circular que define su dominio de

convergencia.

Si R es infinito, el dominio de convergencia de la serie doble es el exterior

del circulo de centro zo y radio R;.

Si R; = 0, el dominio de convergencia de la serie es lo que se denomina

un disco pinchado: el interior del circulo de centro zo y radio R salvo el punto

Zo, B’R(Zo).

Si R es infinito y ademas R; = 0, el dominio de convergencia de la serie

se extiende a todo el plano complejo excepto el punto zo, C\ {zo}.
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zn 1
Asi, por ejemplo, la serie Z converge en la corona circular > <|z|

n——oo

® N
< 2, pues la parte analitica Z— tiene radio de convergencia R = 2, y la parte
n= O2

principal Z es una serie geométrica de razén |2z|™* y por tanto converge

_12 Z

si |2z|* > 1, es decir, si |z| > %

n
Para obtener la funcion que define la serie Z se estudian su parte

n:—oo

analitica y su parte principal.

n
La parte analitica representa a la funcion Z— z 1 L si |z| <
on z 2—7
n=0 1-—
2
2. La parte principal representa a la funcion Z a W A L si|z| >
—an2" 1 2z-1
=1 1- =
2z
1 1 z"
=. Por tanto, si = <|z| <2, la serie de Laurent Z deflne la funcion:
00 n 2
i(z) = Z 4 - 2 + 2z _ 2z2° +8z 2_
ol 2-z  2z-1 (2-2z)(2z-1)

3.5.2. Representacion de funciones en serie de Laurent

En esta seccibn se aborda el problema inverso: dada una funcién

previamente fijada, obtener una representacion de la funcion en serie de
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Laurent alrededor de un punto.

Para una mayor facilidad de comprension se toma una funcion concreta y

se estudian para dicha funcion distintas posibilidades.

Sea f(z) = ; Esta funcién es indefinidamente derivable en

(z-2)(z-3)
todo el plano complejo salvo los puntos z = 2 y z = 3. Se presentan a

continuacion desarrollos en serie de Laurent de f(z) en los puntos z=0,z=2y

z=3.
1.- Desarrollo en serie de Laurent de f(z) en z = 0.

Si se quiere obtener en primer lugar un desarrollo en serie doble
alrededor de z = 0, se puede dividir el plano complejo en tres regiones distintas,
delimitadas por circunferencias con centro en z = 0, de manera que en el

interior de cada una de ellas la funcidén no tenga singularidades:

A={z;1z| <2},B={z;2<|z| <3}y C={z |z| > 3}.

Figura 3.3: Regiones A, By C del desarrollo en serie de Laurent en z = 0.

Si z esta en el conjunto A,
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1 1
f(z): 1 = 1 — 1 = — 3 + 2 =

(z-2)(z-3) z-3 z-2 z z

-2 1-Z

3 2

2 2 0
:_1(1+£+Z_+___)+1(1+E+Z_+___)= Z{ 1 _ 1 ]Zn.

3 3 32 2 2 92 = on+l  gn+l

Se tiene entonces que es una serie de potencias positivas de z que

coincide con la funcion f(z) siempre que z pertenezca al conjunto A, y f es por

tanto una funcién analitica en A

Si z esta en el conjunto B, setiene que 2 < |z| <3,y

1 1
f(z) = 1 = 1 - 1 = 3 _ _z =
(z-2)(z-3) z-3 z-2 z 2
1-Z2 L
3 z
2 2 0 n ®© 5n-1
:_1(1+E+Z_+_._)_1(1+E+2_+_._:_ZZ s 2
3 3 32 Z 7z 22 n203n+1 <] n

La funcion f(z) se puede representar como una serie doble alrededor de z

=0, y la representacion es valida en el conjunto B.

Finalmente, si z esta en el conjunto C, es decir, |z| > 3,

i1
f(z) = 1 = 1 — 1 = - Z =
(z-2)(z-3) z-3 z-2 1_§ 1_3
z z
2 2 O AN _ 5N
:i(1+§+3_+___)_i(1+3+2_+_._): Zu
Z Z 22 Z Z 22 20 ZI'H-].

La funcion f(z) se puede representar como una serie de Laurent alrededor

de z = 0 cuya parte analitica es cero, es decir, solo tiene parte principal, y la
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representacion es valida en el conjunto C.
2.- Desarrollo en serie de Laurent de f(z) en z = 2.

Para obtener un desarrollo en serie doble de f(z) en z = 2, se divide el
plano complejo en dos regiones distintas, delimitadas por circunferencias con
centro en z = 2, de manera que en el interior de cada una de ellas la funcién no

tenga singularidades:

A*={z;0<|z-2|<1}yB*={z; |z- 2| > 1}.

1 /2\3
|
A* B*

Figura 3.4: Regiones |A* y B*.del desarrollo en serie de Laurent en:z = 2.

Si z esta en el conjunto A*, entonces0<|z-2|<1,y

a 1 _ 1 1 ¥y 1 -1 _
f(z) = = = =
(z-2)(z-3) z-22z-2-1 z-21-(z-2)

1 | 1 > n
=— 2 z-2 =———§ z-2)".
— ( ) - ( )

La representacion en serie de Laurent de f(z) esta formada por una serie
de potencias positivas como parte analitica y un anico término como parte

principal, y coincide con la funcién siempre que z pertenezca al conjunto A*.

Si z esta en el conjunto B*, entonces |z—-2| > 1,y



© M. MOLERO; A. SALVADOR; T. MENARGUEZ; L. GARMENDIA Series complejas 161

_ 1 _ 1 z-2 _
&= e 22, 1 -

1°°1:§:1

(2-2)2 Z(z-2)" S(z-2)"?

La funcion f(z) se puede representar como una serie doble alrededor de z
= 2, cuya parte analitica es cero, y la representacién es valida en el conjunto
B*.

3.- Desarrollo en serie de Laurent de f(z) en z = 3.

Para obtener un desarrollo en serie doble de f(z) en z = 3, se divide
también el plano complejo en dos regiones, delimitadas por circunferencias con
centro en z = 3, de manera que en el interior de cada una de ellas la funcién no

tenga singularidades:

A** ={z;0<|z-3| <1}y B* ={z; |z - 3| > 1}.

B**
1 2 3
| |
| I
A**

Figura 3.5: Regiones A** y B** del desarrollo en serie de Laurenten z =3

Si z esta en el conjunto A**, entonces 0 < |z-3| <1,y

f(z) = L ! ! Es D (-)N(z-3)"=
n=0

T (z-2)(z-3) z-314(z-3) z
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1
z-3

+ i(_l)n-i-l(z _3)” .
n=0

Entonces f(z) tiene una representacion en serie de Laurent formada por
una serie de potencias positivas como parte analitica y un anico término como

parte principal, y coincide con la funcién siempre que z pertenezca al conjunto

A**,
Si z esta en el conjunto B**, entonces |z- 3| > 1,y
1
1 1 _ 1 - (-1)" - (-1"
= 3:zszf: > s G
(z-2)(z-3) z-3 4, : (z-3)° jo(z-3)"  To(z-3)
Z_

La funcion f(z) se puede representar como una serie doble alrededor de z
= 3, cuya parte analitica es cero, y la representacion es valida en el conjunto

B**.

Ejercicios

3.16. Representar en serie de Laurent alrededor de z = 0 la funcion f(z)

:L
z(z-1)

de manera que la representacion sea valida en los
siguientes dominios:

a) 0<|z| <1,

b) |z| > 1.

3.17. Representar la funcion f(z) = _ Sz=1 en suma de potencias
(z-1)(z+4)

positivas y negativas de z + 4, calculando la corona circular de
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convergencia de la serie.

3.18. Representar la funcion f(z) = _ sz=1 en suma de potencias
(z-1)(z+4)

positivas y/o negativas de z, en todas las regiones posibles,

determinando en cada caso el dominio de convergencia.

3.6. EJERCICIOS

3.19. Demostrar la proposicion 3.1.1.

2
L. -n°<.
3.20. Demostrar que la sucesionc, =2 + 1 + 3| converge a 2.
n 3n
i
3.21. Demostrar que la sucesion ¢, = converge a i.
2" 4
(1+ i)
3.22. Estudiar la convergencia de la serie Z
n= 1(\/_)
(iz-1)"
3.23. Estudiar la convergencia de la serie Z—l cuando z toma los

nl2

valoresa)z=1,b)z=i,c)z=-1yd)z=1+1.

3.24. Estudiar los dominios de convergencia de las series siguientes y si es

posible calcular su suma.

(iz—-1)"
Z 2n+1

n=1
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C)Z !

o+ z?)n

d) f(_l)ﬂ(zn—l _ Zn+1)

n=1

z

o0
- i 2 - 7
3.25. Demostrar que la serie Z nte™ ? converge en la regioén {z; Im z > 0}.

n=0

o) 2n
. z
3.26. Demostrar  que la  serie converge
nZ:;L(]__ZZn )(1_22n+2)

absolutamente en el disco abierto de centro 0 y radio 1, y calcular su

suma.

3.27. Calcular el radio de convergencia de las series de potencias:

+00 2
a) » z"
n=0

b) Z”*f’(ui)”

9 3"

3.28. Calcular el radio de convergencia de las series de potencias:
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+00 2
a) Y niz"
n=0

) >~

n:lzn n2

+00

C) 22” z"

n=0

+00 1
s\ N
d) Z4—n(z+2—|) .
n=0
3.29. Calcular el radio de convergencia de la serie que resulta de sumar

las series:

3.30. Desarrollar en serie de potencias las siguientes funciones, calculando

el radio de convergencia de la serie obtenida.

4

a)
1—z2

z

by ———.
22—52+6

3.31. Calcular, para los valores de z que sea posible, la suma de las

series:
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b) §2n(n—1)z”.

n=1
+00
3.32. Sabiendo que la serie chzn tiene radio de convergencia R,
n=1

calcular el radio de convergencia de las series:

+00
a) ».cpnPz"
n=1

+00

b) Dlcnlz"

n=1
+00

c) chzzn :
n=1

3.33. Obtener los desarrollos en serie de potencias alrededor de z = 0 de

las funciones:
Z
a) f(z) =cos—=
) f(2) 5

b) f(z) = sen(z?)
c) f(z)= z*cos(z°) - 2z.

3.34. Obtener los desarrollos en serie de potencias alrededor de z = 0 de

las funciones:

Z2

a) f(z) =
1-z
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1

b) f(z) =
)@=

c) f(z) =Log (z+2).

senz

3.35.Estudiar si la funcién f(z) = siz#0, f(0) =1, es analitica en C.

3.36.Estudiar si la funcion f(z) = % siz# 0, f(0) = 1/6, es analitica en C.
z
: : . cos’z-1 -
3.37.Estudiar si la funcion f(z) = —— Siz # 0, f(0) = -1, es analitica en C.
z

z

3.38.Estudiar si la funcion f(z) = 5

siz#0, f(0) =5, es analitica en C.

z?

Z2

3.39.Estudiar si la funcion f(z) = € siz#0, f(0) =1, es analitica en C.

V4
3.40.0Obtener la serie de Laurent de la funcion f(z) = e—sen potencias de z
(z-2)

-2.
3.41.0btener una representacion en potencias negativas de z de la funcion f(z)

1 | . . .
= o y calcular el dominio de convergencia de la serie.
-z

3.42.Representar en serie de Laurent alrededor de z = 0 la funcion f(z) =

2

————— de manera que la representacibn sea valida en los
(z+1D)(z-3)

siguientes dominios:
a)|z|<1,b)1<|z]<3,¢)|z| > 3.

3.43. Representar la funcién f(z) = _2z+3 en suma de potencias

(z+1)(z-3)
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positivas y negativas de z - 3, calculando la corona circular de

convergencia de la serie.
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