Fractales

Fractales

Spinadel, Vera Martha Winitzky de
E-mail: vspinade @fibertel.com.ar
Laboratorio de Matematica y Disefio
Universidad de Buenos Aires

RESUMEN

Los fractales aparecen en la investigacion de nosasrramas de la ciencia. Desde un
punto de vista general, si uno se pregunta la rairello, la respuesta es su propiedad
caracterizante de auto-semejanza, esto es, laladrde estructuras invariantes ante cambios de
escala, que aparecen tanto en la Naturaleza conw analisis de sistemas dinamicos que
varian con el tiempo. Es por esto que hemos camsldamprescindible formular un enfoque
general e histdrico de introduccion al tema, adfinabrir puertas al estudio de la estabilidad de
sistemas micro- y macro-fisicos, que pueden valgsde la estructura interna del DNA hasta

las galaxias astronémicas.
Palabras claves:

Dimension fractal; auto-semejanza; numeros irrad&s) descomposicion en fracciones

continuas; Numero de Oro.
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1. INTRODUCCION

Comencemos haciendo un poco de historia. La pafédacal ” fue introducida
por el matemético polaco Benoit B. Mandelbrot, queeio en 1924 en Varsovia,
Polonia, en el seno de una familia lituana judiea palabra Fractal proviene del
adjetivo latin‘fractus”, que significa interrumpido o irregular.

Sus padres previeron la tremenda realidad geamlifue se avecinaba y en
1936 emigraron a Paris. ¢Por qué Paris? Porqu#o,sbzolem Mandelbrot era
miembro de un grupo élite de matematicos francesewcidos como“Nicolas
Bourbaki” [1]. Este era un pseudonimo que un grupo de jovengs@domando el
nombre de un general francés de origen griego €h@rénis Bourbaki (1816-1897),
que comandoé exitosamente el ejército a través idetiRla guerra de 1870.

La familia de Mandelbrot pas6 la Segunda Guerra dvainen Tulle, una
pequefia ciudad al Sur de Paris, donde Benoit nbidegna educacién formal. Por
ejemplo, nunca aprendié el alfabeto y alin hoy enlalicuesta consultar una guia de
teléfonos! Lo conoci personalmente en Québec, Garadl992, donde participamos
ambos del ICME-7 (International Congress on MatheabEducation), que se realiza
con una periodicidad de 4 afios [2].

Sin embargo, Mandelbrot puso en evidencia una @dg@dcmatematica
extraordinaria, muy diferente de la de su famoseb Rioseia una agudeza visual y
geométrica que le permitié doctorarse en Matemaiszando su formidable intuicion y
de ahi en mas, comenzd su propia carrera, muydalég la bourbakiana de su tio.

Decidio irse a USA y en 1958 entré a trabajar eexeelentemente equipado
laboratorio de Yorktown Heights de IBM, situadolas afueras de New York. Nunca le
gusté manejar él mismo las computadoras: simplersnsentaba al lado del operador
y le decia qué hacer. Pero tuvo la enorme ventsaeq este lugar, dejaron que el joven
genio francés siguiera sus investigaciones tal c@ndo deseara! Sus resultados
probaron ser mas diversos, eclécticos y de avangad lo que cualquiera hubiera
podido imaginar... Se convirtio en experto en amréreas de linglistica, teoria de
juegos, aeronautica, ingenieria, economia, fisialogjeografia, astronomia y, por
supuesto, fisica.

Este enfoque altamente multi-disciplinario congtitwna verdadera revolucion

en todo el campo cientifico tradicional, donde guedla época, se tendia cada vez a una
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mayor especializacion. Sin embargo, Mandelbroteitiante y pudo, con el auxilio de
la Informatica, desalentar las criticas de algudessus detractores. Por ejemplo,
descubrié que la variacion de los precios en elcat®, que hasta entonces se
consideraba como puramante al azar, seguia undrigire@ las fluctuaciones de los
precios a largo plazo, comparadas con las fluatnasi a corto plazo. Y este asombroso
resultado lo logré considerando las variacioneslgrecio del algodén, para el cual se
disponia de estadisticas que databan de varia®sida afios! Mandelbrot descubrié un
esquema en las impredecibles fluctuaciones didea®s precios del algodén, que se
repetian en escalas de tiempo mas y mas largasn&d tarde comprendidé que habia
descubierto urifractal” en los datos econdmicos, que ponia de manifigshoauto-

semejanza recursiva a través de diversas escalas.

2. CARACTERIZACION DE UNA ESTRUCTURA FRACTAL

Un fractal es un ente matematico quesealefine de la manera habitual como se
definen otros conceptos matematicos. Se caractporzaina propiedad de invariancia
en presencia deambios de escala’Esta propiedad se denomif@ato-semejanza’y
puede presentarse de maneras y formas muy distietaglgunos casos, la auto-
semejanza es matematica exacta y hablamtfsad¢ales deterministas mientras que
en otros casos, que se encuentran en el mundquealos rodea, la auto-semejanza es
aproximada.

Los fractales deterministas constituyen un nuenm tde Geometria: la
Geometria Fractal [3], que es, ante todo, un nuevo lenguaje. Mientas los
elementos de nuestra bien conocida Geometria Brdidon lineas, circulos, esferas,
etc., los elementos de la Geometria Fractal esajmpercepcion directa. Ello se debe
a gue son algoritmos que solamente la computadoeaep convertir en formas vy
estructuras. El principio de auto-semejanza se eptasaproximadamente en la
naturaleza: en lineas costeras y en cuencas deerida formacion de nubes y en el
crecimiento de arboles, en el flujo turbulento ldédbs y en la organizacion jerarquica

de sistemas vivos.
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2.1. Geometria Euclidiana y Geometria Fractal

EUCLIDIANA

Tradicional. Mas de 2000 afios. Moderna. Fractales: 1980
"Monstruos" a comienzos del siglo XK
Simetrias simples. Rotaciones. Simetrias homeomeétricas
Auto-semejanza (estadistica)
Objetos con magnitudes caracteristiq Irregularidad en todas las magnitudgs
Adecuada para describir objetos Adecuada para describir procesos rjo
fabricados por el hombre lineales en la Naturaleza
Descripta por formulas algebraicas Descripta por algoritmos recursivos
ideales para una computadora

3. DIMENSION FRACTAL

La auto-semejanza esté fuertemente conectada estrowoncepto intuitivo de
"dimensiof. Matematicamente, un punto tiene dimension tagiobd cero, una linea
tiene dimension 1, un cuadrado tiene dimensioruB gubo tiene dimension 3. A estas
dimensiones espaciales, se le suma una cuarta sltimerel tiempo. Estas cuatro
dimensiones son numeros enteros. La genialidad aled®dbrot consistié en intuir que
podian existir configuraciones con dimensiones nteras! Asi por ejemplo, un
segmento puede dividirse &h partes idénticas, cada una de las cuales estala en
relacionr = 1/N con el segmento total. Andlogamente, un cuadradel elano puede

dividirse en cuadrados mas pequefios auto-semejgneegstaran en la relaciéon=
1/INY2 con la figura completa. Lo mismo sucedera cocubo dividido en cubos mas

pequefios. En ese caso= 1/N1/3, De esta manera un objeto auto-semejante D-

dimensional puede dividirse en copias mas pequidéiasismo que estén en la relacion
r=1/NVD con el todo. O bien
N = 1/D

de donde despejamos RIMENSION FRACTAL D:
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D= logN/log (1/r).

Por supuestoD no precisa ser un numero entero y los logaritmaesden
tomarse en cualquier base. Pero su valor numpamuna curva plana auto-semejante
representa cuantitativamente cuan irregular esit@ac Esto es, si la dimensién fractal
de la misma esta mas cerca de 2 que de 1, la tanglara a llenar practicamente todo el
plano.

Incluso, una estructura puede llegar a tener umersion fractal entera, como
lo muestra la curva llamada “copo de nieve” de Ml Gosper (un brillante
computador que trabajaba en el Laboratorio de LtiesA California, USA) cuya
dimensién fractal es igual a 2 (Figura 1). Estavawe construye partiendo de siete
hexagonos regulares y uniendo ocho vértices, fodmasiete segmentos de igual
longitud. La segunda iteracion se obtiene reempldzaada segmento por una linea

quebrada de siete segmentos donde cada nuevo gfegeseigual U7 del que le

precede [4].

log 7 log 7
D=—9C=290 -5
logv7 1 log 7
2
a
Fig. 1 — Motivo (a) y generacion
del fractal de Gosper, partiendo
de un hexagono regular (b). En|(c)
se muestra la quinta iteracion
b c
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Cabe acotar que existen otros ejemplos previosudeas que llenan el plano,
como la curva ideada por el matematico italianos&mpe Peano (1858-1932), pero en
ese caso se tienen puntos de auto-interseccion.

Se han propuesto diversas definiciones de fractses no existe todavia una
suficientemente general. En principio, se acuerdacedefinir un fractal sino enumerar

sus propiedades caracteristicas, a saber:

« Un fractal tiene una estructura fina; esto es, magletalle en escalas
arbitrariamente pequenas;

» Un fractal es demasiado irregular para ser desccipt la Geometria Euclidiana
tradicional, tanto local como globalmente;

» Con frecuencia, un fractal tiene una cierta forneaadito-semejanza, quizas
aproximada o estadistica;

» En general, la dimension fractal es mayor querteedsion topoldgica;

« En muchos casos interesantes, el fractal se defiferma muy simple, por lo

general, con un método recursivo.

4. CONJUNTOS INFINITOS

Se llaman “conjuntos infinitos numerables” aquellmonjuntos que pueden
ponerse en correspondencia biunivoca con el canfismtos nimeros naturales. P. €j. el
conjunto de los numeros pares, el conjunto denipgies, el conjunto de los cuadrados
de los numeros naturales (cubos, etc.).

1 2 3 4 5 6 7 8 9
? 2 ¥ g v & 7 g @

Ademas de estos casos sencillos, existen otrouurtos) que también son
infinitos numerables, pero no en forma evidenteejR.el conjunto de las fracciones
racionales de la forma/g , donde tant@ comoq son numeros naturaleqyes distinto

de cero, que supondremos son irreduciblesmitematico aleman de ascendencia
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danesa Georg Cantor (1845-1918pbbd que las fracciones racionales forman una

sucesion infinita numerable. Para ello las ordenéldlamado arreglo de Cantor”[5]:

11111

1 23 45

%%é%é 123456789 .
33333 l1235113 ¢
1 2 4 5 7

4

S —

5. CONJUNTOS NUMERICOS

Las fracciones que hemos visto hasta ahora serlamianeros racionales” o
conmensurables, porque pueden medirse como ehteae dos numeros naturales y el
resultado es una expresion decimal finita o bidimita peridédica. Pero existen otros
nameros que son irracionales o inconmensurableshoBi‘nimeros irracionales”
fueron descubiertos por Pitagoras de Samos al natamconmensurabilidad de la
hipotenusa de un triangulo rectangulo. Mateméaticaeneel conjunto de los racionales
junto con el de los irracionales forma el conjudélos numeros reales, que posee la
propiedad de ser denso, esto es, representadas recth real, no presentan ningun
aguijero.

Los numeros irracionales, tales comp/2, e, admiten una expresién decimal

con infinitos digitos que no se repiten en formadakca. Obviamente, dicha expresion
no nos permite cuantificar el grado de irracioradido sea el grado de aproximacion de
las aproximantes racionales al numero irracionate jrado de irracionalidad resulta
sumamente importante en las experiencias que eéatisbuscando fronteras entre el
sistema dinamico que se comporta periédicamentetsagsicion a un sistema caotico,
donde es imposible predecir el comportamiento ya gondiciones iniciales muy
semejantes originan resultados totalmente dispdtete comportamiento indica la
aparicion del taos”. Para detectar este grado de irracionalidad, usarémtbamada

“descomposicion en fracciones continuas”.
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6. DESCOMPOSICION EN FRACCIONES CONTINUAS

Todo numero real puede ser desarrollado en fraesiorontinuas. Dicha
descomposicion se remonta al libro “Liber Abacibficado en 1202 por Leonardo de
Pisa, cuyo seudonimo era Fibonacci. ¢Qué es uoadracontinua? Es una expresion

del tipo

gue se escribe<=[a0,a1,...]. El primer coeficiente puede ser nulo (caso en gue

namero real estd comprendido entre 0 y 1) perestbrde los coeficientes son enteros
positivos. La sucesion de coeficientes es figita solo six es un namero racional. Por
ejemplo, es facil verificar la siguiente descomgpidsi en fracciones continuas de un
namero racional
18 1
7 14—
1

1+
3

Si, en cambio,x es un numero irracional, el desarrollo es infiyitei tomamos

un ndamero finito de términos tales como

obtenemos una sucesion de “aproximantes racionalesiimerox que tienden &
cuandok — oo

Algunos numeros irracionales tales comoy € (la base de los logaritmos
neperianos) tienen aproximantes que convergen rapiglamente. En particular, el
nameron = [3,7, 15, 1, 292, ...] converge tan rapidamente la tercer aproximacion

racionalo, = iTB:= 31415929.. tiene seis cifras decimales exactas! Asombrosament

este resultado ya era conocido por Tsu Chung Cha &hina del siglo V. En cambio,
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e =2,71828... = [2,1,2,1,1,4,1,1, 6, 2821, ...] converge mas lentamente al
principio, debido a la existencia de muchos ‘uressel desarrollo. Comparativamente,
los irracionales cuadraticos son de convergencslemda.

Al igual que con las expresiones decimales peragjitas fracciones continuas

“periddicas” se denotan con una raya sobre el periodo y sdaainposicion es de la
forma x=la0,a1,~--], decimos que la fraccion continua gseriddica pura”. Al
respecto, el matematico francés Joseph Louis Lggrdh736-1813) prob6é que un

namero es irracional cuadratico si y solo si sscdmposicion en fracciones continuas

es periodica (no necesariamente perioddica pura).

Ejemplo
Si tomamos la ecuacién cuadratica
x*=x-1=0
y la resolvemos, comprobamos que su raiz positivaleconocido Numero de Oro
1+4/5
2
tomamos la ecuacién cuadrética y la dividimos mi@rd miembro porx (valor no

¢,Como hallamos su descomposicion en fraccionegncas®? Simplemente,

1 . . .
nulo): x =1+—. Luego reemplazamos la del segundo miembro iterativamente
X

por 1+1/x. Asi obtenemos, despuésméeraciones:

X=1+ 1
1
1+
1+ 1
1
N 1
1+~
X
Sin - o resulta
=1+ =[]
1
1+
1+

que es una fraccion continua periddica pura.
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Este desarrollo, el mas simple de los correspoteiesmtodos los numeros irracionales,
es el mas lentamente convergente pues sus denaresadon todos iguales a uno.

Coloquialmente podriamos expresar este hecho aftma
EL NUMERO DE ORO ¢ ES EL MAS IRRACIONAL DE TODOS LOS
NUMEROS IRRACIONALES!
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